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Sur les projections d'un ensemble fermsé.
Par

Stefan Mazurkiewicz et Stanistaw Saks (Varsovie).

1. Le but de cette note est de donner un exemple d'un ensem-
ble plan !) fermé F jouissant de la propriété suivante: la projection
de F sur U'dre des abscisses comstitue un segment et swr toute autre
droite passant par [lor igine est un ensemble de mesure nulle,

2. Pour construire un tel ensemble, nous allons considérer cer-
tains systémes des parallélourammes dont deux c6tés sont pa-
ralléles & I'axe des ordonnées; nous conviendrons d’appeller ces cotés
des bases des parallélogrammes; deux autres c6tés seront appellés
sithplement c & tés.

Un systéme formé d'un nombre fini de tels parallélogrammes
sera appelé régulier lorsque les projections sur laxe de z de
ces paralélogrammes constituent ls segment (0. 1) et n’empiétent pas.

& étant un systéme régulier et [ une droite queleonque, dé31-

b

gnera la somme des parallélogramumes appartenant & £ et Z, la

projection de & sur /. Par 4 (S). respectivent par d(Z). nous con-
viendrons de désigner la somme des longueurs des cotés, respecti-
vement des bases, des purallélogrammes de &. Ensuite, 4,(S) sera
la somme des longueurs des segments qui sont des projections sur /
des cOtés des parallélogrammes du systéme S.

3. Soit (n =2, k) un couple de nomhres entiers et a,,,,:_—_;;-{—‘
—i—kﬁé. Noug désignerons, pour chaque tel couple, par [, , la droite:

1) Des méthodes parcilles & celles yui sont employées dans cette note permet-
tent de construire des exemples analognes dans lespace; notamment, un ensem-
ble dont la projection sur I'axe de 2 (le plan 2 y) est un segment (carré), et sur
toufe autre droite (plan) passant par l'origine est un ensemble de mesdre nulle,



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

110 S. Mazurkiewicz et S. Saks:

y =ztga,,, et par S,, la somme de deux régions angulaires con-
tenues dans les angles aigues entre les droites [, et Z,,.,. On
voit aisément que pour tout nombre naturel N = 3:
. oo n(n—1Y)
; . .
(1) ‘ ‘E’mlz_z‘zbn,h
ne=N  l=]
E désignant le plan tout entier et /, lI'ensemble des points (x=f0,
y=0). _

4. On peut déterminer maintenant, pour tout couple de nom-
bres entiers (n, k) (n=1, 1<Ch<Cn(n - 2)) une opération g,
qui fasse correspondre & tout systéme régulier des parallélogram-
mes S un autre systéme Z¥* vérifiant les conditions suivantes:

(2) s* &
® @<y

(4) les cotés des parallélogrammes du systtme S* sont perpen-
diculaires & 7, ,.

On peut procéder de fagon suivanie pour déterminer un tel systdme. Suppo-
sons que & se compose de p parallélogrammes et envisageons-en quelconque, soit'
K:(i=1,2,....p). Soit d =z — =, , @, x, désignant les abscisses des points
d'intersection des cdtés de K; (ou de leurs prolongements) avec une droite quel-
conque perpendiculaire & 7,,; d ne dépendant que de la direction de la droite
sécante, est déterminé ainsi d'une fagon univoque.

Divisons K; en un nombre fini de parallélogrammes Ky ; (j =1,2,..., ji) éganux,
n’empiétant pas et de l'hauteur inférieure & d. On voit de suite, en vertu de la
définition du nombre d, qu'on peut construire dans chaque XK, j un autre parallé-
logramme ka de facon que les bases de ce parallélogramme spient placdes sur

» . 1 - * » )
celles de K ; et inférieures 4 S et que ses cités soient perpendiculaires & la
i

droite l,i. La réunion de tous les Kf:i (f=1,82,...,p; 7=1,2...,4) ainsi
construits fournit un ensemble régulier &% qui jouit évidemment des propridtés
(@), (3), (4).

$ 5. L'opération ¢, , vérifiant les conditions demandées, nous
allons prouver la proposition suivante:

(A). © étant un sysitme régulier of (n, k) un couple de nombres
naturels tels que ‘

(®) =3, 1Ck<Kn(n—2),
on a, pour toyte droite L (C S, ,:
. T~ Ae 5 ~— o~
SIS, ol BF = ,,(8).

') A désignant un ensemble, | 4| ddsigne sa mesure,
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Lidmonstration: 3% étant un s

_ ystéme régulier, les projections
des edtds des parallélogrammes de S sur Paxe des abseisses n’em-

pietent pas et constituent le segment (0, 1); d’autre part, &’ apres

(4), ces cOtés sont perpendiculaires 2 la droite Lo

Done:
~ 2 2
W) ==
doy, en vertu de (3):
6) | | s sin =

1

Or, la droite / appartenant, par hypothése. a S, elle fait avee
les cotés des parallGlogrammes de S* langle aigu supérieur. ou,
T N
4u woins, égal A 9 5w done, en tenant compte de (6):

“d

o 2sin nﬂ, 1
4,(€%) < A(*) . sin ST <5
sin
_ o
d'oli, d(E*) étant, daprés (3), 1:

74
P A+ @) <’

6. Nous pouvons maintenant déterminer une suite d’ensembles

€Y}

fermés dont le produit sera. I'exemple demandé,

Soit d’abord &, le systtme composé d'un seul carré dont la
base est le segment (9,1) de l'axe des abscisses. Posons encore
3 = 3,2 (&), et, O‘énéralement lorsque p>1 et S, = ,.(E,_.),
80it:
= Qo (), 810 k< n{n—2), ol
= Q11,2 (5,), sit k=un(n—2)

Posons ensuite:
ax
~II=
]

Nous affirmons que F jouit des propriétés disirdes.
En effet. soit pour toute valeur réelle a, /'{u), respectivemen

#1
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)
2 —a. On voit de suite que, pour tout a, situé en dehors du seg-

ment. (0, 1) &,(a) est vide, done, & plus forte raison, F(a)==0.

D’antre part, lorsque 0<Ca =1, on a, puur ftout p: ©,(a) 0,
done, d'aprés le théoréme bien connu de Cantor, F(a :’:0.
La projection de F sur Uaxe des abscisses comtztw az’nsi le seg-

meil (0 1
Soit mamtenant [ une droite quelconque passant par lorigine

3, (a), la partle de F, respectivement de S,, contenue dans la droite

et différente de l'axe de x. Qoit N =3 un nombre naturel. D’aprés

(1), il existe un couple de nombres entiers (n, &) tels que n =N,
1<k < n(n—2)et que _
[ C S
En vertu de la définition de la suite {@,,}, 1l existe une valeur p
telle que

i'H (p"ﬂ‘ ( )
done, d’aprés la proposition (4) (§ 5):
s ., _5_5
| F ) < (S < f\"
Or, N étant un entier quelconque =3, on en conclut:

VF =0,
ce qui justifie notre assertion.

§ 7. Profitons encore de l'occasion pour mentionner un résultat qui est du i M.
Sierpinski et qui se rattache évidemment & la question traitée dans cette note.

Désignons, pour tout ensemble plan P, par f(P; () la mesure de la projection,
de P sur la droite ﬁxsant Pangle @ avec I'nxe d'abscisses. M, Sierpinski a prouvé
que, lorsque P est un ensemble fermé et borné, la fonction J (P; @) atnsi déter mzmae,
est semi-continue supdrieurement par, rapport & . /

En effet, le théordme est évident lorsque P est un carrd, et, par consdéquent,
aussi lorsque P ‘est une somme d'un nomb:e fini de carrés; la fonection f (1 )
est dans ce tas continye. ,

r, P étant un ensemble fermé et horné quelconque, ont peut toujows con-
stmire. une suite descendente d'ensembles {P,} tel que chacun d'enx soit une
somme d'un nombre tini de carrds et que

el

1\ A étant un ensemble et 7 uno dxmte, A désigne la pm]ectlon do 4 surl
(cf. §
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Les fonctions f (P, ;@) forment alors anssi une suite non-croissante de fone-
tions et

S(P; @)= lim f (Ps; p) )

n—Q" -

f(P;®) dtant done limite d’une suite non-croissante de fonetions continues, est
elle-in¢ine, semi-continue supérienrement.

]

Remarque. Remarquons, en terminant cette note, que les mé-
thodes y employées permettent effectuer une construction un peﬁ
plus générale .et utile pour les considérations ultérieares: notam-
ment celle d’un ensemble fermé plan dont la projection sur toute
droite y =mx (— M <Lm'< M) est un segment de longueur > 1
et sur toule autre droite passant par lorigine — un ensemble de
mesure nulle; M désigne un nombre non négatif queleonque.

") Cetto égalité découle de la précédente on vertu p. ex. du théuréme connu e
Cantor (,Durchschnitssatz®),






