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Sur les continus de Jordan et le théoréeme
'de M. Brouwer.

Par

Casimir Kuratowski (Varsovie).

Dans le § 1 j'établis une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un continu” goit un continu de Jordan ). Je prends comme point
de départ la proprié¢té suivante du plan, & laquelle m'a attiré I'at-
tention M. Knaster: étant donnée une famille, d’ensembles ouverts
(c. & d. composés de points intérieurs) (7, la frontitre de leur somme
est contenue dans la fermeture de la somme des frontiéres: en
symboles:
® F(26)C 3T )

‘X désignant l'ensemble X augmenté de ses points d’accumulation.

Je prouve que, si 'on considére comme espace, au lieu du plan,
un continu arbitraire C et si l'on remplace dans cet énoncé le terme

p,ensemble ouvert par ,ensemble ouvert dans C¥ ainsi que.,fron-

tire“ par ,frontiére relative & C“ — cette méme condition devient
suffisante et nécessaire pour que C soit un continu de Jordan.
Ainsi, par exemple, si C est le continu non-jordanien formé par

les points (x, ) satisfaisant aux conditions: y = sin ,, pour 02zl

ot — 1={y<{-+1 pour z=0, et si &, est le sous-ensemble de

C tel que rlz: < & <= ;zll avec 7 > 1, la formule (1) n'est pas

1) Un contiou de Jordan borné c'est une image continue d'un segment.
Jemploie ici le terme continu de Jordan dans un sens plus général, précisé aun
début du § 1.



des axes) qui appartient & 3 I (G,).
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%

vérifide: le segment — 1 <5y << - 1, 2 = 0, tout entier est conteny

dans F(S” @,) tandis qu'il ne contient qu'un seul point ('origine

siws]

La condition (1) peut encore g'écrire de cette fagon:

SN

2) S(1—A) I A~ 34,1 4,=0
j ‘ ]

]
ol 4; est un sousfensemble arbitraire de I'espace considérd (désigné
par 1). En effet, on n'a qu'a tenir compte de la formule ' (X) ==
=X.1—X et du fait que tout ensemble ouvert est de ln forme
1—X.
Si l'on djoute la formule (2) aux quatre propriétés formelles de
la fermeture (que j'ai étudiées dims le vol. III de ce Journal):

B8 A4+B=d+4+B (6) 0 == ()
(4) ACA. (6) A=A

on peut en déduire & l'aide de algshre de la logique wun grand
nombre de théorémes de I'Analysis Situs, valables pour tout continu
de Jordan, considéré comme espace.

Dans le § 2 Jétablis une condition suffisante et nécessaive pour
quun continu de Jordan borné coupe le plan 1). Cette condition
exige que le continu se décompose en deux continus dont Io pro-
duit ne soit pas un continu. | |

Aifsi la propriété de couper la plan (par un continu de Jordan)
équivaut b une propriété imtrinsdgue du continu seul. 1 en résulte
directement linvariance de cette propriété par rapport aux trans-
formations bicontinues effectuées sur les continus de Jordan bornds.

Ce méme théoréme permet de vesoudre un probléme lié & un
théoréme de M. Brouwer. D'apres ce théordme, si C est un con-
tinn arbitraire et B une région du complémentaire de C, la fron-
tiére F(R) de R est un continu. Je prouve dans le § 3 que, dans
des hypothéses trés générales concernant lespace considéré, le thé-
oréme de M. Brouwer équivaut au théordme suivant: Si l'or dé-
compose U'espace en deus continus lewr produit est aussi um continu.

') On dit que € coupe lo plan 'l existe deux points situds en dehors de €
qut ne peuvent étre unis par un continu saxs rencontrer C, |
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Il résulte de l& et du théordme du § 2 que, si on considére
comme espace un continu de Jordan plan et borné arbitraire, la
condition suffisanie et néeessaire pour que le théoréme de M. Bro-
uwer soit valable dans cet espace est que ce continu ne coupe pas
le plan.

(Ainsi, par exemple, le théordme de M. Brouwer ne subsiste
pas sur une circonférence d'un cercle: C étant un are de cette cir-
conférence, I est le reste; or F (R) étant composé de deux points,
n'est pas un continu).

§ 1.

Un enscamble A est dit connexe, #'il n’est pas de la forme

Y| est dit ouvert dans un ensemble (iermé) 0, si A CC et C—A4

est fermé. Un continu € est dit continu de Jordan si:

(7) tout ensemble A ouvert dans C est somme d'ensembles qui
sont  la fols connexes et ouverts dans C.

‘Dans lo cas de ' borné, celte condition équivaut & celle que C
soit image continue d’un segment 1).

Je vais 6tablir deux lemmes en me servant uniquement des
formules (3) — (6). Ces formules étant valables, lorsque comme espace
on considére un ensemble fermé arbitraire €?) pos lemmes restent
vrais 81 l'on remplace les termes; wfrontiere* I (X) par ,frontiére

relative & (/% F.(X)=X C—X et ,ensemble ouvert® par ,ensemble
ouvert dans ('%,

Lemme 1%). § dtant un ensemble connexe, si SX +05—X
on a 8. F(X)=E 0.

Démmlstl'lﬁml On a §= 98X+ (S—X) décomposition de
I'ensemble covnexe S en deux ensembles non vides. Done:

(8) 8X.8—X+(8—X). 8X0.
Or, 8SX.5— XCS X 1-—-X ainsi que (S X) SX(C

ce qui prouve le ]emme car Z’(X)-X 1-—-X '

1) Voir: 8. Mazurkiewica: Sur les lignes de Jordan, Fund, Math, I,
Hahn: Wiener Bevichte 1914 et Fund, Math, II et ma note des Bund Math, I,

%) Voir: Fund, Math, [I1, p. 191.

) Haundorff: Grundzilge der Mengenlehre p. 247, Loipzig 1914,
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Lemme 2. (& étant un ensemble ouvert, si
(9) G=M+ N et MN-} NM==0,
les ensembles M et N sont aussi ouverts et N (M) (T J'(G).
Démonstration. D'aprés (9): ) MN==0, done 1 - M=z (1 ()4 N,
Yoy TI—M=1—6 4+ N=(1 — @) N, puisque 1 - ¢/ est forms,
Mais 1 —G(1-—M et NC 1—M, car en vertu de (9) NM =,
Done 1— M (C 1—DM, ee qui prouve que 1-—M est fermd, done

- M ouvert.

D'autre part, F(M)=M.1—M==M M et, comme M N==0,
MC1—N, done F(M) C M(1~N) — M==M - (M4 N)==
=U—GCG—G=F(R. |

Théoréme I. La condition nécessaive et suffisante pour Guun
continu C soit un continu de Jordan est que, {G} dtant une famille

arbitraire d’ensembles owverts dans C, on wit
(10) . E (2 @) C w (G

ol l'indice j varie duns un ensembla de nature quelconque.
Démonstration 1. Soit U un continu de Jordan. Il w'agit de pro-

uver que si pnone 3 7, (G) on a
(11) pnon ¢ F, (3 G).
j

L’ensemble ,2’(1, étant ouvert dans C, on a F (‘” (1)) m= B (G- .25’ e
j s !
on peut dobe supposer que p non eE(x,, car autrement la, for-

mule (11) serait éVIdemment réalisée.
Posons done

(12) J peCmE(x
Lensemble ¢~ EF (@) étant ouvert dans le continu de Jor-

dan C, on conclut de (7) que.p appartient & un ensemble connexe
B ouvert dans et contenu dans O — 3 F F.((7). Done
- _ i

(13 R.FE (6G)=0
- quel que soit ;. |

Comme, selon (12), puone @ doit £ — G40 on en conelut,
en vertu du lerame 1 et de (13), que £ ;== 0, quel que soit j Done
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2’ t; C ¢ — R, d'ol E(},C C— R = C - R, puisque R est ouvert

dans C. Par suite K. .E' (:,m( et, & plus forte raison: R. F (2(1

d'otr la formule (11)

La condition du théoréme est dene nécessaire.

2. Pour prouver qu'elle est suffisante, supposons que € est un
continu non-jordanien. D’apres (7) il existe un ensemble A cuvert
dans ¢ qui n'est pas somme d'ensembles connexes ouverts (dans C).
Soit done p un point qui n’est contenu dans aucun sous-ensemble
de A yui soit connexe et ouvert dans C. ‘

Désignons par § la classe de tous les ensembles (+; tels que
19:pnon & G et 2°: G, et Hy==A4— G, sont séparés (en sym-
boles: ¢, H, 4~ H, ¢/; = 0). En particulier, 4 étant non conncxe, on
peut le décomposer en deux ensembles séparés: celui qui ne con-

tient pas p est un G
Jo dis que la formule (10) ne subsiste pas. Posons P= II H;

ot 5 =2 (G, Kvidemment:
(14) ] A=P+4 Set P.§=0.

Daprés le lemme 2: F (& )Cﬁ (4), dolt S‘F’(C ) C F.(4) et
F,(4) étant ferme. Elf' (@) C F,(4). Or A Gtant ouvert dans C,
on a A.F,(4)=20, d’ou selon (14): P.F,(d) = 0. Done:

(15) | P. .j}J Fo(()=0.

Ainsi, pour prouver que linclusion (10) n’est pas vérifiée il suf-
fit de démontrer 'inégalité

(16) P.F,(8)0.
Supposons, pas contre, que P. F, (8)5=0 et agoutons b cette éga-
lité la seconde des égalités (14). On a: P(S F,(8))=P. §=0.

D'sutre part, P S==0, car les ensembles H, étant iermés dans 4,
il en est de méme de leur produit P; done P A= P, dott PS=PS
et en combinant avec (14): P S=0. Ainsi

| PS=P8=0

ce qui prouve que la formule (14) représente une décomposition
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de A en deux ensembles' séparés P et S. Done Se 9; ainsi § est
le plus grand ensemble de la famille ¥ D’aprés le lemme 2

Yensemble P est ouvert. Or, P contenant le point p, cet ensemble
ne 'peut stre conpexe. Cela veut dire que == M-} N, M et N deux
ensembles séparés non vides, p & M. La formule: 4 == M- (N - 8)
fournit done une décomposition de A en deux ensembles séparés
dont le second est un @, .Mais § étant le plus grand élément de
G ona N+ SC S et comme NCP il suit N.S=0 et N=0,
contrairement & Uhypothése. .

La formule (15) se trouve ainsi établie, e. q. f. d.

Remarques, La condition du.théoréme veste vraio si Lon suppose que l'in-
dice j est un nombre naturel. On peut aussi supposer les ensembles (}j digjoints,

Pour s'en convaincre, nous allons prouver que (' dlant un continu nonsjor-
danien il existe une suite densembles Gy, Gy,... Gy,... owverls dans ¢, wo-

yant deux & deun aucun point commun st tels que Panclusion (10} n'aie pag liew,
En conservant les notations de lu démonstration précéddento on conclut de

(18) qu'il existe un point ¢ tel que

qeP et geF,(9)
o e - Soit (L U aite d'ensem-
Soit ,liﬁ g =4 ot g, € S, j= 1, 2,.., Soit (¥ ) G, ... unu suite d"ensem

bles appartenant & la famille & et tels que g € G,
Posona: '

G = G(“; G, = _G(’j)_ HFJ). H® . H(iw-l); H® e 4 e (70

Je dis ‘que les Aensemblea Gj ainsi définis, appartiennent & la famille @ Cela
revient & dire que (7, et ;== A — G, sont séparéds,

Pour j= 1, notre assertion est évidente. Démontrons ln pour j > 1.

H® étant le complémentaire de GV par rapport & 4, on a, d’aprés une for-
mule connue du ealcul logique, l'identité:

A= GO HO, H&D L (G0 4 GO, | GO o HD),

Le premier terme de cette somme étant (3 lo second est M == (V|- ..
~+ @U-" 4 H® Chaque terme de cette dernidro somme st séparé de @,
paisque . G et H® sont sépards (1 =1, 2,,.,3‘). Done ¥ la somme toute entidre, H,;,.
est séparé de G,.

Ainsi @, comme élément de § est un ensemble ouvert dams C,

Nous allons prouver que, si i;—.i:j, G,. G;==0. En effet, si j ™ 4 'ensem-

‘ble G, est un froduit d'ensembles parmi lesquels se trouve H™, Done G,(~ H®,

tandisqne ¢.C G et GO O =0, Par suite . G,m().

1) Voir: P'ouvrage ,Sur les cnsembles connokes* de M, Knaster oi do moi,
'Fund. Math, II ‘ |
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Pour prouvet que la formule (10) n'a pas lieu nous allons démontrer. que:

(17) o qge I, (3G
‘ j
(18) g non & 2 F, (G,
‘ ]

Quant 4 la formule (17), on a d'sgbord qjeg' G, car Ej"GizG‘m-{-
frml ) (Y]

-+ G H™ + + GO H®, HO-V = GV GV . GP et
» e ’ _ T :
g EG‘@ par définition, Comame g = }3;10 4 4 gj},; G,. D’autre part, gnong ‘(2 a),

car ¢ ¢ P. La formule (17) est donc établie,- .
Enfin, q étant un point de P, la formule (18} résulte directement de l'éga-
litd (18), qui fot établie dans I'hypothése que Uindice j varie dans un ensemble

arbitraire.
Notre assertion ost donc démontrde complétement.

Il sera peut-Gire intéressant d'observer que, en supposant les ensembles (7,
digjoints, on peut dans 1a formule (10) remplacer le signe d'inclusion ‘par I'dgalité 1),
Cola résulte du théoréme suivant (qui se déduit des formules (8)--(6)): étant
donnée une famille d’enaembles ouverts et disjoints {Gj}, on a . .

(19) SF(t) CF(Z6)
En effet, F(G) C & C ME”@; ‘D'auire part, F(G).3 G =0, car
i J

F(&). G = O puisque (G est ouvert, ef, si i;‘-_-y‘, on a & @G =0, dod

GC1l— Gi done F(G‘)C @TC r___.,Gj-:_-,: 1 — G, puisque @, est ouvert;
‘par suite F'(GL). Gy=0 quel que soit j. |

Ainsi F(Gt) Cjéﬂmﬁ G,= F(E Gj) quel que soit ¢, d’olt 'inclusion (19},

J i i \

§ 2.

Un sous-ensemble connexe d’un ensemble A4 est dit sa compo-
sante, s'il ne fait partie d’aucun autre soug-ensemble connexe de 4.

L'énoncé (7) peut tre exprimé de celte fagon:

(20) toule composante d'un ensemble ouvert dans U
est ouverte dans C.

Je vais établir deux lemmes dont le premier semble présenter .par
lui-méme un certain intéret. Leurs démonstrations vont &tre basées

1) Dans le cas générul on peut poser 4 la place de (10): F, (2’,;(}!) —
A _ i

oz ?wﬁ;zaj) S .-2 CYY".
J
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sur les énoncés (3) —(7), de sorte que ces lemmes seront valables
sur tout continu de Jordan, considéré comme espace.

Lemme 1. S étant une composante d'un ensemble arbitraire 4
on a F(S8)C F(d).

Démonstration. Suit pe F'(8). Afin de prouver que pel'(4),
considérons deux cas:

1) peA. Done ped et comme F(4)==4 1~ 4 il reste & prou-

)

ver que peél — A Supposonsau contraire: pnone 1 — 4. Soit B la

‘composante de lensemble-ouvert 1—1 -— 4 qui contionne p. Done

pek.F(8S) et

(21) R.F(S)=0.
Je dis que

(22) R S=£0.

En effet, 'égalité B.S =0 entraine § (T L-— R, d'ott & (" 1l
= L —R, puisque R est selon (20) (ol on pose ('==1) ouvert.
Done R S=0 et, & plus forte raison, K. F(S) =0, contrairement
a (21). |

Liinégalité (22) entraine: R (T S. En effet £ (C A, car R(C 1 —

—1—AC1—1—A4A=4 et, selon (22), R -+ 8 est un sous-en-

- semble connexe de 4. Done, S étant composante de 4, R e S S,

Par conséquent, 1 — SC 1 —R, don 1— 8 Cl—FE=1-—R, donc
E.1-8=0 et R.F(S)=0 contrairoment & 21)

Done pel — 4.

2) pel— 4. Done pel — 4, Or F8)=81—8C8C A4,
d'ott ped. Ainsi pedl =4 e q. f. d.

Lemme 2. § et S, étant deux composantes d'un ensemble ou-
vert G, on a S, S;C'F(G). _ o

Démonstration. Par définition de composante: S, . &, = 0,
S comme composante d'un ensemble ouvert est ouverte; done F'(§8) =
= S:‘"S- Or, 8, §1x S, ('gz“'”"sn) +8 8 =&, (8 — Sy) + 8y 8y +
(8= 8) 8, = 8. F(8,) + 8. F(8,) CF(8) + F(8) F(a)

selon le lemme 1.

Je vais me servir dans la suite du lemme suivant:
Lemme 3. 4 et B étant deux ensembles formés et disjoints il

L]
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existe deux ensembles ouverts et disjoints D et & tels que 4 C D -

ot BC 1Y)

Pour s'en convainere il suffit Centourer tout point p de 4 d'un
cercle (d un sphéroide) de rayon égal & la moitié de la distance
de p & B. La somme des intérieurs de ces cercles est I'ensemble D;

La démonstration peul étre.transportée au cas ol comme espace
on considére un ensemble fermé queleonque F' (contenant A et B),
car on pose [, =D.F, E, =L.F; D, et E, sont ouverts dans
Fet DDA kDB,

Théoréme 1. Si un continu, de Jordan plan et borné coupe le
plan, il se décompose en deux continus dont le produit west pas un
continte. |

Démonstration, Soient a et 4 devx points entre lesquels C
coupe le plan. Soient, sur le segment ab, p le prem1er point de C
ot g le dernier (p et g peuvent coincider).  étant un continu de
Jordan, il.contient un arc simple L qui umt p et ¢?). Comme are
simple, L me coupe pas le plan; il existe donc un continu M (méme
une ligne brisée) qui unit a et b sans rencontrer L. Les continus
L et M étant disjoints, il existe, en vertu du lemme 3, un ensem-
ble ouvert G+ tel que G L et GM=0. L’ensemble @ C est done
un epsemble ouvert dans C et contepant L. (' étant un continu
de Jordan, toute composante de (' est d'aprés (20) ouverte dans
(; soit R la composante de G C telle que

(23) | LCR.
L'égalité G M = 0 entraine
(24) | kyu=o.

D'autre part CM==0, car M est, par hypothése, un continu
unissant les points a et b entre lesquels C coupe le plan. Il en ré-

sulte, en vertu de (24), que (C— R) M= 0.

1) Pour une étude approfondie de cotte propriétd importante de V'espace on con-
sultera: Tiotze Math, Ann. 88, Vietoris Mon. f Math u. Phys, 1921 et les
ouvrages des MM. Alexundroff, Tychonoff et Urysohn Math, Ann,
1924—2b.

% Of. Mazurkiewicz 1 ¢, Moore Ri L. Bull, Amer, Math, boc 1917,
Vietoris Mon. f, Math, u. Phys. 1922, p. 278,

Fundaments Mathematione VIIL 10
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Il existe, par conséquent, parmi les composuntes & de (e p, |
au moins, une telle que
(25) SM0,

Je dis qu'il n'y en & qu'un nombre fini qui satisfassont i cette
inégalité. ‘

En effet, dans le cas contraire, on pourrait en choisir de cha.
cune delles par un point appartenant & M. Il existerait wlors uy
point  d'accumulation de ces points choisis; on aurait reM, don
selon (24): re O - R Désignons par S* la composante de (! - fp
qui contient ». On arrive & une contradiction, ear, d'une part, » est
un point d’accumulation des points qui appartiennent i (- g% ot,
d'autre part, S* étant une composante d’un ensemble ouvert duns
C. 8% doit étre ouverte dans C

Il est ainsi établi que les composantes do (/e— R qui satisfont
& linégalité (25) forment une suite finio: Spyeas 8, (nzz 1),

Posons: K == ('— (§, T 8) K oest done constitué par K
et par les composantes de O~ R (ui no salisfont pas & (20), qui
sont douc disjointes de M. D’aprés (24) on a done:
(26) K. M=0. |

Je dis que K est un continu, Consi»c‘lérons, en effet, la somme
et le produit des deux ensembles formds: K et (B 8 = 48,

@7 K+ B+ 8.4 5)=0

B KB4 B 8) = (B (8 4. 5] |
(3 = 8) =Sy o 8l (8, = 8) = (S, -+ Sy - S|+
+ + [(Sn - Sn) — (81 '+" . ‘+‘ Sm-—1)]-
0n®4&+m+&pdamr&+m+&commpm
8i—8,=F(8)C F'(C—R) daprés le lemme 1; mais F(O—RYCR.
Done tous les sommandes de (28) sont contenus dans . Ainsi

(29) | E@®+8 4. +8)=1r

- La somme et lo produit des ensembles fermds K et (-8,

~+...48,) étant selon (27) ot (29) des continug, ces ensembles sont
eux-mémes des continus 1) ‘ '

—
|3

+

»

) D'aprés un théordme

Publié par Joaniswewski ot moi dans Fundam,
Math, I. p. 211, 4 ‘
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La coutinu K ne coupe pas le plan entre a et b, car le con-
tinu M unit ces points et, conformément . (26), ne rencontre pas

K. Je vais prouver, d’autre part, que les eontinus ;S .. 8, ne cou-
pent nonplus le plan entre a et b, \

D’abor o
(30) C—RE.L=0.

Car O~ RCC—R, dolt C—RC(—R=(—F} puisque R
est ouvert dans C. Done B. (/- R =0 et, comme L (C R (voir 23),

on en tire l'égalité (30).
Or, I'are [, augmenté des segments ap et g0 unit les point @ et .

Dono, selon (30), Vensemble ¢ - & ne coupe pas le plun entre ces

puints; il en est de méme de tout sous-ensemble de (J-~P en par-
liculier, des ensembles- Sy,... S,.

M

Il est ainsi 6tabli que le continu () se compose des continus K,

Syy... S, dont ‘aueun ne coupe le plan entre a et b. Nous allons
prouver & présent que parmi ces continus il y en a un, au moins,
dont le produit avee K n’est pas un continu,

Rappelons que d’aprés un théoréme de Janiszewski?), si
(', et C, sont deux ensembles fermés et bornés dont avcun ne coupe
le plan entre a et 4 et dout le produit est un continu, la somme
¢, + (% ne coupe nonplus le plan entre ces puints.

Or, supposons que 8. K (1=<i=<#) soit un continu. D'aprés le
théordme précité, K - 8, ne coupe pas le plan entre a et b En
général, si (K - S, = ...~ S..,) ne coupe pas le plan entre a et b,
il en est de méme de (K + S, ... 5., 4 8). En effet (K8,
4. S S =K. Si+ 8,8 ... + 8. S, et en raison du
lemme 2, on a pour j<<i: 8.8 C F(C—EK) C R C K; done
(K48 ...+ Sy) . §;= K., qui est par hypothése un continu.

On parvient done en raisonnant par induction & la conclusion
que K-8, -...4 8, ne coupe pas le plan entre a et b; mais
ceci est impossible, car cette somme est égale i 'C. Nous pouvons
donc supposer que, par exemple, .S, n'est pas un conlinu.

Posons C, == &8, et Cy = K -4 (8 -+ 8 + ... + 8,).

N Prace Mat-Fiz, 1913, CI. Straszewicz, Fund, Math, VII, p. 1569,
10
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Jo dis que la formule C'==C;-}-C, présente la déeompositio
demandée du continu (' en deux continus dont le produit west pas
un continn,

En effet, en g'appuyant sur le lemme 2 on prouve, comme tout.

L
-a-I'heure, que

81) (K48 ... By + B+ A 8). S=K. 5
o6 C= S48+ A4 By S - 4 S0

Or, C étant un continu, il en résulte que K.S == 0, quel que
soit i =<n. Done C, est un continu. Enfin, en posant duns (31):d=1,
on a () (4 == K.S; qui, par hypothése, n'est pas un continu, ¢ q.f.d,

Corollaire. Pour qu'un continu de Jordan plan et borné coupe
le plan, il faut et il suffit quil se décompose en deux continus dunt
le produit nest pas un continu,

Ce corollaire est une conséquence du théor. 11 et du théordme
sulvant ‘de Janiszewski (L c): la somme de deux continus hor-
nés dont le produit n'est pas un continu coupe le plan,

Remarque. Notre théoréme ne pourrait ftre dtendu aux continus non-jorda-
niens. Considérons, en effet, lo continu formé de lu circonféronce e==1 ¢t dos

. , 1 .
points dont les coordonndes polaires sont; g = 1+5’ 021 Ce continu coupe

évidemment le plan; cependant, il est impossible do lo décomposer en deux con-
tinus dont le produit ne soit pas un continu.

§ 3.
Considérons les trois énoncés suivants.

(@) si l'on dédcompose U'espace en deuw continus, lew produit est un
continu; ' |

(B) (théortme de M. Brouwer) R dtant une région-composante du
complémentacre d'un continu, F( k) est un conttnu;

- (1) Sidet B sont deuw ensembles fermés disjoints et agd, bel,

il existe wn continu C disjoint de (A ~+ B) qui coupe lespuce entre
a et b,

Ces trois énoncés sont vérifis sur le plan euclidien 1) (ils ne

') Pour les énoncés (8) et (), restreints aun cng d'ensembles bornds, on con-
sultera: Brouwer Beweis des Jordanschen Kurvensalzes Math, Ann, 69. (Cf.
Phragmén Acta Math. 1885). L'extension de (8) an cus d'onsombles arbitraivos,
hornés ou non, est due & M, Mazurkiewics Fand. Math, 11, Of. aussi Kua-
ster of Kuratowski Sur lus continus non-bornds, Fund, Math, V. |
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gont pas vrais, si comme espace on considdre une eirconférence:
voir: fin de lintroduction). Je vais prouver qu'ils sont e’guivalents;
si Yon considére comme espace un continu de Jerdan arbitraire.
Notamment, leur dquivalence va 8tre établie dans des hypothdses
vérifiées par tout continu de Jordan (telles que les conditions (3)—
—(7), 1e lemme 3 du § 2, la condition d’etre’un continu: si A0
1 d, 4.1—40)

Cette équivalence une fuis établie, on en déduira, en tenant com-
pte du corollaire du § 2 le théoréme suivant:

Théovdme L. FPowr quwun conting de Jordan plan et hornd
puisse élre considéré comme un espuce vérifiant le théoréme de M. Bro-
wwer il faut et il suffit qu'il ne coupe pas le plan,

La démonstration de ladite équivalence se compose de trois
parties.

1. (@) entraine (B)

Soit, en effet, ¢ un continuet £ une région-composante de son
complémentaire. Je dis d'abord, que 1 — R est un continu.

Considérons la somme et le produit des deux ensembles fermés:

O+ R ot 1—8

(C+B)+(1—RB)=1
(C+B) 1 —R)=(C—R)+ (E—R)

mais C—R=C et B—RB=F(R)CC (voir lemme 1 du § 2).
Done (C-+B) (1—R) == C, ce qui prouve que le produit, ainsi que
la somme des deux ensembles fermés considérés, sont des continus.
Ils sont done eux-mémes des continus.

Or, envisageons la décomposition de l'espace en deux continus:
1 =R - (1—R). Selon (@)’ R (1—R) est un continu, mais B(1—R)=
= F(R), ce qui prouve la propogition (B).

2. (8) entraine (y) h ‘

Soient 4 et B deux ensembles fermés et disjoints. Conformé-
ment au lemme 8 du § 2 il existe un ensemble ouvert D tel que
DDA et D.B=0. Soit R la région-composante de D qui con-
tient le point a. Done £ est un continu qui contient ¢ mais ne

contient pas b, Soit S la région-composante de l'ensemble 1 — B
qui contient b. Selon (B): F'(S) est un continu. Je dis que c'est le
continu cherché qui est disjoint de 4 - B est ecoupe l'espace entre
a et | |
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Selon le lemme 1 du § 2:

sy g e

F®OCFA—R)=1—R.EC1— R B= (1~ R), R

puisque B est ouvert. Or, (1 ~ R). R==F(R)C I'(D), d'ud F(8)C
C F(D). Comme, d'auntre part, 4 C D d'olt 4. F(D) == et [) =
d'ot B.F(D)=0, on a (4~ B), F(D)==0, done lf’(S),(,.1m1“4ﬂ‘{;)7;:_:,1f.()“

Enfin F(8) coupe le plan entre a ot 4. En eflet, e, par 16

finition de §, et « mon-e (S F(8)), car ae I, tundisque S (1=K
d'olt SR=0, et ¢ non-e F(S), car aed ot A F(8) ==,

2. (y) entraine (a).

Supposons C, et Cy deux continus tels que

(32) | RV V%

Supposons, par impossible, que (J,.Cvi’ﬁmMmlm Ny M.N==0, M ot
A deux ensembles fermés non vides. Suit pe M, g& N, Noit, en raj.
sou de (y), X un continu qui coupe l'espace entro p et ¢ de worte quo
(33) R N)=0,

Comme pe () ot ¢eC,, on a K Ci==0. De méme K () o 0),

Selon (32): K= K (!, 4 K (.

Les deux sommandes w'étant pas vides et K étant un eontinu,
on en conclut que (KC,).(KGy)==0, Mais . ¢, €, == M -+ N. Done
K(M4-N)==0, contrairement 3 (83).

L'hypothése que C,.(, n'est pas un continu conduit done i une
contradiction,






