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 Quelques remarques sur la définition de Paire

des surfaces.
Par
Henri Lebesgue (Paris).

(Extrait d'une lettre adressde i M. W. Bierpinski)

Je profite de loceasion de cette lettre pour fuire quelques re
margues concernant deux intéressants articles, parus au tome VII
des Fundamenta, sur la définition de V'aire des surfaces.

Au début du premier de ces articles, M. Fxéchet s'efforce de -
reconstituer la suite des idées qui m'a conduit i la définition de

Taire que jai donnée. Il le fait trés exactement, je précise cepen-

dant pour insister sur le caractére élémentaire et en quelque sorte
pratique des. considérations qui m’ont servi,

Dés mes premitres études de géométrie je n'avais pas 6été satis-
fait de la tagon dont on nous présentait les caleuls de longueurs
et d'aires et ceci & cause du raisonnement (?) suivant que’colpor-

taient les éléves de ma génération. Soit un triangle 4BC, soient D),
E, F les milieux de 4B, BC, CA.
On a:

AB+ AC= BD + DE} EF + F0;

recommengons la iméme opération, @, H, I, J, K, L, étant les mi-
- lieux de DB, BE, DE. FE, EC, .FC, on a:

AB+A4C=BG+ GH - HI + 184 BT+ 7114.1{,& 4-LC.

En continuant ainsi, on voit que AB+AO et égale u la lon
gueur d’une ligne brisée en dents de scie extrémement voigine de
BC. Et, admettant implicitement gque 1& longueur d’une courbe est
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o limite des longneurs des courbes tendant vers elle, nous con-
cluions: | |
AB 4 AC = BC,

Nous démontrions de méme que 7 ==2, une demi-circontérence
de diamétre BC remplagant la ligne BAC; et nous avions raison
de le faire, car le principe, -faux, qui nous servait é&tait celui I
méme sur lequel on basait le calenl de la surface du ¢ylindre, du
cine, de la sphére, voire la longueur de la circonférence.

Sur ce dernier point un progrés a été fait, car dans tous les
Qourg, on définit maintenant la longueur de la eirconférenée;
mais il arrive encore trop souvent que lon calcule les aires des
corps ronds sans les avoir définies. J'ajoute qu'il ne suffit pas, en
géométrie élémentuire, de poser une définition logique, mais qu'il
convient aussi d'en fairo sentir la valeur pratique pour des appli- .
cutions expérimentales, valeur sans laquelle ces définition n'auraient
été ni adoptées, ni méme construites, Ce serait l'affaire de quelques
mots, les cas considérés en géumétrie élémentaire étant simples 1.

Done, mécontent des exposés de la Géométrie élémentaire, je
lus avee un vif intérét les travaux de Scheeffer, de Jordan.
Je fus satisfait en ce qui concerne la définition de la longueur;
mais jappris en méme temps que la définition analogue de laire
avait été démontrée inacceptable par Sehwarz. Et voici la suite
de mes réflexions, mises en ordre comme on le fait nécessairement
dans un examen rétrospectif,

Comment mesure-t-on, de fagon approchée, la longueur dune
courbe? En mesurant la longueur de certains polygones vuisins de
la courbe, du moins il s'agit d'une esure directe; la seule que
je considere ici. (Vest ce que fait I'arpenteur qui mesure un chemin,
par exemple; il tenait & exprimer avec une grande précision ce
quil prétend faire, Parpenteur dirait sans doute qu'il se propose de
mesurer la ligne médiane ou axe du chemin. Dans tous les cas de

-l pratique on prétend de méme mesurer une courbe géométrique

déterminée, toujours avee impréeision, par Pobjet matériel que l'on

1) J'al ou l'occasion de montrer les simplilications que 1'on peut apporter & la
définition générale de l'aire quand on sa borne & la considération des coips de la
géométrio Glémentaire dans un weicle (Sur la définition de'l'aire des surfaces.
L'Kngeigomont msthdmutique X¢ annde, 1908) qui contient yuelques remarques
annloguos & eellos quo jo formule iel, |

Fundawants Malhomationa VI L1
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a assimilé & une courbe, Puisqu'il s'agil d'une courbe mpréeise on
e sauralt affirmer que les polygones que l'on utilise sont ingerits

‘dans cette courbe. Dol une premitre raison d¢ ne pas baser Iy

definition des longueurs -des courbes sur les polygones inserits: mais
il y en a une seconde, ou si lon veut il y & un second point de
vue, qui oblige bien plus impérativement A renoncer aux polyzones
inserits. C'est que, quelle que soit lu précision dos expdriences, un
point ne peut étre distingué de ceux qui on sont suffisumment VOi-
sins de sorte que différents expérimentateurs, mesurant le méme
objet, n'utiliseront certainement pas les mémes polygones; et puis-
quen fait ils ob‘iennent & peu prés lo mbmo nombre, il faut que
notre définition nous donue des valeurs approchdes voisines quand
on l'applique en utilisant les points voising 3

Je renonce done aux polygons inserits of Jo veux utiliver leg
polyganes voisins de la courbe & mosurer, Mais, la démonstration
de Tégalité fausse AB-- AC = BC le prouve, la longueur dune
courbe w'est pas la limite commune des longueurs des suites con-
vergentes des polygones voising; ainsi, la difficultéd signalde
par Schwarz pour les aires des surfaces $6 rencon-

‘tre maintenant pour la longueur des courbes Avoir

fait surgir une difficulté 1b ol il n’y en avait pas, peut btre avan-
tageux; ici, par exemple; le cas des courbes est, en effet, trds sim-
ple & traiter et nous n'aurons plus pour le cas des surfacos, qu'h

imiler ce qui nous aura ainsi réussi pour les courbes,

Il nous faut done choisir parmi”les suites de polygones voisins
d’une courhe; nous avons vu que, pour avoir une valeur approchée
d'un segment BC, il convient de ne pas choisir le chemin polygo-
nal BGHIEJKLC, en d'autres termes, il faui éviter les chemins
inutilement compliqués. Cela est bien d'accord” avee la technique
expérimentale: un arpenteur qui, pour mesurer une route droite
mettrait 'origine de sa.chafne d’arpenteur sur le bord droit de la
route et l'extrémité sur le hord gauche, puis lorigine au point at-

~teint du bord gauche et I'extrémits sur le bord droit, ete, n’opérerait

pas suivant les régles de son art Done il nous faut choisir des po-

") D'une fagon générale, un énoncs
y s'agit de quantités ou de résultats qui
riation dans les copditions expérimentale

ne peut servir pratiquement que s'l
varient trés peu pour uue tros petite vu-
8 j'al eu l'occasion d'insister 1% dessus

Jdans un article Swr Véguilibre dy corps solide (Nouv. Ann. do Math, 1909).
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lygenes simples; de b & dire ‘qli’il fant prendre les polygones les
plus simples ot d’entendre par lh les plus courts, il p'y & qu'un pas.
On le franchit d’aillears néeessairemant dés que l'on a observé ceci:
du mode de eonstruction des lignes BAC, BDEFC, BGHIIJKLC,.
du début, il résulte que si- un nombre [ a-été obtenu comme limite
des longueurs de pnlygonces tendant vers une courbe €, tout mom-
bre supérieur & [ peut ére obtenu de la méme maviére. En d'autres
termes, les nombres qui peuvent étre obtenus comme de telles limi--
tes  sont tous Ggaux ou supdrieurs i un certain nombre L; cet en-
semble de nombres est done caractérisé par sa limite inférieure L;
I, est le seul nombre de Vensemble qui se distingue des auntrés, du
moins immaédistement,

(Pest uingi quo jai 6té amend & modifier la forme de la défi-
nition de la longueur d’'une courbe € et i dire: cette longueur est
la plus petite dew limites des Tnngueurs des suites de polygones ten-
dant uniformément vors €,

Jai onwuite formulé la défnition Qune surface par simple ana-
lugie, mais les raisons qui m'ont suggéré Ia définition de la longueur
gappliquaient identiquement, mutatis mutandis, au cas de laire.

(les définitions sont simples ef immddiatement compréhensibles
pour des commencants, elle peuvent Ctre utilisés dés la géométrie
dlémentaire ou les débuts du caleul intégral comme je Iai fait voir
dans Darticle indiqué plus baut, ¢t leurs rapports ‘avec la pratique
sont assez nets ct clairs pour que nul ne g'étonne que ces notions
permettent de détorminer “le nombre de tombereaux  de cailloux
nécessaires au rechargoment d’une route, le poids d'une rampe d’es-
calier, la quantit¢ de peinture A employer pour peindre une vofite:
Ces définitions ne sont pas les seules b présenter ces avantages.

Celles que domne M. Banach dans le second article qui mo-
tive ces remurques sont trés intéressants ef olles conduisent & éta-
blir un trés remarquable parallélisme entre les propriétés relatives
aux . longueurs et celles relatives aux -aires. J'avais méme espére,
s premier coup ('oeil, qu'elles fourniraient une réponse & des ques-
tions sur lesquels Jordan avait appelé mou attention et que je
- signale. | . o : |

JJe ne suis pas sutisfait par ce que vous uves dit de laire des
surfaces®, m'avait déelard Jordan lorsque je lui portais ma Thése.
It sur ma demande, il me fit des objections, que d'ailleurs je
m'tais fuites moi-méme (voir par exemple le § 70 de ma These),

‘ 11t
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et que je peut résumer ainsi: ,Vous dites que vous édifiez, pour
la mesure des aires des surfaces, une théorie entidroment analogue
a celle de la mesure. des longueurs des courbes mais, pourtant,
vous laissez sans réponse des problémes essentiols alors que ces
problémes sont résolus dans le cas des courbes. Uno courbe == f(f);
y = g(t); # = h(f) étant donnée, nous savons quelle suite d’opérations
il nous faut effectuer sur f, g, h pour reconnuitro si la courbe est
rectifiable et pour caleuler sa longueur finie ou. infinie; vous ne dites

“rien du probléme analogue pour les surfaces donndes par 3 rela-

tions & == f(u, v); y = g (u,0); 2 ==h(u,v). De l& résulte angsi que,
tandis que l'on sait construire les formes les plus géndrales des

fonetions £ (8), ¢ (f), b () relatives aux courbes rectifiables, vous ne

nous apprenez pas & former les fonetions 1 (w,%), ¢ (u,v). k (u, )

donnant des surfaces quarrables®.

Ces objections de Jordan sont & coup sfr fondées, encore qu'il
y ait peut &tre quelque illusion & considérer que reconnaitro si f(¥)
est ou non & variation kornde est une opdration que nous savons
faire et b admettre que nous savong former toules les fonetions i va-
riation bornée, mais le cas des courbes fait du moins appel & des
opérations que nous savons effectuer dans bien des cas,

Avec les définitions que jai donndes il faudrait, pour le premier
probléme, soit indiquer comment il faut choisir une suite de polye-
dres voisins de la surface & mesurer pour qué leurs aires tendent
vers la plus petite limite possible (et I'on ne sail que.bien peu de
choses 1b dessus malgré les pénétrantes recherches de Zoard de
Gedeze) ou que 'on mache exprimer laire par une intégrale (ce
que l'on ne sait faire que dans des cas presque banaux).

Ev ce qui concerne la seconde question, loutes les théories sont
4 peu prés an méme point. Dans loutes on remarque que la lon-
gueur d'un segment et l'aire d'un domaine plan sont les racines car-
rées des sommes des carrés des longueurs et aires des projections,
sur les axes de eoordonnés rectangulaires s'il g'agit d'un segment,
sur les 3 plans de doordonnés s'il gagit d'un domaine et .de la ré-
sulte qu'une courbe est rectifiable si, et seulement si, les 3 courhes.

telles que z=f(t), y=g(#), 2= 0lo sont, qu'une surtace es! qua,r

rable si, et seulement s, les trois surfaces telles que w ==/ (u,?)

y=g(uv), 2=0 leo sont. Mais tandis que l'on sait former les
fonclions f () répondant b la quasuon ¢'est-d dire les fonetions b va~
riation bornée, on n’a pas, jusquici, réussit & construire les couples
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f(u,v), g (wv) cherchds, c'est-h-dire cevx qui définissent ce que
M. Banach appelle une correspondance & variation bornée 1), Et d'ai-
Neurs uné fonction, f'(u,») par exemple, figurant dans 2 couples
£, gy /o hy cela ne serait pas encore tout i fait suffisant,

1) Cotte dénomination se trouvé en somme déja dans la communication faite
par M. W, H, Young au congrés de Strasbourg,

Parig, le 2 Qctobre 1926.






