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tandis gu’é’l y a des fouctions sommables y(t),‘ telles que presque par-
fout en dehors de Ly:

.
v
2, An Ju

]in:ﬁs::p "';0(”) =00, (01‘1 ‘b,,'...-—_-s/]'y(t) f.(t) dt).

Pour intefpréter encore le corollaire du § 8, nous indique:
Tons la proposition suivante qui en découle immédiatement: si
Ty, Tsy...y T,y ... désigne une suite de procédés linénires de somma~
tion et si pour chaque n il existe ume fonction sommable don* le dé-
veloppement (velatif au systétme (1)) n'est sommable par le procédé T,
en presque avcun. point d'un ensemble L, il existe une fonclion som-
mable dont le développement n'est sommable en presque aucun point
de Vensemble L par aucun des procédés T,,.

Le lecteur trouvera facilement quelques autres appliédtioné,des
théorémes du Chapitre précédent qui rentrent dans le méme ordre
des idées. ' ' ' ‘ v
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Sur le calcul de l'aire des surfaces courbes.
. Par
Tibor Radé (Szeged, Hougrie).

M. L. Tonelli a publié récemment une série de Notes 1) sur laire
des surfaces courbes, contenant des résultats du plus haut intérét
et & plusieurs égards définitifs. En comparant ses méthodes avec
celles du mathématicien hongrois Z. de Gedcze, je suis arrivé au
théoréme qui fait I'objet de la communication présente et qui éta-
blit un procédé régulier de caleul pour Vaire, au sens de Lebesgue,
de toute surface continue donnée sous la forme z = S, y)

Soit f(x,y) une fonection continue dans le carré Q:0=zx=<1,
0=y =1. Laire de la surface z = f(x, ¥) a été définie par M. H.
Lebesgue comme la plus petite limite de Iaire, au sens élémentaire,
des surfaces polyédrales tendant vers la surface proposée; désignons
Paire ainsi définie par Lo[f]. Si Lo[f] est finie, la fonetion f(z, )
posséde presque partout dans Q les dérivées premiéres p(z,y) et
q(w,y), et la fonetion (1 4 p*4- g% est sommable dans @%2. On
a toujours

(1) J [ a+rterdsdy<Liny,
)
et on forme aisément des exemples ot le signe d’égalité ne tient

pas. Pour quil y ait égalité, il faut et il suffit que f(2, y) soit ab-

Y) L. Tonelli, Sulla quadratura delle superficie, 1, II, 111, Rendiconti della
r. Accademia dei .Lincei; séances du 7 mars, du 11 avril et da 7 mai 1926;
Sopra aleuni proprietd di un polinomio . di appr tone, dans les mémes
Rendiconti; séance du 16 mai 1926. Je citerai ces Notes par T. I, T. II, T. III
et T. 1V. :

?) Cf. le travail de M. Lampariello, cité dans T. II, p. 446.

3 T. I
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soliument continue dans Q; c'est le résultat principal de M. Tonelli ?).

Si f(z.y) west pas absolument continue, l'intégrale classique ne
fournira point I'sire de la surface. Comment faut-il alors ealeuler
Lo[f1? Soit 3y, 3,.... 2,,... une suite "de surfaces pollyédmleq
tendant vers la surface donnée et soit o, l'aire de 2,. On aura
lima, == Lo[f] par définition; mais il est clair que la relation
lim o, = L,[f] tiendra seulement pour certaines suites spéciales,
satisfaisant & des conditions restrictives. On ne sait pas cependant,
il me semble, en quoi consistent ces restrictions, de sorte que la
définition de Vaire ne fournit aucun moyen de caleul ®).

On obtient un procédé de caleul, procédé valable pour toute
surface continue z == f(z,y), en utilisant certaines expressions intro-
duites par Gedeze au cours de ses recherches profondes, expressivns
que je vais faire connaitre %),

Soit R un rectangle contenu dans @ et défini par 2’ Sz < 2",
¥ <y=<y". Posons

aalf] = f @y — F (o y')] d,
@)
Bl = f F@y) — £y dy,

2= (2" —2') (" — y') = aire du rectangle R,
@) 9:lf1=((@:/]?* + B[/ + 7)™

Solent 2, =0 <oy <...< 2 =1, =0 < », <o < Yo=1
des points de division sur I'axe des @ resp. des y, et soit D la
divisiou de ¢ en rectaugles, ohtenus par les droites

z=2,y=4 (1=01,..,m; k=0,1,...,n).
Posouns
) Golf5 Dl =2 g.[f],

la somme étant étendue & tous les rectangles de la division 1.
Voila maintenant le théordme que je vais démontrer:

N T, I
*) Cf. les remarques de M. H. Lebesgue.
*) Cf. Z. de Gebcze, Quadrature des surfaces courbes, Thise. Paris, 1908;

reimprimée dans: Mathematische und naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn
t. 26, 1910, pp. 1—88. '
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Théoréme. Svit Dy, Dy,..., D,,... une suite de divisions du
curré Q, telle que le diamétre maximum des rectangles de la division
D, tend vers zéro pour v —» co. Alors on a, dans la seule hypothése
de la continuité de f(x,y),

lim Go[f5 D,) = Lg[f]

1’une maniére précise: la limite & gauche existe taujours, elle est
finie ow bien infinie positive, et elle est égale dans chacun de ces deux
cus & Paire Lg|f).

Ce théordme donne bien un procédé régulier général pour cal-
culer l'aire; et il est & remarquer que ce procédé n’utilise point les
dérivées de f(z,y). Pour le cas particulier ol f(.y) satisfait & une
condition de Lipschitz, ce théoréme a ét¢ démontré par Gedceze,
i I'aide de considérations extrémement ingénieuses et compliguées !).
Pour le cas plus général ob f(z,y) est absolument continue au sens
de M. Tonelli, ce théordme est un corollaire facile des résultats
mentionnés plus haut de cet auteur.

2. Examinons d'abord le cas ot Lgy[f] est infini. Si le théoréme
ne tenait pas en ce cas, il existerait une suite de divisions D,, D, ., D, .,
le diamétre maximum des rectangles de D, tendant vers zéro, de
sorte que

GQ[f; I)V] < Bl’
ol I/ désigne une constante finie. Soient alors

W=0<y<..<y)=

Ty

r=12..)

=0 <o <. <=1,

les points de division sur les axes définissant la division D,. Posons

@)= I |4 —f (@42

et soit, dans la notation de M. Tonelli®?), V,(x) la variation to-
tale de f(x,y), considérée comme fonction de y, sur le segment

1) Cf. loc. cit, 3). — Il semble ressortir de certains passages des travaux
de Geticze qu'il ne croyait pas,possible de caleuler I'aire, dans le cas général,
4 P'aide le ses sommes. Par contre, il arconce d'avoir trouvé la construction gé-
nérale de surfaces polyédrales dont les aires tendent vers I'aire de la surface propo-
sée. Il parait gue sa mort prématurée I'avait empéché de développer ces recherches.

5T, L
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0=y=1 de la droite verticale passant par le point (z, O):‘ ‘La
fonetion o®) (z) est continue, F,(x) est finie ou bien infinie positive,
mais bien déterminée pour 0 <z =<1. On a pour 0 <z <1

0= = Vip(@) lim o () = Vi,(w).

On a évidemment

Q?S,V)
[ e o= Fair,
i) : ®

ot X indique que la sommation doit &tre étendue seulement aux
®

rectangles de D, qui sont contenus dans le domaine =< Zal,
On en déduit

1

f v(”)(l') de =23 a, [f])

0

la sommation éraut étendue & tous les rectangles de la division D,
Il vient done ‘

[# @i =Sa = 500f1 = 64 i0) < .

Les fonetions non-négatives v*)(z) tendant pour 0 =2 <1 vers.
V@), il résulte de cette inégalité, en vertu d'un lemme hien connu
"de M. Fatou, que la fonction limite Vi (@) est sommable et que 'on a

1 |
[ @z
0

On obtient de la méme maniére la sommabilité de la fonetion
Viy(y), qui est égale & la variation totale de J(#%,y), considérée comme
fonetion de x sur le segment 0<Xy <1 de la droite horizontale
passant. par le point (0, ). Mais si Vin(@) et Vi, (y) sont somma-
bles, Taire L,[f] est finie, en vertu d'un résultat de M. Tonellir).
Nous sommes donc} arrivés i une contradiction, puisque nous avons

1} T. L p. 446,
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supposé que Lo[f] est infinie. Par conséquent, notre théoréme est
vrai si laire Lg[f] est infinie.

3. Nous supposerons done dans ce Gui suit que Ly[f]. est finie.
Désignons par I',| S la limite supérieure (c’est-a-dire la plus petite
borne supérieure) des sommes de Gedeze Go[f; D), pour toutes les

divisions D du carré Q. Nous démontrons d’abord que I'j[ /] est
finie est que : '

I’o[fJ = Lo[ﬂ;

pour éviter des longueurs nous ferons usage d’un résultat de M.To-
nelli. Soit (& 5 un point du carrd @ et soit V(£ 7) la varia-
tion totale de fiz, y), considérée comme fonction de y, sur le seg-.
ment z==§.0 <y <. La fonction Viy(xyy) est de la sorte bien
définie dans @, et puisque L,[7] est finie, Vi (z,y) est finie pi‘es-
que partout dans @ et sommable comme “fonction de ¥ pour pres-
que tout x dans lintervalle 0=2=11). On définit dune maniére
analogue Ja fonetion Vi, y1. Soit B un rectangle contenu dans @
et défini par 2’ <z =S, Y=y=<y" En posant 2),

wt(11= [ Vol ) Virloyp,

B = [ (Pl 9)— Vool )y,

Vi =@ — )y —y),
i [F1= (@ [F1* 4 (B2 /D7 + (),
Gilf; D)= 2g; (1),
la sommation étant étendue & tous les rectangles d'une division D),
et en désignant enfin par I'#[f] la limite supérieure des sommes de

Tonelli G¥[f; D] pour toutes les divisions /) de @, on a,.comme
'a démontré M. Tonelli,

T = Lel/12).

N T I

) T, 1L

) T. 11, p. 448. — La quantité, désignée par nous par I’g[f], est (ésignée
i lendroit cité par A; I'aire LQ [f] Y est désignée par S,
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Mais en comparant les expressions introduites par M Tonelli
avec les expressions (2), (3), (4) de Geteze, on voit immédiatement que

- Gl fi D= 6/ D)y
d’ol .
T A= TS
Mais on a, d'aprés M. Tonelli, I'¥[f] = Lo[f], donc a fortiori
(%) T /1= Lol f):

4. Nous allons démontrer que I'o[ /| == Lq[f], en imitant le pro-
cédé dont M. Tonelli s'est servi, dans le cas ou f(z,y) est abso-
lument continue, pour établir 1'égalité de L,{f| -et de. l’int,égrale
double classique *). Nous démontrerons donc notre asm?rtlon d’abord
pour le cas oh les dérivées premidres de f(x, y)' existent . partout
dans Q et sont continues dans @ et sur la frontitre de Q. Dans
ce cas simple, on démonire aisément que

Lq{fl=ff(1 + '+ ¢ dedy ?);
W
il s'agit donc de prouver que

Lifi= [ [ +pt+ayhis o
w
En reprenmﬁ; les formules (2), et en utilisant la continuité de f,
nous pouvons écrire :

alfl= FEy) — fEy)| (" —2), ob 2 <E<a"

La dérivée 24 existe, par hypothése, partout dans Q; nous

dy
avons done _
FEY)—fEY)=W"—y)gEm, ot ¥y <0<y
Done

%[/l =("—2) (" —y) lgEn)] =9 0! 12,
et d’une fagon analogue

i T, 10,
3 Cf. par ex, T. IL,, p, 637,
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les points (& 7), (€, 7) étant intérieurs au rectangle R. Par conséquent

9alf] = [1+p(E 0 4 ql&n)Yty, =
=[+pEn 4 g (&) yo e,

ol, & cause de la continnité de P(®,y), g(x,%), la quantité e, tend
vers zéro avec le diamétre de R, et cela uniformément pour toutes
les positions de B dans Q. En désignant par 6 le diamétre ma-
ximum des rectangles d’une division [ de Q, et en observant
que Jy,=aire de =1, nous obtenons

Gul iD] = Z[L4-p(&n) 4 g (€ npay, + e,
ol & tend vers zéro pour 6 — 0. Considérons maintenant une suite
de divisions pour lesquelles 6—0; la somme Z[L+p(& m)2+q(& 7))y,
tendra vers l'intégrale ff(1 +p2+-¢%drdy, puisque la fonction
(@

(L4 p24-¢¥" est continue par hypothése. Comme ¢ tend vers zéro,
il vient done

lm 61 D)= [ [ ptayaizay = L1

Q)

’

pour toute suite de divisions 1, D,,..., D, ..., telle que le dia-
metre maximum des rectangles de D, tend vers zéro. Par consé-
quent, on a I'y| f] = L[ 7]; mais comme on a toujours I'y[ /)< L[ f)
en vertu de (5), il résulte I',[f]= L, [f], ‘ce que nous voulions
démontrer.

5. Passons au cas général. et soit ¢ un carrd coficentrique & ¢
et complétement intérieur A ¢. Dans le numéro suivant nous éta-
blirons l'existence d’une suite de fonctions Fi(z,y), Fo(@,y)yery F.(2,9),...
Juuissant des propriétés suivantes:

L. les fonctions F.(x y) et leurs dérivées premiéres sont conti-
nues dans le carré fermé @ et 'on a F.(z,y)—>f(2,y) uniformé-
ment dans Q;

II en désignant par I', (/] la limite supérieure des sommes de
Gebdcze reiatives au carré et & la fonction F,(x,y), et par I'y[ ]
la limite supérieure des sommes de Gedcze relatives au carré
primitif @ et & la fonclion f(s,y), on a linégalité I'([F,| < T,[f],
r==1,2.... )

Admettons ceci, et montrons comment on en déduit Pegalité
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I [F]1= Lol /1 D’abofd, puisque F,(z,y) admet des dérivées pre-
miéres continues dans Q, on a en vertu du numéro 4:

Pg[Fr] = L_q”"r],
de-sorte qu'il résulte lde' la propriété IL
(6) WLQ[F,] = I',[f] pour 7r—>oco.
Soit f}g [/] laire de la portion de la surface z = f(x,y) ayant
pour projection le carré ¢. Les fonctions K, (x.y) tendent unifor-

mément vers f(z,y) dans Q; on a done, en vertu de la sémi-conti-

nuité inférienre de aire au sens de Lebesgue,

k0 Ly[f] Slim LolF,] pour r=> oo,
-En comparant (5), (6), (7), il vient donc

® Lo(f15 Tl /1= L[

Faisons tendre carré @ vers Q. A cause de la semi-continuité
inférieure de l'aire, L,[f]| ne saurait tendre vers une limite plus

petite que L[f]; d'autre part, en vertu de (8), Lg[f] ne saurait

tendre vers une limite plus grande que Lq[f| Par conséquent, L, [F]
tend vers L,[/]. Il résulte done de (8), par le passage & la limite,
99
Lo[/1 = o[ A1 = Lo [ /),
done Ly[f] = I'y[f], comme il a ét& annonceé.
6. Nous avons maintenant & démontrer Pexistence des fonetions
F. (z,y). Soit k une quantité positive assujettie & la seule restriction
que pour tout point (%, y,) de Q le carrd 2 —h < =, + A,

Yo—h=y=y,+h soit contenu dans Q. Définissons dans Q la.

fonetion F™(z,y) par la formule

©  Pen=g [ [retiytn

ek —h

Comme f est continue dans @, F®™ est continue dans Q et I'on a

FO@y) > f(z,y) pour h— 0,
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uniformément dans Q. On a, en outre, évidemment

oFw 1 ‘
W=4_h,f(f(z+h,y+~m~f(x~h,y+n))dn,

-k

(10)

F® : , _
%y—ﬁ%-, Il (et&y+— fat &y —mde,

done, f étant continue, les dérivées premitres de F'™ sont continues
dans le carré fermé Q Done, toute suite de ces fonetions F® ,cor-
respondant & des valeurs de h tendant vers zéro posséde la pro-
priété I, énoncée an numéro précédent. Pour établir la propriété II,
soit r un rectangle contenu ddans @ et défini par rSr=a"
¥ Sy=1y". Nous avons . ‘

FOny") — F@y) =

h h
1 ¥ "oy ] .
=g | [ Setertn—fets v +a)aa,
' ~h —h -

done B

I.F(h)(x, yn) — Fl(») (SL‘, y/)l é

=g | [Vetsy+n—retsytnldan

—_

d'on
wF) = [ |9 y) — FO@ y)| do's
(11) Ao z’, w ! . .
=g [ J @ [+t tn—rettytalis),

car il est évidlemment permis d'intervertir I'ordre des intégrations,
J étant continue. Considérons l'expression
Fod
(12 [ty +n—rets y+a|dn
Soit Ry, le réctangle que l'on obtient en faisant subir au rectan-
gle R la translation X=z+4§ Y =y -+ n; on voit de suite que
(12) eat égale & aj,gﬂ[f].


Yakuza


206 Tibor Radé:

Done, en vertu de (11),

(13) “"[ijézl}ﬁffa"én[f]dgd"'

—h =k

et l'on obtient de la méme maniére

@ s s [ [

d'ailleurs on a évidemment, puisque l'aire des rectangles By, est
pour toute valeur de & 7 égale & laire du rectangle R,

n 1
- {
(19) Y= ?’3517 = I ff}'ngn dé dn.

h —h

On déduit de (13), (14), (15),

g [0 < 4%’ [( fj [ /) dE dﬁ)z +
(16) —h. —~h .

[ e +( ] [ o]

~h

Mais T'on &, pour un domaine borné 4'd’un nombre queleonque

de dimensions et pour tout systéme ®, ¥, x de fonctions continues
dans A Pinégalité élémentaire

[+l o+ o= firwneem

En Pappliquant au second membre de linégalité (16), nous
obtenons -

1) Cette inégalité résulte immédiatement de V'autre, valable pour n quelconqus,
dans laquelle ne figurent que des constantes:

[( "2] a)24(J,)r + (2;" ) < 3 (a2 4 B + dyh,
- ko] = k= k==l -

Celle-¢i exprime que dans Teapace & frois ‘dimensions la longuenr du vecteur
résultant ne surpasse pas la somme des longueurs des vecteurs composants,
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- 1 h h
9elF1= g f f (g, 7D g L 1P (P iy =

—-h —

=1 f f ug, | dn.

—h ~h

Par conséquent, D étant une division quelconque du earrd Q,
nous aurons -

17 6ol D g5 [ [ (Zgu, 17) dtdn

—n —h
Il est aisé de voir ce que signifie la somme sous le signe ff.
En faisant subir & tous les rectangles de Ia division D la méme

translation X=2x -+ £ Y =y -} 9, on obtient une division du carré
Qeyy qui provient du carré @ par cette méme translation. Done,

E-qﬂg,,[f] est une somme de Gebcze de f, relative au carré sy
Mais & cause de la restriction sur h, ce carré Qs,, est aussi contenu
dans le carré primitif @, et par conséquent les sommes de Gedecze
de f relatives au carré ¢, sont & fortiori inférieures & I'y[f],

limite supérieure des sommes de Getcze de f relatives au carré (.
Done Egngﬂ[f] = TI%{f], et Yon tire de (17)

oot DS gy [ [ rnsin="3dl [ [ stan=ruin

N —h ~h -

Celte inégalité temant pour toutes les divisions _D du.carré ¢,

il résalte
T [F®) = To[f);

¢'est la propriété II énoncée an numéro b.
7. Nous avons ainsi complétement démontré que I'on a I3[ f]=
= Ly | f|- Pour arriver & notre théoréme nous constaterons que

(18) lim Go[f; D)= Tolf]

pour toute suite de divisions D,, Dy,..., D,,..., telle que: le dia-
métre maximum des rectangles de D, tend vers zéro. Ceci ne pré-
sente pas de difficulté, mais je veux au moins indiquer les propriétes
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des expressions indroduites par Gedcze grice auxquelles (18)
a lieu, puisque la relation (18) est d’une importance capitale au
point de vue que nous avons adopté. En effet, nous nous sommes
proposés de caleuler l'aire Lo[f]. L'égalité Fo[f]=Lo[f], & elle
senle, exprime que l'aire peut &tre considérée non seulement comme
limite inférieure suivant la définition de Liebesgue, mais aussi
comme limite supérieure, savoir comme limite supérievre des som-
mes de Gedcze. Mais tandis qu'on n'a pas encore réussi & indi-
quer la construction générale des suites' de polyédres dont les aires
tendent vers la plus petite limite Lg|7]1), il est aisé de former
des suites de sommes de Gedcze tendant vers la plus grande li-
mite Fy[f] = Ly [f]; c'est le fait important exprimé par (18). Par
exemple, en divisant le carré ) en m? petits carrés égaux et en
désignant par G, la somme de Gtedcze de f relative b cette divi-
sion, on aura en vertu de (18)
lim &, = L, [f].
3 M-+ .

Considérens donc la quantité g,[f], définie par la formule (3).
La fonction f étant donnée, cette quantité dépend seulement du
choix du rectangle R, c'est une fonction de rectangle, possédant
les propriétés suivantes 2): '

L On a constamment g,[f]= 0.

II. En décomposant un rectangle R en deux autres B, R,, ona

9:(f] = gu [ /] + 9ulf)

Ceci résulte immédiatement de la définition de gz[f]-

III. Pour-énoncer la troisidme propriété, indiquons d’abord ce
que nous enlendrons par bande de rectangles. Soient a' et z' > '
des points de lintervalle 0 << << 1 et soient -

yo=0<y1<---<yk<---<%=l

des points de division de lintervalle 0 =y =1. Soit R, le rectan-
gle d‘éﬁni prrsesz", §_,<y=<y, Les rectangles By, R,, .., R,
forment alors une bande verticale, et nous dirons que &’/ -— 2z’ est
la largeur de la bande. On définit d’une manidre analogue les ban-
des horizontales. Voila maintenant la troisiome propriété de g,[/|:

!) Cf. cependant #) (p. 199).
') Cf, loe. cit, 3) (p. 198).
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étant donné arbitrairement un nombre positif ¢ on peut déter-
miner un nombre positif d, de sorte que l'on ait

gxl[f]+9&[f]+-"-+91f,[fj<5
pour tout systéme de rectangles R, R,,..., R, formant une bande
de largeur moindre que J (le nombre de ces rectangles étant d'ail-
leurs quelconque).
Pour prouver ceci, considérons par ex. une bande verticale. On
a évidemment

Saniri= f ( 1769 — oo )do= f Vo @) do.

T8 k=1

Désignons par w(4) le maximum de 1 F(P;)—F(P)| pour tout
couple de points dans @ dont la distance ne surpasse pas 4. Nous

aurons alors .
Jlf =

k=1

=2 f [, y) —f(a'.y)| dy éz (" =)~y o) =10(2"—).
Enﬁ:1 ‘
D= @ — V) = @"—) I o) ='—2"

Il vient done, puisque g.[f] = @z[f]+ B[/]1 4 ¥s;

19 Yulises—stua—)+ [ Vo@ e

k=1

L'sire L,[f] étant supposée finie, ¥, (z) est sommable, et I'in-

tégrale .
f Vi (o) dz

tend vers zéro avec &'/ — ', uniformément pour toutes-les positions
de o', 2 dans lintervalle 0 <z = 1. A cause de la continuité de
la quantité w(z"” —2’) converge aussi uniformément vers zéro avec
2" — 2. En vertu de (19) nous pouvons donc affirmer que la somme

zn‘gx,‘ [f}

kel
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tend aussi uniformément vers zéro avec la largeur 2’ -— 2’ de la
bande. Le méme raisonnement s'applique naturellement aux bandes
. horizontales; la propriété III est, par conséquent, démontrée,

Or, on voit aisément que la relation (18) est une conséquence-

immédiate de ces propriétés; je n'insiste pas sur les détails, qui

sont développés par ex. chez M. Tonellil). Le raisonnement est.

le méme que celui dont on se sert pour prouver que la longueur

d'une ligne polygonale inscrite dans une courbe converge vers la.

longueur de la courbe, cest-a dire vers la plus grande limite possi-
ble, dés que le plus grand c6té de la ligne polygonale tend vers zéro.

8. Ajoutons encore une remarque sur la signification géométrique-
des expressions introduites par Gescze. Le lecteur aura certaine-
ment remarqué que a;[f]. B;[F| représentent approximativement
laire de Ia projection sur les plans 2z, yz de’la portion de surface-
située au-dessus du. rectangle B. Done, laire y, de ce rectangle
étant la projection sur le plan ay de cette portion de surface,
l'aire de cette derniére sera représentée approximativement par g,[ 7.
Enfin, la somme de Getcze G,[f; D] sera une valeur approchée
de I'aire de la surface entidre 2 = J(%,4). On reconnait ainsi que
le fait que nous avons démontré, savoir que les sommes de Gescze
convergent vers 'aire de la surface, correspond aufait que les lon-
gueurs des lignes polygonales inscrites dans une courbe convergent
vers la longueur de la courbe. l

9. J'ai déja appelé I'attention du lecteur & Tanalogie du raison-
nement employé dans cette Note avee celui développé par M. To-
nelli pour montrer que I'on a

LiA)= [ [ a+p+ gy asay,
@
8l f(2,y) est absolument -continue, Jo remarque que dans ce cas les
fonetions F™(z,y) du numéro 6 possédent celles des propriétés des

.

polyndmes de Stieltjes, utilisés par M. Tonelli, qui sont essen-
tielles pour la démonstration de son théoréme, Je -développerai cette
Temarque, avee quelques autres relatives aux recherches de M. To-

nelli sur la quadrature des sarfaces courbes, dans une Note que
je publierai bientot. '

) Cf T. I

Szeged, le 11 septembre 1926, )
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Sur les fonctions d’intervalle ).
o Par
S. Saks (Varsovie).

CHAPITRE 1.
Fonetions d’intervalle et leurs nombres dérivés.

§ 1. Lorsque & tout sous-intervalle 1 d'un intervalle R corres-.
pond une seule valeur réelle, bien déterminée, f(I), f(I) sera dite
fonction dintervalle définie dans B.

Elle s'appellera continue dans un point xeR, lorsque I, dé-
signant un intervalle quelconque contenant z et 'contenu dans R,
f(L) tend vers 0, lorsque |I,| > 0%). f(I) sera continue dans R, lors-
qu'elle I'est dans tout point de R. .

Soit x un point intérieur de R. Désignons, en gé:\néral, par
I}, respectivement par I, l'intervalle dont 2 est T'extrémité gauchg,
respectivement droite, et posons:

A = lim sup [ TF+ ) — L — FIN
a=lim nf [f(I¥ 4+ L) — /(I — S,

ow: |[IF+4I7| > 0. : » : |
Les nombres 2, = §[|d|+ 41> 0, w,:%[a‘—f la|] << 0 seront
appelés les écarts, non-négatif et non-positif de f(I) en

1) Certains résultats de ce travail ont été déja publiés, d’aillenrs 'sn.na- démon-
strations, dans une Note de C. R. (1925, vol. 180, p. 38). .Pom: nm;:hﬁer (‘lel
énoncés nous ne traitons ici que des fonctions d'intervalle hn?mre, .‘L exta,nsfon
anx intervalles dans un espace 4 un nombre quelconque de dimensions n'exige
ue des modifications formelles. .
! 1) A étant un ensemble, |4} en désignera la mesure (éxtérioure).
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