Sur un probléme de M. Banach.
Par

Gr. Fichtenholz (Leningrad).

{Extrait d'une lettre adressée & M. W. Sierpiriski).

Les considérations suivantes concernent une question se rattachant

aux recherches de M. Banach , Sur une classe de fonctions continues* n.:

En conservant les notations de cet-article (|E| désigne la mesure
extérieure de l'ensemble E; E, désigne l'ensemble de valeurs que
la fonction y de x, admet lorsque x varie dans I'ensemble E), voici
les énoncés de deux propriétés importantes qu'on imposait I3 aux
fonetions continues:

Condition (N): si |E|=0, on a toujours |B)| == 0;

Condition (S): & chaque nombre &> 0 correspond un nombre
#>>0 de maniére que |E| <7 entraine |E|<s.

nOn voit de suite — dit M. Banach (loc. cit, p. 167) — que
la propriété (S) implique la propriétd (N). La question réciproque
ne parait pas étre résolue“. Je vais construire un exemple trds
simple qui résout cette question par ndgative,

Soit E un ensemble parfait, non dense et de mesure |E| non-

nulle. On peut supposer de plus que toute portion Eg de E, c’est-a-

dire la partie de E contenue entre les ‘points a etu B, est aussi de
mesure non-nulle, pourvu quelle me soit pas vide,
comme d’habitude, tous les intervalles contigus & K en systémes
D“”, D2, D™, . dintervalles de la maniére suivante. Le pre-
mier systéme D™ se compose d’un seul intervalle d" (le plus -grand

Partageons,

1) Fundumenta Mathematicag, &, VIIT (1926).
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possible). Aprés Pavoir supprimé de lintervalle (a,d)= 6® a et
b désignant respectivement la borné inférieure et supérieure de Ven-
semble F, dans chacun des deux intervalles restants, 6, &%, nous
choisissons de nouveau un intervalle contigu, resp., di® et df?; ces
intervalles forment le second systéme If® et ainsi de suite. En
général, aprés avoir supprimé les 2*-'—1 intervalles de n—1 sy-
sttmes DO, D® ... D& d4ja construits, dans chacun des 2 in-
tervalles- restants df”, 6f”,..., d5) ., nous choisissons un intervalle con-
tigu (le plus grand possible) que nous désignons resp. par d,
d§%,..., dG) 13 ces intervalles constituent le n-idme systéme D@,

Dé¢finissons la.fonetion auxiliaire ¢ (x), en posant @(x)= K.
0

Cette fonction ne décroit jamais, les intervalles contigus & E étant
ses intervalles de stationnement. De plus. elle est absolument con-
tinue et par conséquent jouit & fortiori de la propriété (N). Clest
en modifiant convenablement les valeurs de la fonction @ (x) dans
les intervalles contigus & E que je parviens & la fonction cher-
chée f(x). .

Posons maintenant f(z) = @(x) aux points de K. Dans un inter-
valle d contigu & K nous définissons f(x) de manidre qu'elle
y prenne toutes les valeurs que la fonction’@(x) admet dans I'in-
tervalle 0. Notamment, si 2 et g sont, resp. la plus petite et la
plus grande de ces valeurs-ci et % est la valeur constante de ¢(x)
dans Pintervalle di (h <k <Cg), nous supposons que la fonetion f(x)
dans d, se compose de trois fonctions linéaires: l'une-croissante de la
valeur k (quelle admet & lextrémité. inférieure de Pintervalle d{”)
jusqu'd g, la seconde — décroissante de g jusqua h, et la troisidme —
croissante de b jusqu'a k. :

Il est facile de voir que la fonetion f'(x) ainsi construite ne
cesse pas d’étre continue. Elle posséde bien la propriété (N) aussi.
En effet, cette condition est évidemment vérifiée dans E, ol f(x) =
= @ (x), ainsi que dans chucun des intervalles contigus & /5 or, la
propriété (N) est telle qu'étant réalisée dans quelques ensembles (en
nombre fini ou en infinité dénombrable) séparément, elle a lieu dans
Tensemble-somme aussi.

En méme temps la condition (S) n’est point remplie pour cette
fonction f(x). Car, les intervalles des systewmes D, 1)‘"‘”- étant
des intervalles de stationnement de la fonetion ¢ (), on voit, en
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les supprimant, que dans les intervalles restants o{”, &{”,..., d§)

la fonction @(z) prend toutes ses valeurs, de 0 jusqu’a |E| >0,
Or, la fonction nouvelle 7(x) admet ces mémes valeurs, lorsque
varie dans les intervalles d{”, df",..., d§), du systéme D®. Donc

|D = |E|, pour ;z=1, 2,8,..., tanchs que |[D™| tend évidemment

vers zéro avec ;1, c.q fd

Leningrad, 3. X, 1926.
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Sur les continus indécomposables
par

Stefan Mazurkiewicz (Varsovie),

1. Onp sait que Pensemble de composants d’'un continu indécom-
posable est non dénombrable!). Le but de cette Note est de dé-
montrer un résultat plus préeis:

Théoveme: L'ensemble de composants dun continu indécomposable
situé dans un espace & métrique et compact a la puissance du, cortiny.
C'est le cas en particulier, pour les continus bornés de l'espace
Euclidien. Soit C le continu donné; x etant un point de C, P(x)
désignéra le composant de C contenant xz Je vais prouver lexi-
stence d'un ensemble parfait Z dont tous deux points ap-
partiennent & deux composants différents de C.

2. Lemme: Soit 4 un sous-ensemble fermé de C, U(4) V'en-
semble de tous les points y de 4 tels que:

(1) ALy =y
alors U(A4) est un ensemble ; (ou ce qui revient au méme,
A—U(A) est un F).

Démonstration, € contient un ensemble dénombrable D
dense par rapport A & Rangeons en une suite infinie toutes les

sphéres?) dont le rayon est rationnel, dont le centre est un point
de D et qui contiennent de points de C. Soit:

@) {@.}

cette suite. Désignons par 4., I'ensemble de tous les points 2 de 4,

1) Janiszewski-Kuratowski, Fand, Math. I, p. 218—~219.
?) 8phére = ensemble de points dont la distance du centra est inférieurs
an rayon.
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