Sur Papplication de la premiére moyenne arith-
métique dans la théorie des séries de fonctions
orthogonales.

Par

Antoni Zygmund (Varsovie).

§ 1.

Soit {p, ()} (#==10,1,2,...) un systdme de fonctions (nous les
supposons réelles) orthogonales et mormales dans l'intervalle (a, b)
cest & dire que -

flpm(x) ¢n(x) dw___-_()(m__.':n)

Lomemy . WP=0,12,..).
- Soit une suite a,, a,, a,,... de nombres réels tels que
o«
Zai << oo,
y=0
Désignons par s, et o, respectivement les #'idmes (n=0,1,2,.)
sommes partielles et les #'idmes moyennes arithmétiques du premier
ordre de la série

™ PN
v=0
On a la proposition suivante
Théoréme. Si dans un ensemble E C (a,b) la série (1) est som-

mable par la premidre moyenne arithmélique vers la somme 8 == s (z),
on & presque partout dans K

(2)‘ }1::’ [8——80]+]8—;3‘_-1—...’+]3—8,,[

==
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o méme ‘
(3) }i{g (‘?"_SO) _l— (3-1:!3}—1{" ‘e + (5-‘8,,) =0 1) g).

La démonstration s'appuie sur le lemme suivant:
Lemme. On a presque partout dans (a,b)

o0 (s — 0o (s )
L= P =0
En effet

k

.f(s,w o)t dr = (71:7}1——1—)—’ Zai.j’;

J=0
Done

b b k
1 1 o
f’?ﬂ"dm=2.+1%‘(k+1)sg.7 o =

gn " on -]
1 N, 1 R U S
=2n+—11201]2“jg@'+1)2<2n+1§.} ajg(k_‘_l)z\

2
1 R
Sy 24
j=0
D'ou
00 b ) 1 bid ] no‘ 1 3)
Ef"ﬂ"d”<2m2f“?=2f“?2 TS
ne=0 a n=0 §=0 §=0 n=lgj
<2 Zaf << oo,
=0

On en deduit que la série & termes non négatifs
o
e
n=0

1) La relation (2) résulte de (3) par I'application de I'inégalité de Schwa:‘rz.
1) Les ‘expressions de la forme (2) et (3) étaient considérées pour la premiére
fois par MM. Hardy et Littlewood, C. R, t. 156, p. 1307—9.

%) Nous prenons les logarithmes & base 2.
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converge presque partout dans (a,b), car dans le cas contraire la

série
} =] >
3 [

=0 a

serait divergente ce qui contredit au résultat obtenu tout & 'heure.
En particulier, on a pour presque tout z dans (a,b):

Byn—> 0.
Soit 2" k<< 2. Alors
TS 20n,

ce qui justifie notre lemme. Pour la démonstration du théoréme il.

suffit de s'appuyer sur l'inégalité
3—9 Slsn—o)to—s) 236—a)y 23(0—s)
ke — k=0 < k=0 + k=0

n4-1 nt1l =~ p1 n-41

—0.

§ 2.

On peut facilement déduire du lemme démontré dans le § pré-
cédent le théordme suivantl): Sila série (1) est sommable
dans un ensemble E( (a,h) parle procéde de Poisson,
elle est sommable presque partout dans E par le pro-
cédé de la premiére moyenne arithmétique Remarquons
d'asbord qu'on  presque partout dans (a,b)

(86—0o)+(8,—0) F...4 (s,!—a,,) —y __ 6+0+..+}o0,
Cn-1 R n-+1

Deautre part, si la suite {s,} est sommable par le procédé de
Poisson, il en est de méme de la suite {s,}. En effet, si

=0g,—0,—0.

(1_¢)23"r"~s, c'est i dire 2(80+51+-~*+3;-)r"~(1_8_,‘)1

n=( ne=0

1) 8. Kaczmargz: Uber die Konvergenz der Reihen von Orthogonalfﬁnktio-
nen, Math, Zeitschr., 28,
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on obtlent, en intégrant les deux membres.

oo

Sar" &
e 1—r

n=0

On peut done supposer que la série 3 (0,— g,_,) est sommable
par le procédé de Poisson. Pour en déduire la conyergence ordinaire
il suffit!) de-sappuyer sur la relation suivante qu'on obtient par la
transformation d’Abel: ' '

Sk(0,—0,,)

k=0

—T_F—T“:U,,*O,—)O.

On peut généraliser la proposition démontrée
¢i-dessus en y remplacant la sommabilité (G 1) par
(G 8) (5>>0)?)

A cet effet il suffit de démontrer 2 lemmes.

Désignons par o, les #’idmes moyennes arithmétiques d’ordre r
pour la série (1), c'est-h-dire

(1) (r4-2)..(rn)
: n!

1 % g
@) o= Y 4 ap, o 4= Tr+1)
k=0

Lemme I Op a presque partout dans (a,)
3 (G—aiy
k==(

r 0 1
M= n+1 d )(r>§)'

En effet, en profitant des formules (4) on a

. x
= 1 r r—1, r—1 Ar —
0, — 0 == EA;—l %'(Ax—j"ix r— A AN a =
=
k

3 e,
Tt 3

j=0

1) Tauber, Monatshefte fiir Math. und Phys., 8 (1897) p. 278——276_.
3) Une autre démonstration_un peu, plus courte, mais moins élémentaire, a été
donnée par moi antérieurement dans Bull, de I'Acad, Polonaise, 1926, pp. 185—191.
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Done
k

k
. 1 v ¢ g
f(UI—Uf"l)’ dx:mgﬁ(d»})?“%

a

Il résulte de cette égalité que
5 1 9 1 *
e == j r—1 2
a/"'?z dz (2 1) g (4;) FZO'JE (455)r e =
2'1

-1 g o (45)
—AEFD2 TS G

=0
Mais 1)
on (A”—1)’ =) 9§ oa‘ 0 5
S XA — et —
St 33y 38 S
= k==j konf Rma Qi1 k()
o G X 2, G G
+022—ICT<C&'—;,242 2+7<—J_
ki1 k=0 .
Done ‘

oo ) -] an
“Zo'/n;ndm'gcagg,—j;gmh

oo

= C,gjaf Z.ﬁ:@ja}“ < oo,

n 2 1gj =0

On en déduit que la série J#j» converge presque partout, d’oun

lim gn = 0 ~ouméme lim =0 (r>%).
Lemme IL. Soit {[} la suite de moyennes de Cesaro
dordre r pour une série quelconque Ju,. Si

é (*&;)2
k=0

) =20  (r>—1),

!) Nous désignons par -C,, C,,... des constantes absolues dont nous n’avons
pas besoin de calculer la valeur,
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on a
S0 (e>0.

En effet, posons

2% = E
n .Ag.
Alors, d’aprés les propriétés bien connues des moyennes de Ceshro:
i = | 3 gt = | 3 s aad|<
) k=0 k=0 ’
< ‘/Z (%) l/z (45 43 <o () G, I/Z Ay AN =
k=0 kem( k=0

= o(}/n) C V7= = o(ww) c.q.fd

On démontre maintenant le théoréme annoncé plus haut de la
maniére suivante. ) '

Si la série (1) est sommable (C, 1) vers la somme s dans un
ensemble E( (a,b), on a, d'aprés le théoréme du § 1

presque partout dans E. La quantité o,—s est la kidme somme
partielle de la série

(a0 Po—8)+ a1 P1 + 6 Ps +...

En appliquant le lemme II on obtient que a’é‘ﬁ-—s-—)() pres-
que partout dans E. Appliquons encore une fois le lemme I, en y

1
posant r == 3 -+ &; mnous aurons

3o E g
k=0

e -0

dong, d’aprés le lemme II, o} —s—> 0 presque partout dans E. c.q.f.d

Remarque. Des petites modifications. dans 14 démonstration des
lemmes I et IT montrent que 1° le lemme I subsiste pour r=1;
pourvu que Iallgn<oo 2° Si dans I'hypothése du lemme II on
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pose #==-—1/;, on aura (pour &==0): o‘,’,zs,ro(V@). Si 'on s'ap-
puie maintenant sur le théoréme de M. Weyl?) d’aprés lequel la
condition Ja2lgn< oo entraine la sommabilité (C, 1) de la sériev(l)
presque partout et sur le théoréme connu de Kronecker?), on

obtient que la série
Sy
Vign ™

converge presque partout, On en déduit facilement le théordme de
MM. Menchoff?) et Rademacher ) d'aprés lequel la série (1)
converge presque partout pourvu- que Xa?lg?n < oco.

1) H. Weyl, Mathematische Annalen, 67.

9 L. Kronecker, C. R., 103 (1886), p. 980.
%) D. Menchoff, Fund, Math,, 4,

4 H, Rademacher, Math, Annalen, 87.
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Sur les constituants d’ensembles situés sur des
continus arbitraires.

Par

Piotr Szymanski (Varsovie).-

Dans sa Thése de 19111) Janiszewski a prouvé Que, si Ton

entoure un point p d'un cercle et si C est un continu (plan) qui

unit ce point & un autre point situé en dehors du cercle, alors on
peut — sans sortir du cercle — unir le point p & la circonférence
du cercle par un continu extrait de C. Les nombreuses applications
de ce théordme ont conduit & la découverte d’autres propriétés ana-

logues des continus. -

D'abord Janiszewski, lui-méme, a généralisé dans le Bull. de
' Acad. de Cracovie®) son théoréme de la fagon suivante:

»C étant un continu borné et M un vrai sous ensemble fermé de C,
tout constituant %) de M contient des points limites de Pensemble C—M*).

Plus tard M. Mazurkiewicz % a démontré que: _

,C étant un continu borné et M un vrai sous-ensemble de C tel que

1) 8. Janigzewski Sur les conmtinus irréductibles entre deux points
Theése. Paris 1911, th. 1V, p. 22. L’énoncé de Janiszewski est presque équivalent
4 celui du texte, )

%) 8. Janiszewski Démonstration d'une propriété des continus irrédu-
ctibles entre deux points. Cracovie 1912, p. 907, lemme 1. .

%) Le constituant S du point p dans M, clest I'ensemble de tous les points
de M, qui peuvent tre unis avec p par un continu situé dans M. (Cf. B.Knaster
et C. Kuratowski. Sur les ensembles connexes. J*und. Math, v. 11, p. 215,

4 M. L. Vietoris a démontré un théordme analogue en remplagant lo con-
tinu C par un ensemble plus général. (L. Vietoris, Stetige Menge. Monatsh, f.
Math, u. Phys. B. XXXI Satz. 38).

5 8. Mazurkiewicz 0 pewnej Klasyfikacji punkidw lezweych na konti-
nuach. C. R. Soc, Sc, Varsovie 1916, p. 436—437.
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