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il'existe alors un ensemble G ouvert dans C et contenant un con-
stituant S qui n’est pas ouvert dans C. Il existe donc un point
:z:sS.C_S: Comme F, (S) = §.C— 8, x appartient & F,(S) et, comme
par hypothése, F,(S)C F,(G@), on en conclut que

(22) xz & F,(G)
D'autre part G est ouvert dans C, done
F(®=6G0—G+GC0—G=G.C—G.

Or x appartenant & G, = n’a i i
, ppartient.- pas & F, (@), contrairement

4 (22). Le théoréme est donc démontré. 7

‘Il e1{|résu1te que: powr quun continu C soit Jordannien, il faut
et il sufft quil jouisse de la propriété (F).

glé:sst a notler enfin que le lerme ,ensemble G ouvert dans C“
peut &tre remplacé dans 'énoncé du th. JII [
paut Sire X par le terme.,ensem-

icm

Sur les séries de fonctions orthogonales.
Par )
D. Menchoff (Moscou).
TROISIEME PARTIE.

Chapitre L

La divergence des séries orthogonales et quasi-orthogonales.

§ 1. Cenvenons d'appeler série orthogonale de Fischer-Riesz, toute

série
1) 2 a, P, (@)

dont les fonctions ¢, (x) et les constantes a, satisfont aux conditions

suivantes:
{9, Les ¢, (z) forment un systém:

nales, clest-d-dire qu'on a:

1
fql,,(x) ‘Pm(w)vdm =03 sinz=m
¥

e’ normé de fonetions orthogo-

1
f[tp,.(w)ledx=1 pour n=1,2.3,...
0

20, La série

©) e

ne=}

est convergente.

On sait alors, ces conditions étant satisfaites, que la série (1) est

1) Nous supposerons, pour simplifier, les fouctions g, (x) ddfinies aux points

de Dintervalle (0, 1).
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une série de Fourier d’une fonction f(x) & carré sommable, c’est-a~.

dire que les constantes a, sont détérminées par les formules,

o= [ 10).0.(0)do ),

Dans la premiére partie de ce travail %) j'ai démontré le théoréme
suivant :

Quelle que soit unme fonction positive w(n), satisfuisant & cette
condition que w(n) =o[(gn)®), on peut toujours détérminer une sérte
orthogonale de Fischer-Riesz (1) partout divergente et telle que la série

® uo.a

soit convergente. (Théoréme 2.).

La question se pose de décider de la convergence de la série (1)
dans le cas olt les fonctions g,(x) sont bornées dans leur ensemble,
C’est-i-dire dans le cas quand il existe une constante M telle que:
Ton ait

|p.(@)] < M

pour toutes valeurs de = et de n. Il serait intéressant de savoir s'il
n'est pas possible d’étendre & ce cas le théoréme 1 de la premiére
partie de ce travail %), en remplagant dans la série

o0

S @ (g np,

nu=]

dont il s'agit dans I'énoncé de ce théoréme ‘), le facteur (Ign)? par
une autre fonction croissant moins vite que (Ig 7).

‘N"ous allons faire voir que la méthode que j'ai employée dans.
la démonstration du théoréme 1 (aussi que les méthodes de M. M.

1) Fisch er, Sur la converygence en moyenne; Comptes Rendus, t. 1 907
3 1 44: (1 )

F. Riesz,
t. 144. p. 615,
Y Fundamenta Mathematicae, t. 1V, p. 89. -
3) loc. cit. p, 83.
- ‘) Le théoréme 1 s'énonce comme il suit:
‘:?i a2 (lgn)

Sur les systémes orthogonauz de fonctions; Comptes Rendus,

La convergence de la série
implique. la convergence presque partout de la série (1),
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Weyl 1), Hobson #) et Plancherel %)) est insuffisante & ce but. Pour
mieux comprendre le fond de la question nous introduirons la no-

.tion de série quasi-orthogonale.

Supposons d’abord que la série (1) est une série orthogonale de
Fischer-Riesz.
Alors la série

2
n=]
est convergente et les ¢,(r) forment un systéme normé de fonetions
orthogonales, c'est-a-dire :
1 1
f[%(@]zdﬂ?: 1, f(p,,(x) Pn(X) A = 0, n=m.
o

0

En se servant de ces égalités, il est facile de montrer que pour
toutes valeurs entidres et positives de n et p on a la relation:

1 ntp ) ntp

4) ‘/[Za{.(pi(x]zdx=2a?.

0 {mn i=n

Inversement, supposons que les constantes @, et les fonctions
p. (@) n=1,2,3,..., sont telles que 1° la série (2) est convergente,
et 20 pour toutes valeurs entiéres de n et p, >0, p=0, la rela-
tion (4) est verifide. Dans ces conditions, comme on le voit facile-
ment, la série (1) est une série orthogonale de Fischer-Riesz+*).

Supposons maintenant que les constantes a, et les fonctions @, ()
jouissent des propriétés suivantes :

1
10 ®) ‘/[q),‘(a:)]’dx=1, n=1,23,...
J Y

1y M, Weyl, Uber die Konvergenz von Reihen, die nach Orthogonalfunktio-
nen fortschreiten, Math. Annalen, Band 67, p. p. 2256—246.

%) M., Hobson, On the convergence of series of orthogonal functions, Procee-
dings of the London Math. Soc., Ser. 2, Vol. 12, p. p. 297—808.

)M, Plancherel. Sur la convergence des séries de fonetions orthogonales,
Comptes Rendus, t. 1567 (1918), p. 539. :

) Au cours de I démonatration de ce fait il faut. supposer que toutes les
quantités a, sont différentes de zéro. - :
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20 Tl estiste une série & termes positifs convergente

e
telle que linégalité :
1 nfp fp

) S [2 a9, (w)]z = Yo

0 i=n imn

est satisfaite pour toutes valeurs entidres de n et p telles que
n>0, p=0.

Dans ces conditions, nous dirons que la série (1) est une série
quasi-orthogonale. T1 est clair que toute série orthogonale de Fi-
scher-Riesz est une série quasi-orthogonale.

En faisant dans (6) p= "0, on obtient en particulier l'inégalité:

@ < ol n=123,...,

ce qui démontre la convergence de la série
o«
2 a?.
ne=1
Ensuite, nous dirons que la série (1) est une série asymptotique-
ment orthogonale si les constantes a, et les fonclions ¢, (z) sont
assujetties aux conditions suivantes: :
1’ L’égalité (5) est satisfaite pour toute valeur de .
2. Il existe deux séries positives convergentes

jeﬁ et 20:942

n=1 ne}

telles que,

lim & —1
n-+00 0y

et que pour toutes valeurs de # et p, on a

ntp 1 n-t-p n-f-p

0 Jersf|apo| w= e

t=n t=n i=n

Il est évident que toute série asymtotiquement orthogonale est
une série quasi-orthogonale.

icm
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En analysant les démonstrations des théorémes de MM. Weyl,
Hobson et Plancherell) et du théoréme 1 du présent travail,
on voit qu'elles sont applicables aux séries quasi orthogonales et
asymptotiquement orthogonales aussi bien qu’aux séries orthogonales 2).
Mais alors, tout théoréme sur la convergence des séries orthogo-
nales tel quan cours de sa démonstration on ne quitte pas les idées
de MM. Weyl, Hobson et Plancherel, doit avoir lieu pour les
géries quasi-orthogonales aussi. '

Nous sommes donc en mesure d’affirmer qwaucun théoréme sur Ja
convergence des séries orthogonales ne peut étre démontré par des
méthodes des auteurs cités, si ce théoréme n’est plus vrai pour des -
séries quasi-orthogonales ou pour des séries asymptotiquemeut ortho-
gonales.

Daprés la remarque faite il y a quelques instants auparavant
nous obtenons le théoréme suivant:

Théoréme 1. La série quasi-orthogonale

L=

0y Zaﬂ.fpu (x)

nel

doit converger presque partout. si la série

2 (Jgn)3?er®

s

j (g n)? az)

neal

(et, par suite, la série

converge.
Nous allons faire voir que la condition imposée aux fonctions
@.(z), n==1,2,3,..., d’étre bornées dans leur ensemble n'implique

1) Voir p, 877, not. ), %) et %),
1} On n'a qu'd remplacer dans les énoncéds de ces théorémes les séries

00
Z w (n) a2
nml

par les séries de la forme
]
2w (n) 2
) nesl
%) Les p, représontent des quantités figurant dans la définition de série quasi-
orthogonale ou asymptotiquement orthogonale.

.
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point la possibilite de généraliser le théordme 1. En effet, nous.

démontrerons le théoréme suivant :

Théoréme 9. Quelle que soit une fonction positive 1w (n) satis-
faisant & la condition w(n) = o [(Ign)?], on peut toujours déterminer
une série asymptotiquement orthogonale partout divergente (1) telle que
les deux séries

oo

Zw (n) a?
n=1
et
(8) PXIOT
. nel
soient convergentes, les fomctions @, (n), n=1,2,3,..., élant bornées

dans leur ensemble,
§ 2. Avant d’aborder la démonstration du théoréme 9 considérons.
un systeme de fonctions auxiliaires qu'on obtient & partir de fone-

tions f,,.(«) définies an paragraphe 3 de la premiére partie du pré-
sent travail 1).

Posons

for () = 0 ) <'BI2Z=Cl e

lgw v

¢ élant un nombre réel quelconque. En vertu de l’égaiité (16) du
paragraphe cité, nous avons

B
2 7. (b—a).C R
(9) _J(fv,b'_fv,a) dx'—m ))

C étant une constante positive.
Convenons de désigner:

] s
S=cldh 2= ol
définissons maintenant un'systéme de fonctions. g,,,(z), s= 0,1,2,3
—1, —2..,—3..., par les conditions : ‘
.9::,- (.‘Z}) =fv,a(:)+1 (‘”), x _S. 6(3)7
gv.-(w) =f v:a(-);—l (x)’ z> c(s)’

1) loc. cit., p. 89, .
*) L'égalité (16) a été démontrée Poar le cas 4 = m,
entiers, mais la démonstration subsiste pour toutes valeus

yerey

b=m-p, m et p étant
réelles de a ot b.

iom
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T est facile de montrer que toute fonetion 9ya() est partout

-gontinue. De plus la quantité

|90its (@) — 9., ()]

prend une méme valeur aux points qui sont symétriques par rap-

‘port au point ¢ ==¢ (s +§) et atteint son maximum aux  points

z==c(s) et x==c(s4p). Un caleul directe montre que la valeur

de |gytp(®) — 9,,.(®)| en ces points est égale i

Ig[o(p) +1]
lg »
et par conséquent, pour tout x, on a
lg[o(p) +1]
(10 9urtn®) — g = £

Considérons l'intégrale
o0
sz(gwﬁ’ - .q?.')z da.

Puisque la fonction sous le signe de lintégrale prend les mémes

valeurs aux points symétriques par rapport au point ¢/ ==¢ (s +g),

nous pouvons éerire

(1) I= 2-ﬁ9,,.+...—gv,.>* do=2(L, + L),
ol ’
{a4-p)
[1 =./(gv.-+}*~ gml)a dx,
< -
L= [ Guetr— g2 .
(s+-p)

Pour tout x tel que z>>¢ (s p), on a pa.r définition des fome-
tions g, (%) ‘

(12) Fonts(®) — G0y (@) = Fyotetn-1(8) — Srot0-1(2);
ot si x satisfait & la condition ¢ Za <c(s+p) on a
(13) Fowtn (@) = F3u(®) = [y stmria(®) — fo0t91(®):
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En nous servant de la relation {12), nous aurons

oo .
f [fvaﬂ(“l“l’)“‘l '—"f ¥ o(')—l d‘” < f f vy0(st-p)—1 _'f v a('3~—1] d.’b‘,
(st

dot en vertu de (9) et d'égalité évidente o(s+p)—a(s) =o(p),
on peut écrire

(4 <o) o

v(lgv): 22(lge)y

Pour évaluer Pintégrale 1, il faut examiner séparément les deux
cas suivants:
1e. (P =1,

2e. o(p)>1.

En vertv de (10) nous aurons dans le premier cas

c,]_{lg [o(p+ 11}9<0(p) (lg2) < P

(15) L, < [e(o+1) — 2 =

ﬂ‘(lgv)

Dans le second cas nous transformons lintégrale I, & l'aide de
-la relation (13). Nous aurons alors

(rtp) . {a+p)
L=2. f Vootetmrtr— Soop ] dz 4 2 f oot =S o0 1] d,

& et

d’ot, en vertu de (9),

C.2 6.C.p
< (gr)

De l'égalité (11) et des métralltes (14), (16), (16), on tire, pour
toute valeur de p,

a(p)
(16) L <2 v(lgq,)2+ TP

C'.p
< 2 (lgw ¥

C" étant constant. En remplagant le premier membre de cette iné-
galité par une quatité plus petite, & savoir

f(.qv,--}-p-— gv.n)g dx
[(]
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nous ‘avons finalement
1

. 1 ‘ ) (' ( 2 g . o, P
anmn J Dyitr— Jou)? dx < "’T(lg—”_)—" .
. 0 . . .
Posons- ,
(18) v w,,,,(w) ==, == Foppr— gv,.;
noug avons alors ' '
(19) @y, + Dyt +v' . + Dyifpt = Foste™ Jus V

et parsuite, en vertu de (17),

(20) f(wml + Dyt + + wv,'—h’ 1) dx < 5w »n (Ig’b’)’

Les fonetions g,,(x) étant contmues il en est donc de méme
des o,,.(x).
Considérons maintenant -la somme

() Wyt Opupr oo Opgpas .
" En tenant compte de la définition des fonetions g,,, nous au-
. . ' —1
rons aux points de l'intervalle (ﬁv—ﬂ’ ;—z), 1589y, v > 2,

lglo@+1—rd 1 1

Fow=TSv.gr1 = Tgw vlg'v

lg [o(20%) 41— 'm]
Igv -

Jvpa = ’

d’odr
1
gv,!v‘__gv’l > 27
et parsuite, en vertu de (19).

(22) : v,t+ w,, a1 + + wvﬂv‘—l > 2

. . —1 s '
Puisque les intervalles ( et ,) 1=s=+% recouvrent lin-

tervalle (0,1) tout entier, nous pouvons énoncer la proprxété suivante

~des fonctions ,,,(x):

x
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En tout pbint x de Dintervalle (0,1) Vinégalité (22) est vérifide
pour une valeur au moins de s satisfaisant & la condition 1=s <<t
Enfin, en tenant compte de (18) et de (10) nous avons

o
@3) o) s B L

pour toutes valeurs entitres de s et pour toutes valeurs réelles de w.

§ 3. A partir des fonetions w,,(x) nous allons définir sur I'in-
tervalle (0,1) un systéme de fonctions @,,(x), 1 =5s=222 qui peu-
vent étre considérées comme fonetions d’approximation des w,,(x)
Soit N un entier positif dont la valeur sera précisée dans la suite
et partagedns lintervalle (0,1) en N parties égales. Soient z,== i,
0=<i=<N, les points de cette division. Posons

@,,000=0, &,.,(@)=w0,,), 2,<r=z, 1 =iV

Les fonctions &,,(x) sont alors upiformément définies dans tout
lintervalle (0,1) et chacune d'elles demeure constante 3 I'intérieur
de chacun des intervalles (2., z), 1 <<i =< N. Les fonctions o, (%)
étant continues dans l'intervalle (0,1), en prenant N suffisamment
grand on obtient pour les fonctions @,,(x), 1_._<;'s__§_2'u9, d’aprés (20)
et (23) les inégalités suivantes:

Gt G S ¢
0 f Orsti Guvart o Ot de < i

0=s< 2 0<8+p§2w’,
2
vlgy’

(25) ; [,.(2)] < 1=Ss< !,

. 'Enﬁn, en tenait compta de la propriélé des fonctions o, ()
indiquée & la fin du paragraphe précédent, nous voyons que,les
fonctions @,,(z) jouissent de la propriété suivaate :

L’inégalité

(26) By08) - Bura &) - Byasa) >

a liew en tout point © de Pintervalle (0,1) -pour
de s satisfaisant & la condition 1<t
Soit £ un entier arbitraire surpassant un, k>l

une valeur aw-moins

- Désignons

icm
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par D, Vintervalle (1,%) et définissons sur cet intervalle des fone-
tions ¢, (®, D), 1 =5s=2#"% Pour définir uue fonction ¢, (z, D,) nous
devons tout d'abord diviser intervalle D, en 2' parties égales, En
désignant ensuite par a{’, 0<i:= 2, les points de la divition, nous
poserons en ces points

&(x,D) =0
et

e,(w, I),,) =41

& Vintérieur de chacun des intervalles (x,, 2{%), 1 =4 =<2", en pre-
pant dans le second membre de I'égalité en question le signe ()
ou (—) gnivaut que ¢ est impair ou pair.

1l est aisé de voir que les fonctions ¢ (v, D,) sont orthogonales
deux & deux sur lintervalle D, et l'on a

[e,(w,D,,)] =1

dans tout lintervalle (O, 1)' sauf en un nombre fini de points.
Done, nous aurons

) k _ atp 9
@) / | 3 e ar=p.6-1,
il

V=s<< 228 1 <s4-p=20%
Définissons maintenant des fonctions g, ,(z), 1 =s=2%% par les
conditions : '
10 Lva(®) = B, (2),

1
20 Lya(%) = ,,71'5;- & (@, Dy), 1=x=Zk

Les fonctions y,,, sont ainsi définies dans Vintervalle (0,k) tout
entier. D'aprés l'inégalité (25) et par définition des e, (z, D,) nous
_aurons, pour tous les puints & de lintervalle (0,%), l'inégalité:

2

, 1=Ss=202
vlgw =

(28) va.n(x)l <

Enumérons tous les intervalles (z_,,), 0<Ti=N, et tous les
intervalles (a{), af®"), 0 <Ci= 2%, suivant lordre dans lequel on
les rencontre en allant de gauche & droite et désignons les par dff,
0<j<SN--2", I1 est clair que foutes les fonctions ,.(x), 1=8=20"
demeurent constantes & Uintériewr de chacun des intervalles di. Or,

Fundamenta Mathematicae t X. 25
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puisque pour toute valeur de  satisfaisant & la condition 0<Ce <1
les fonetions g,,,(x) coincident avec les @,,(x) nous voyons, en
tenant compte de la propriété des @,.(x) exprimée par l'inégalité
(?6), queé les: fonetions y,,, jouissent.de la propriété suivante:
L'inégalité :

(29) Bor®) F 2o @) - Fuios @) >

est satisfaite en tout point @ de Vintervalle (0,1) pour une valeur aw
moins de s satisfaisant & la condition 1 <5<t ‘
Considérons maintenant I'intégrale

J=f(Zv..+1+%u,.+z+---+Z,,,.+,,)’dw-———J’+ J”,
O .
0=<s<20, 0<s+p=<2s ot

1
J = f(xv.'-l-l + Xvista + “ee + %y,q-p)" dx;
0

"]"=‘/‘(xml+l + y AT + vee “l‘ x,,,..f.,,)v2 dx.
1

De la définition des fonetions y,, (#) il suit que

1
‘,], = f((:)”"_H + d"‘l’:""ﬁ_f— e + 66’":‘+P)2 dx’
s .

d'ot 'on tire en vertu de (24)

(30) y= G

T (g»)*

Ensuite, en tenant compte de la définition des Zvs(z) dans Pin-
tervalle D, = (1,k) et en se servant de (27) nous aurons

3 : Ju__p-(k—1)
(81) J =gy

Additionnons terme A terme Linégalité (80) et I'égalité (81) ot
rappellens nous de la relation J'~+J"=J; nous aurons alors

@) I= [t st At te < 2SR

icm
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Or, il est évident que J>>J" et par conséquent en vertu de
V'égalité (30) nous pouvons écrire

plk—1)

v (lgy)?

33) J= f Rt Hoega oo ei)? diz >

Posons maintenant

(34) b A4,,=+ \/‘,%* . f (X (@)]? do,

) ) =
d’ou . _
: (36) x'v,l(x) = A,,,. . Xu.-(x)-

Alors on aura d'une part

k

k
60 [ 7@ do = [ 1ol de = = longuour do (0,1
‘ 0 ) |

et d'autre part, en temant compte de la définition des g,,.(%) et de

Vinégalité &> 1,

J 1 1 [ '
A,,,>\/716—- f (Xpu(®)]? do = P, \/7; ]f [e.'(x,D,‘)]' de =
1

(38) _ 1 =1 L
Twlgy’ k. >21J1g1!

De cette inégalité et des relations (35) et (28) nous tirons

(39) [Tua(0)] < 4

pour tous les points z de I'intervalle (O,k).'
Prenons maintenant un intervalle arbitrair A=/(a,d) et tran?for-
mons ‘les fonetions %,,,(%), %,.(#) 3 'nide du changement de variable

— A
y=a- Q-k—-—aw—_-—a-—}— %%
qui transforme lintervalle (0,%) en A. En exprimant  par y nous

pliad
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en tirons
o=k
Nous poserons
i [(y _—Aa) kJ = Zuu(84),

o [y—a)k] .
X [l—-z—)—] = Xoa(r4);
nous désignerons dans la suite par z une -variable indépendante.
Désignons par 4 (4), 1<<;< N+ 2%, des intervalles qu'on

obtient & partir des intervalles d% considérés plus haut en effectuant
le changement de variable

4
?/=a+7.’b‘

Puisgne les intervalles ¢ sont sans points intérieurs communs
et recouvrent lintervalle (0,%) tout entier, les intervalles d3) (4)
recouvrent Uintervalle A et ne Sempictent pas mutuellement,

Nous avons vu que les fonctions Zv.(%) sont constantes & I'inté-
rieur de chacun des intervalles ) 1 <j< N+ 2" Par conséquent
toutes les fonctions y,,(z,4) et Zun(@4), 15209 demeurent
simultanément constantes 4 I'intérieur de chacun des intervalles d{(4).

Nous nous proposons tout d'abord d'obtenir pour les fonetions
Zva(@,4) et pour les F (=, 4) une série d’inégalités analogues aux
inégalités, démontrées déja, pour les fonctions y,,(z) et Foe ()

De la définition des fonetions Zva(%, 4) nous tirons immédia-

tement :
. » A *
(40) f Gt o =4 (17, @) am,
. A . 0
d'olt, en vertu de 37), ‘
(41) S Getadpdo=a.

A
Ensuite, d'aprés (36), (32), (33) et (39) nous avons:

(42) Xou(2,8) = A,,.%,.(z,4),
+p
3 A4 C
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v , A 1
. , p- 1
¢4 Z/[jg%"'zwmm] de> v’(lgv)"'(1 Ic)1
(45) | Toa(,4)] < 4,

Dégalité (42) et l'inégalité (45) étant vérifides en tout point 2 de
Lintervalle 4. . N
Désignons par o(4) Vintervalle dont Yextrémité gauche coincide

A
avec celle de l'intervalle A et dont la longueur est o

(46) o(l) =

En tenant compte de l'égalité (42) et de la propriété de fonme-
tions %,.(#) exprimée par Pinégalité (29) nous pouvons conclure en
termes suivants:

L'inégalité

2p2—1 1
(47) DA Fsml) > 7

f=2
a liew en tout point x & Vintériewr de Vintervalle o(4) pour une valeur
au moins de s, satisfaisant & la condition 1 =s=»% R

De la définition des intervalles di?(4) et de celle de l.mte\rwﬂle
4 il suit que tout intervalle di”(4) soit appartient tout entier & Vin-
tervalle o(A), soit est sans points intérieurs communs avee o(4).

§ 4. En se servant des fonctions %,.w,4) définies dans le para-

- graphe précédent nous pouvons démontrer le théoréme 9 énoncé aa §1.

Démonstration. Soit w(n) une fonction dont il' g'agit flz'ms
Pénoncé du théoréme 9, c'est-h-dire w(n) est une fonction positive
quelconque assujettie & la seule condition

(48) (1) = o[(lgn).

Sans restreindre la portée du théoreme nous pouvons, en outre,
supposer que
(49) lim w (n) = + oo.

n—s0Q
En vertu de (48) on peut déterminer uue suite d’entiers

w,=0<w2<'v,<...<v.<...,
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satisfaisant & la condition .
(50) 1420 4. F7) <, k=2,3,..,
et telle que l'on ait, pour n=7,, ‘

w(n) 1 - '
(51) W< _‘1;{7 k= 2) 37 41"'1

Nous allons définir tout d’abord une -série asymptotiquement
orthogonale ‘

(52) PN

dont les fonetions @,(x), n==1,2,3,..., satisfont & l'inégalité

3. (2)] <4, I=w=1.

Posons
N, =0, N,=1+2(w?—|—v§+...+az,’;), k=1,23,.,

d’otr
NI_N0=l7 N,,-—~N;_1=2112, k%?

et par conséquent, en vertu de (5Q),
(53) N <w,, N.< 3822,
Désignons par I, le groupe des indices n satisfaisant 4 'inégalité
Ny <n=N.

Tous les indices n=1,2,8,...., sout ainsi répartis en groupes
Iy, I,...,I},..., le groupe I, ne contenant que le seul indice 1.
Posons identiquement sur (0,1):

=1 et F (=1,

d'oh
(64) f [0y . §(@)) d = f #@pdz=1,
(55) 5 @)l <4 |

Nous avons done défini la fonction ®a(®) pour lindice n==1
constituant le premier groupe I7,.

Supposons maintenant qu'on a déja défini les constantes a, et
les fonctions @, (x) pour les N, premiers indices n, #=N,,,

icm
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appartenant aux groupes I',,I%,...; I, ;. Nous supposerons de plus
que chacune des fonctions @, (z), n <N, déja définies, demeure
constante & lintérieur de tout intervalle d’un. certain systéme 3,
que l'on obtient en décomposant I'intervalle (0,1) en parties suffi-
samment petites. A désignant un intervalle arbitraire du systéme 3,
nous désignerons respectivement par A’ et 4’ les moitiés de gauche
et de droite de cet intervalle. Posons pour les indices n du groupe
Iy, s=n—N,,, dob 1=s=<2* Définissons maintepant sur
lintervalle (0,1) 2w} constantes a, et 2} fonctions §, @ Na<
<n=N,, par les ¢onditions suivantes : ‘

1° 9, (z) = - Xves(®, &) b Pintérieur de chacun ‘des intervalles 4’,

20, @, ()= — %, i(#4") & Vintérieur de chacun des intervalles 4",

30 @,(x) =0 aux extrémités des intervalles A’ et A,

4 a, = A, ., :

ol 4, , sont des nombres définis au paragraphe préccdent, % étant
le numéro du groupe I,.

Nuus avons déjd vu que toutes les fonctions %,,(z,4) demeurent
constantes & l'intérieur de chacun des intervalies d’(4) dont l'en-
semble recouvre tout lintervalle A. Mais alors, chacune des fonctions
@, (%), n = N,, ést constante & l'intérieur de chacun des intervalles
d’un. certain systéme 3., qui est constitud de tous les intervalles
diP(4') et di?(4"”) et qu'on obtient, par conséquent, par une décom-
position de l'intervalle (0,1) en un nombre fini de parties. A l'aide
du systéme 3., nous définirons les fonctions ,(x) pour les indices
n du groupe I'.,, et ainsi de suite. En partant de la constante a,
et de la fonetion @, () nous définirons ainsi les a, et les P, (2) pour
tous les indices n==1,2,3,...

En raisonnant comme nous l'avons fait an § 7 de la premiére
partie du présent travail (pp. 101, 102) nous pouvons démontrer que
deux fonctions @,(z) et @, () sont orthogonales si les indices #
et n’ appartiennent & deux groupes différents I, et I, k=& 4"
De l'inégalité (38) on conclut, ensuite, que tous les quantités A4,,
gont positives d'odl, en vertu de la définition des q,,

(66) a, >0, n=123,...,

Considérons maintenant l'intégrale
1

f (0 (@) da.

0
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En supposant que lindice n appartient au groupe I, k=2,
nous aurons

/ (. (2 ]2 da =Z ' if (Ho o (2, 4] d +A f (e (2, AH)J,z dx} '

ot s=n—N,_, et la sommation ¥ étant étendue & tous les inter-
valles du systtme 3,. En tenant compte de l'égalité (41) et des.
égalités évidentes A’ -} A" =4, T4=11), nous aurons, pour n=2,

1

(67) | f [3,(@)] dor =

0

L'égalité (64) montre que I'égalité (57) a lieu aussi pour n=1,
c'est-d-dire il est établi que cette derniére égalité est vérifiée pour
toutes les valeurs n=1,2,3,...

Par définition des @,(z) et en verin de (46), (55) nous avons,
ensuite
(58) lp) <4 0=c=x1, n=1,2,3,..,

c'est-a-dire que les fonctions @, (x) sont bornées dans leur ensemble,
Montrons que

o

(52) a5

nml

est une série asymptotiquement orthogonale. Considérons & cet effel
deux séries & termes positifs

(59) ‘ 200 o o j ot
n=1

ne=]

1 ¢, 1 1
T, logfu,,'l/i'_*‘?’ &= logvk'l/l—?’

si n satisfait & la condition N,_, <n <N, k=2. (C’ est une con-
stante figurant dans l'inégalité (48)). Nous avons tout d’abord

olt

(60) oy=g;=1 et g,

1) 3 A désignant la somme des longueurs de tous les intervalles du sy~
stéme 3
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, 1—2
(61) lim & — lim & =1
nesco @Oy ew00 1 —l——k— )

Montrons maintenant que l'on a

ntp Hetp ntp

(62) Nors f [2‘ ] iz< e

immn dmn i=n
pour toutes les valeurs entiéres de n et p telles que n >0, p > 0.
- Considérons deux indices quelconques A’ et A", h’'<Ch”, appar-
tenant & un méme groupe I',, k> 1 et formons l'intégrale

1 n

2
/[2 a,.(p{(x)] dr.
Q e’ .

Posons s=i—N,,, §=F—N_,, s'=k —N,_, dou
155529, 1 ¢ <298, 1 <" =292 Par définition des fone-
tions @,(x) et des constantes @,, nous pouvons écrire, en vertu
de (42):

:fl[éa"wx] ”"Z{f[jka;.(ﬁ,A’)}zdx+
/ [2 Koy %A"J dx}

msa’

ol A’ et A" désignent respectlvement la moitié gauche et droite d'un
intervalle arbitraire A4 du systéme 3, la sommation dv terme & droite
de l'égalité précédente étant étendue b tous les intervalles de ce .
systéme,
En tenant compte des inégalités (43), (44) et des relations
A4 A=A, ZA=1, nous avons

<[l e S

et, par conséquent, d'aprés la définition des quantités g, et o.,

et hl ¢ Kt

(63) o= 5/ ah@)] = Yo
2 P

$mati!
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Or, puisque ¢; == ¢ =0, = 1, l'inégalité (63) est aussi vérifide
dans le cas A=A =1, cest-b-dire si les indices A’ et A" sont
égaux et appartiennent au groupe I7;.

Si les indices % et #--p appartient & un méme groupe I
k=1, de linégalite (63) nous tirons immédiatement I'inégalité (625’

Soient maintenant # et n--p deux indices appartenant aux-
groupes distinets I', et F,, k<< &". Nous aurons N, , <<n<< N, <
=Ny <n-p= N, et, par suite, =T

n+p M k1 »; nf-p
2ai@= g+ Yot + Yag.@)o
i=n fmn Fomk4-1 ""Nj—-l+1 t=Nyr_ g1

Nous avons déja vu que, si les indices n et ' appartiennent
i deuvx groupes différents I et I, j=k 4", les fonctions @, () et
Pn (x) sont orthogonales. Dans ce cas, d'aprés la derniére égf:lité et
d.’aprés (63). nous obtenons encore l'inégalité (62), c'est-A-dire que
I'inégalité (62) a lien pour toutes les valeurs entidres de n etq
n>0, p=0. b
Montrons maintenant que les séries

o0

®) | Swm.a,

n=1

o0

(8) Zw(n) .04,

ne]

aussi bien que les deux séries (69), sont fai
X convergentes. En f
dans (62) p=0, nous aurons ’ ¢ He

0. = al < ¢}, n=123...
Or, puisque nous avons fait cette hypothése que
lim v (n) = + oo,
pour la démonstration de convergence de séries (8), (8) et (59) il

nous suffira de démontrer la conver, i
gence de la seule série (8).
En vertu de (51), (53) et (60) nous aurons, pour k= 2,( )

)8 K =k<41, la somme de milien doit étre omise.
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Ny L
.= 293.(;;(7’32.(1gm2§
we Ny 11 ns=Ny g1

) 1 (o4 1 c
= (Ne—Ni) g (1 + 7;) F=1) (Ig N2 < =1

¢ étant constant; par conséquent,

00 w M ‘ o
Sue.d=3 Juw-e<o. 3 gty

e Nyl k2 nwNy g1

ot cette inégalité montre que la série (8) est convergente, et par
suite la série (3) et les deux séries (69) le sont aussi.

De la convergence des séries (59) et d’aprés (57), (61) et (62)
on conclut immédiatement & V'orthogonalité asymptotique de la série

00

(62) 2‘ an M ¢7! (x)'
rom |
Démontrons maintenant que la série (52) est presque partout
divergente. Au cours de I'étude des fonctions Lo (@, 4) €8 %, (2, 4),
définies sur un intervalle arbitraire A, nous nous servimes d'un in-
tervalle o(4), appartenant & A et satisfaisant & la condition

(46) o(4) = %

Désignons par A’ et A”, comme nous I'avons déjh fait, les moi-
tiés de gauche et de droite des intervalles A du systéme 3, et soit
E, T'ensemble de tous les points z intériears aux intervalles corres-
pondants o(4') et o(4”). Daprés (46) et &4 =4 Z4d=1,

nous avons :

(64) Mes B, = —]16—;

chacun des intervalles A’ et A” contient une partie de Iensemble
E, dont la rmesure est & fois plus petite que la longueur de 1'inter-

valle correspondant A’ ou A",
Soit E Vensemble limite complet de la suite des B, k=1,2,3,..
Il résulle de la définition du systéme 3, que tout intervalle 4
de ce systtme est un intervalle dff  (¢) ou dp_(07). & et 6"
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désignant respectivement les moitiés de gauche et de droite d'un
intervalle arbitraire ¢ du systéme I, ; 1), Dans ce cas, la mesure
de la partie 'de l'ensemble F, contenue dans l'un quelconque des
intervalles df) (d'), df)  (0") est & fois plus pétite que la longueur
de l’intervalle correspondant. Puisque l'ensemble B, est formé de
points intérieurs & tous les intervalles o(d’) et o(d") possibles, et
puisque chacun des intervalles df (d'), d? (") soit appartient tout
entier & I'un des intervalles o 6’) 6(d”), soit n'a pas de points

intérieurs communs ni avec o () ni avee. ¢(0"), nous avons

Mos (B . B) = - Mes I,

ot (B, ,.E,) désigne la partie commune & E, , et E,.
On démontre de méme que

Mes (Bt By 4.+ Brgua) - Bry] =
k—l— Mes (B, + By +... 4 By, 1), 522,

d'olt, en vertu de (64),

Mes (B, + B,y +-...+ E,y,) == 1 -_ﬁ(i_

820

Et, puigque

29/ (SRS

nous avons, par définiton de E,

(65) Mes BE=1.

* Soit ¢ un point de l'ensemble E,; x est done intérieur soit & unm -

o(4') soit & un o(4”). Si x est intérieur A o (4), d’aprés une pro-

priété des fonctions %,,(w,4) exprimée par l'inégalité (47), nous
avons

nv?‘—x

~ 1
'2"4‘0,“)‘ Z"p.f(wiAl) > Z)

oy

1) Cette dépendance entre 3, et A
3, 4 ot 3.

a 6té indiquée pour les systémes
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s 6tant un entier dépendant de x et satisfaisant & la condition
1<<s<<#.. En tenant compte de la défintion des @,(x) et des a,
nons en tirons

.
k1201

[2‘“(-%(‘”) >

{mn

1
4:1

ol =N, s Nous obtenons cette méme inégalité dans cette
hypothése que le point z'est intérieur & un intervalle o(4”).
D’aprés la définition de l’ensemble E, nous pouvons énoncér la
propriété suivante :
Liinégalité

00 Fa@) - Bty Fial) + ..+ @ Fila)] > 5

a lieu en tout point @ de l'ensemble E, pour un couple au moins
d’entiers n et n', satisfaisant & la- condition N, < n < n’
Or, puisque ]im N,y =00, nous voyons sans peine que la série

(52) diverge en tout point de I'ensemble E, c’est-a-dlre, d'aprés (65),
presque partout dans (0, 1). :

Nous sommes en mesure de déterminer maintenant une série
asymptotiquement orthogonale

o0

&) | Ja-9.@

el

dont il s’agit dans l'énoncé du théordme 9.

Posons
P (2) = ()
aux points de I'ensemble ZE, et
g.(2)=1
ailleurs. En vertu de (58), nous aurons ‘
p.(2)] <4 0=2=1, n=123,...,
c'est-h-dire que les fonctions g, (z), n=1,2,3,..., sont bornées dans

leur ensemble.

Puisque les fonctions @, (x) ne différent des fonetions @, (2) qu'aux
points d'un ensemble de mesure nulle et la série (52) étant asym-
ptotiquement orthogonale, la série (1) doit étre de la méme nature,
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De plus, nous avons déja démontré la convergence des deux séries:

3) ' jw (n).0d

n=1

et

® Swi).e,
n=i
ol g, n=1,2,38,..., sont des nombres dont il s'agit dans la défi-
nition de la série asymptothuement orthogonale (52) et, par con-
séquent, de la série (1) amssi. Done, pour démontrer le théoréme 9
il nous ne reste qu'a montrer que la série (1) diverge partout.
Nous démontrons d’abord que la série

o0

(66) Ja

n=]

est divergente, En effet, d'aprés (56), on voit que tous les termes.
de (66) sont positits. En tenant.compte de ce fait que les fonctions:

@.(z), n=1,23,..., sont bornées dans leur ensemble, nous con-
cluons immédiatement & la divergence de la série (66), puisque s'il

en était le contraire la série (52) serait uniformément convergente

dans (0, 1).

. Nous voyons maintenant que la série (1) diverge partout puis-
queelle coincide avec la série (52) aux poinls de l'ensemble E et
coincide avec la série (66) aux autres points.

Ainsi, pour toute fonction positive w (n) satisfaisant aux conditions

wn)=o[(gn)}, limw(n)=-col)

nous avons déterminé une série (1) satisfaisant & toutes les condi-
tions de l'énoncé du théoréme 9, ce théoréme est ‘done complétement
démontré

§ 5. Soit

® Y@

n=j

') La dérniére condition, comme nous I'avons déjh remarqué, ne diminue pas
la portée du théoréme 9.
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2
une série orthogonale de Fischer-Riesz quelconque; alors, d'une
part les @,(2), n=1,2,8,..., constituent un systdme normé de
fonctions orthogonales, et d’autre part la série

Lo

@) Ja

fimm |

est convergente.

En vertu du théoréme de Fischer-Riesz!) nous pouvons alors
définir une fonction f(x) de carré sommable pour laquelle la
série (1) est sa série de Fourier, c'est-d-dire que les a, sont
définies par les formules :

1
C Oy =/f(”)‘7’- (#)dw, n=1,23,.,
b

Supposons d'abord que le systéme des fonetions g, (z), n=1,2,3,..,,
est le systbme trigonométrique, c'est-d-dire coincide avec le systéme
de fonctions

1, V2cos2nnz, J2Zsin2nne, n=123,.,

Dans ce cas a lieu, comme on le sait, le théoréme suivant de
Riemann:

La convergence de la séric de Fourier de f(x) en un point x ne
dépend que des valeurs de f(x) au voisinage de ce point?).

La question se pose alors de savoir si l'on ne pourrait étendre
ce théordme au cas d'un systdme normé de fonctions orthogonales
¢, (#) quelconque. Nous allons voir que le théoréme de Riemann
n'est pas susceptible d'une telle généralisation. A cet effet il nous
suffira d’avoir constaté l'existence d’une série dé Fourier partout
divergente d'une fonction f(z) de carré sommable et qui est nulle

- aux points d’un certain intervalle.

Nous allons montrer que, on peut définir un systéme mormé de
fonctions orthogonales w,(n), n=1,2,8,..., dans Vintervalle (— 1,4+ 1)
et une fonction f(x) de fagon & satzefazre les conditions suivantes:
10, f(z) est de carré sommable, c'est-d-dire
+1
[ s < 4o
-1

1) Fischor, loc. cit,

B, Riesz, loc, cit.
" I Liebesgue, Legons sur. les wéries trigonométriques, p. 66.
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20, f(x) =0 auz points de Vintervalle (— 1,0).
3% La série
(67) ' . Zan' wn (x)
nwm] G

diverge partout dans (— 1, 4 1), avec
+1
(68) : a,= f J(z). w, (%) da.
“

‘D’aprés le théoréme 3 de la premidre partie de ce travail 1 il
emste. un systéme normé de fonetions orthogonales ¢,(x) n=1,2,3
sur lintervalle (0, 1) et une suite de constantes a, telles que la sé;'ié

o0

@) 2 a,. @, (z)

. nml
diverge partout dans (0,1), bien que la série

o0

~y
2
vyl

soit convergente. D’aprés le théoréme de Fischer-Riesz, mnous

pouvons définir alors dans lintervalle (0,1) une foneti
carré sommable telle que l'on ait: ' retlon. ¥ ) de

1
a,:fzp(z).q)"(x)dx, n=1,23,...,
Posons, - maintenant ' ‘ |
L
wu(x)=Vr2:-%(x)» 0=r=1,
1 .
wn(m)=—V2=-¢n(—w), —1l=2<0;

|  fe=ee o=t
fl@)=0. —1=<z<0.

Il est clair que la fonction f(z) est de carré sommable et que

3} loc. cit. p. 89,
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les o,(); n=1,2,3,..., forment un systéme normé de fonetions
orthogonales dans (— 1, 4-1). De plus, nous aurons,

41 B 5]
f F(2). 0s(2) de = f ¥ (@). g () do=a,,

cest-d-dire que la série

]

(67) N V 2&,,.&),,(.%‘)
n=1 .
est la série de Fourier de f(x).

De la. définition des w,{z) il suit que les termes de la série(67)
ont des valeurs égales aux points symétriques par rapport au point
x=0. Puisque-la série (67) se réduit & la série (1) pour =0,
on voit que la série (67) diverge en ‘tout point de lintervalle
(-1, +1) |

Ainsi, les fonctions f(z) et o,(x), n=1,2,3,..., jouissent de
toutes les propfiétés qui leur étaient imposées il y a un instant,
d’ou il résulte qu'on ne peut pas remplacer dans Iénoncé du thé-
oréme de Riemann le systéme de fonctions trigonométriques par un
systtme quelconque de fonetions orthogonales.

On sait quun systtme de fonctions P (@)Y, n=1,23,...,
orthogonales dans un intervalle (a, b) est dit complet s'il nexiste
aucune fonction & carré sommable ne faisant pas partie du systéme -
qui soit orthogonale & toutes les fonetions w,(2), n=1,2,8,.. 1l est
démontré que le systéme trigonométrique, c'est-h dire le systéme
des fonctions
1, V2cos2nmnz, V2sin 2mne, n=123..,

est un systéme complet; par conséquent le systéme pour lequel le
théoréme de Riemann est démontré, est complet.

Nous allons faire voir quon ne peut étendre ce théoréme au cas
d'un systdme complet queleonque. A cet effet nous démontrerons le
théoréme suivant : ’

Théoréme 10. On peut définir un systéme normé et complet de
fonctions h,(x), n=1,2,3,..., orthogonales sur lintervalle (—1,41)
et une fonction f(x) de carré sommable dans (—1, +1) de fagon
& satisfaire aux conditions suivantes:

A. f(x) est nulle & Vintériewr de lintervalle (— 1, 0).

3

1) Nous supposons ici: que\les Yu(@), n=12 ... sont de carré sommable.
Fundamenta Mathematicae t. X. © 26
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B. La série

(10) e h@

n=]

diverge partout dans (— 1, 4-1), avec

+1
Ca =ff(m) b (@) de.

Démonstration. Prenons le systéme normé, déja défini, des
fonetions w,(x), »=1,2,..., orthogonales dans (—1, 4 1) et soit
f (%) la fonetion ‘définie par les conditions (69). Désignons par &,(x),
k=1,2,38,..., les fonctions qui forment avec les w, (#), n=1,23....,
un systdme complet et normé de fonelions orthogonales?).

La série (67) étant partout divergente dans (—1, ~41) nous.
pouvons définir une suite d'entiers posilifs croissants ‘

fy =0 <mg <y <...<m<...,
un nombre positif B et une suite d’ensembles K, k=1,2,..., de
fagon & satisfaire aux conditions : _
(a) ;}lrcl: Mes E, = 2 ==longueur de (—1, 4 1).
(b) En tout point & d'un ensemble E,, k=1, 2,3,..., est vérifiée
linégalité

7

!Za,, .o, (w)‘ > B

pour deux entiers au moins n’ et n’’, satisfaisant & la condition
< < n <y,
Définisons les fonetions 7, () comme il suit:
hyn () = @, (@), k=1,23, .,
h(@) =0, (@), ntk<n<ngy+k

Il'est clair que les &,(z), n=1,2/3,..., forment un systéme
normé et complet de fonetions orthogonales.
En posant

+ '
Cn =ff(x) Z,,(x) de,  n= 1,2,38,...,
1

!) On sait qu'un systdme complet et normé de fonctions orthogonales doit
étre nécessairement dénombrable, )
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nous aurons, pour n, 4k <<n=mny, |k,
+H
© Cp =ff(x)‘wn—k(z) dxz Ak - ’
=1 .
Dans ce cas, en tenant compte des conditions (@) et (b) nous
voyons immédiatement que la série '

" oo

(11) Db

. n=1
diverge presque partout.
Soit E l'ensemble de points de divergence de la série (71); alors,

(72) Mes E = 2 = longueur de (—1, 4 1).
Définissons les fonetions h,(x) de maniére suivante :
b, (@) = . (@)

pour toutes valeurs de n et pour tout point x, sauf ce cas quand
v'appartient pas 4 l'ensemble E et I'indice # est tel que T'on & ¢.==0.
Alors, dans ce cas exceptionnel nous faisons

1
hn (.’5) == —c-:. '

En vertu de (72) et par définition des A, (z), nous voyoms que
leés h,(x), n=1,2,3,..., constituent un systéme complet et normé
de tonctions orthogonales. De plus, la série
(10) Y oh(a)

. n=1

diverge partout, car- elle est identique avec la série (71) aux points
de lensemble E et se réduit & '
14+14...+14..,

aux autres points. _
F(x) étant de carré sommable, nulle & Pintérieur de lintervalle

(—1,0), et les c, étant telles quon a
+1 ‘ +1

6= f F(@) (@) do = f F(x). b (@) dz, n=123,.,
=1 1

Te théortme 10 se trouve complétement démontré.
26*
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Chapitre IL

Multiplicateurs de M. Weyl. ’

§ 1. Convenons d’appeler fonction ou wmultiplicateur de M. Weyl
toute fonction positive w(n) jouissant de cette propriété que la con-
vergence de la série '

00

Zw (n).al

n=l
entraine la convergence presque partout de la série

oo

1) Zu,,. o, (2) |

=l

quel que soit le systtme normé de fonctions orthogonales ¢, (),
- a=1,23,..., et les constantes a, étant arbitraires.

Jusqu'iei nous avons toujours supposé quun multiplicateur de
M. Weyl ne dépendait que de »; dans ce chapitre nous aurons
& considérer des multiplicateurs de M. Weyl dépendant des coeffi-
cients “a, de !a série orthogonale (1). Soit u une variable susceptible

de prendre toutes les valeurs réelles positives et soit w(u) une

fonction positive de cette variable. Supposons que lima, = et

=00

remplacons dans w (u) 'argument 4 par une variable '~1| qui tend
& l'infini avec ). Notre probléme i résoudre est de savoir quelles
sont les fonctions w{u) pour lesquelles la convergence de la série

@ 2 (e

entraine la convergence presque partout de la série orthogonale (1).
Nous démontrerons le théoréme suivant:

Théoréme 11. o (u) étant une fonction positive croissante et telle
que la série '

- 1

') Nous supposons tous les &, non nuls,
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converge, si lim a, =0, la convergence de la série

T OO

oo

(3) Dozl

LD

DI* (g fa.])? a2

a‘ll
entraine la convergence presqde partout de la série orthogonale

1) ' , | Za,,.(p,,(x).

ns=]

Nous voyons donc que la convergence de la série (2) entraine
celle de la série orthogonale (1) presque partout si ‘1’on fait
w(u) = [w (g 1g u)]* (g »)%, la fonction w(p) étant définie il y a un
instant. En particulier, w () peut étre de la forme (lglg w)rte (lgw)?,

g étaut un nombre positif quelconque.

Or, puisque la fonetion (lglg u)*+® (lg u)* eroit moins vite que u¥,
pbur u croissant indéfiniment, nous obtenons comme corollaire du

théoréme 11 le théoréme suivant :
Théoréme 12. Quel que soit un nombre positif & la convergence

de la série
Dl

nei

entraine presque partout la convergence de la série orthogonale (1).
Nous démontrerons tout d’abord ce :
L.emme. Soil

P (@), Y@ W (2)..., ¥s@), - N>1,

un systéme normé de fonctions orthogonales dans (0, 1), c'est-a-dire

' 1 ) 1 .
/ [l dor =1, J 0.@) v (@) dv =0, s,
1<s<N, 1=¢=N

Désignons par B l’ehsemblevde tous les points x tels que Vinégalite

4) , \2’ ¢, . P, (x)

#ema’

<6) 6>O7
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@ liew pour toutes valewrs s et &' satisfaisant & la condition
1S "<SNY, ¢ dlant constantes.
Alors, on aura
. i -
(6) MesC B < (]gN)”.Z ¢

o=

ou K désigne une constante positive et CE est Pensemble complémen-
taire de E.

Au cours de la démonstration de ce lemme nous ferons usage
d'une inégalité établie au § 2 de la premiére partie de ce travail %)
et que nous pouvons exprimer comme il suit:

En supposant que les quantités a, sont constantes et que les
‘fonetions ¢,(z), s=1,2, 8,..., forment un systéme normé de fome-
tions orthogonales, nous désignerons par G,= G, (d), d > 0, l'en-
semble de tous les points » tels que l'inégalité '

. lé‘a,.q),(x,

<6

Py

est vérifiée pour toutes valeurs s’ et s’ satisfaisant & la condition
Im<s' = 8" <<2™L ol n est un entier positif. Alors,

gmt1
D
®) Mes 06, < ¥

12241
K' dtant positif et constant ®).

Le systéme normé de fonetions orthogonales g,(x), 2"<ls<C2mt+1,
et les quantités @, dont il s'agit dans la définition de Iensemble Q..
peuvent étre absolument’ quelconques. Alors, Iinégalité précédente

'} Au cours de la démonstration de ce lemme et du théoréme 11 nous pren-
drons de logarithmes & base 2. o
%) loc. cit, p, 88
%) Au paragraphe cité de la premiére partie, nous avons pris au lieu de ¢ la
quantité’ 46 et nous avons posé c '
gm-1
S al=A,.
l-ﬂ'm-}—l
Linégalité (6) y était écrite sous la forme
27, m?

Mes CG,,, < —5 Ape

icm

Séries de fonctions orthogonales. 407

subsistéra si nous y remplagons la somme du terme & droite par

om

2

[T

et si nous prenons au lieu de 'ensemble G, un ensemble 8,=8,(d),
formé de tous les points x en lesquels l'inégalité

] Z a,. 9,(2)

1!

<0

est vérifiée pour toutes valeurs s’ et s” inférieures & 2" Nous o'
tenons ainsi l'inégalité ‘
2"!
K'.m?

(" MesC8,, << 5 Za?

tm]
08, désignant toujours P’ensemble complémentaire ae 8,

Supposons que l'entier m est défini par la condition

gm-1 < V<< 2",

N étant le nombre figurant dans I'énoncé du lemme. Puisque-tous
systéme fini de fonctions orthogonales peut &tre complété 1), nous
pouvons définir un systéme normé de fonetions ,(x), N< s <2,
orthogonales entre elles et & toutes les ,(z), 1 =s=N, données
dans l'enoncé du lemme, :
Faisons
» a,=c, 1=s=N,
a,=0, N<s<2%

nous voyons alors que I'ensemble E se réduit &, si’ dans la dé-
finition de ce dernier ou prend les fonetions ,(z) au lieu des @, (2).
L/incgalité (7) prend alors la forme :

N
(A 9
MesCE < Kd.:n -26?-

a=]

Fn tenant compte de l'inégalité

. L s
1) Nous disons qu'un systéme de fonctions orthogonales peut dtre complété &'il

existe an moins une fonction orthogonale & toutes les fonctions du systéme.
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2“1'—1 § N< 2m, N > ]7

et en faisant 4.K'= K, nous tirons l'inégalité (5).
§ 2. Passons & la démonstration du théoréme 11, Puisque lim a,==0,

B 0O

nous pouvons supposer que l'on.a
® ol <3

pour toutes valeurs de w, en supprimant &'il le faut un nombre fini
de termes dans la série (1). Mais alors, pour toute valeur de # on
peut choisir un entier positit p de fagon & vérifier l'inégalité:

‘ ' L 1
(9) Coom <wl=

or’
2.

I est clair que p étant douné, il 'y a qu'un nombre fini d'en-
tiers n vérifiant I'indgalité (9); soit N, leur nomhbre (N, peut btre
nul, en particulier). Enumérons les valeurs de Vindice n satisfaisant
i Tinégalité (9) dans Vordre de leur eroissance et désignons les.
respectivement par - '

”(P;l); n(p,Z),...', “(pvs)r": n(pﬂvw);,

alors

’n(p,s) <nlps+1), L1=s<N,.

Soit @ (u) une fonction queleconque satisfaisant aux conditions.
imposées dans l'énoncé du théoréme 11 et désignons par A, l'en-
semble de tous les points # en lesquels a lieu I'inégalité

II’ 1 '
]2‘ Uty (Pu(m(x)! < o) 1).

pour toutes valeurs s’ et s ne surpassant point N.
Nous allons démontrer, tout d’abord, que la série

(10) o 'MesCk,

couverge, Paccent (') signifiant que la sommation ne s'étend qu'i
toutes les valeurs de p pour lesquelles .V, == 0.

') Bien entendu, l'ensemble I, n'est ddfini que ponr des valeurs do p telles

que Np :*: 0.
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Supposons d'abord que N,>1. En vertu du lemme du para-
graphe précédent dans laquelle on fait

nous avons

(11).

1

N =N, 5::@:

6= e Yu(8) = Puo(@)y E=E,.

Mes OB, < K. [o(p).(g 2. 3 @k,

‘Vp

s=1

et mous pouvons supposer que K > 1.
Nous allons voir que le membre & droite de l'inégalité (11) est
le terme général d'une série convergente. :
De la définition des »(p,+), nous tirons

(12)

d’'ou

et, par conséquent,

(13)
(14)

1 1
s <] = o

s cor

= [ an|

a(p) = ollg|lg |t |l

2 == Ilg la'"(ﬂl')\ \ ‘

De.l'inéga,lité (12) nous tirons ensuite

(15)

NT‘

_Zl’"., < ag(v P
2,r+? = 2

¥=1

Or, puisque lim @, =0 et que () est eroissante, de la conver-

n=+00

gence de la série (3) il résulte celle de

o0

Zai

n=1

et, par conséquent, le membre & droite de Vinégalité (15) est infé
rieur A un pour toutes valeurs suffisamment grandes de p. Dans ce
cag, pour ces mémes valeurs de p, DOUS AUTODS

(16)

lg N, < o,
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En combinant I'inégalité (11) avee (13), (14) et (16) nous aurong
finalement, pour N, > 1, '

Fp

17 MesOE,<16.K.Z[w(lg]lg[aﬂ(p,,)f!)]f (g | o

=1

) ! . az(p,c) .

Et pour N, =1, nous avops évidemment
MBS C-Ep :—<: [0) (P)]g»aa(pﬂ)’

d'ol nous tirons encore inégalité (17) & condition de prendre p suf-

ﬁésa.mr?;)nt grand. De l'inégalité (17) et de la convergence de la

série (3) nous concluons -immédiatement & 1

ey - a convergence de la
..Soit & l'ensemble limité complet des ensembles CE,. Puisque la

série (10) est convergente, d’aprés un théoréme connu 1), nous avons

et,.par conséquent,

(18) Mes C8 = 1.

Nous allons faire voir que la série (1) converge en tout point
de Pensemble C8. Prenons deux entiers positifs quelconques n’ ept n'’
7' = n"; et désignons respectivement par p’ et p” la plus petite et’
la Plus grande de celles -des valeurs de p pour lesquelles sg trouve
vérifide I'i.n'égalité (9), pour une valeur au moins de #, satisfaisant
adla f:ondxtlon W =n=n" Il est clair que les nornl;res " et p”’
sont 1f1déﬁniment croissants avee ' et 2" et que p’' < p” P
i S;);;a:t rzspectivement s, et s, la plus petite et I—:I;l;ls grande

urs . . :

Qo | pouion : chiio;r lesquelles subsiste l'inégalité ' Sn(ps)=<n.

alt 7

P "

(19 N LR\
) 2 Ay - Pn (.’E) - 2[ (o) « 07"(,,,,)(1'),

=’ p=p’ ’
‘=‘p

l'accent () signifiant comme |
précédemment que la ion &’
aux valeurs de p pour lesquelles N, ==0. ! sormetion tend
sem]b)]e lg déf,imtmn.de lensemble & il suit que tout point de I'en-
e U8 n’appartient & aucun des ensembles E, d’indices p suffi-

) N.Lusin, Inté ie tri métri
ntégrale et série trigonométrique; Moseou, 1915, p, 88, (en russe),
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samment élevés, Mais alors, en nous servant de la relation (19), et
en tenant compte de'la définition des ensembles E,, nous voyons

que, pour tout point z de l'ensemble O a lieu I'inégalité

w e 1
| ‘g.aw%(ﬁ) <£TEOTZ;5

pour toutes valeurs suifisamment grandes de n’ et »”.

La série (10) étant convergente, cette derniére inégalité montre
que la série (1) converge en tout point de Pemsemble C& et que,
par suite, en’ vertu de (18), la série (1) est presque partout conver-

gente, c. q. f. d.
§ 3. Appelons multiplicateur intrinséque de M. Weyl toute fonc-

tion positive w () telle que la convergence de la série

(2) : g? w (P}:l) N

entraine la convergence presque partout de la série orthogonale

]

" | | Da.0.@

=l

Du théordme 11 il suit que
w(u) = [ (glgw)* (gw)*
est un multiplicateur intrinséque de M. Wey!l si la fonetion ()
est positive et croissante et telle que la série ‘

5w
Y o(p)
p=t
soit convergente. Dans ce paragraphe nous démontrerons qu'aucung
fonction positive w(u) satisfaisant & la_condition
lim —g(-u—); =
oo (15 9)?
ne ‘peut étre multiplicateur intrinsdque de M. Weyl A cet effet,

nous démontrerons le théoréme suivant. . o
Théoreme 13. Quelle que soit une fonction positive w (), satis-

Saisant & la condition
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Loow(u)
e g

on peut toujours former une série orthogonale (1) partout divergente
et telle que lo série (2) converge.

Démonstration. Soit w () une fonction positive queleonque
vérifiant 'égalité (20). Comme nous avons démontré au paragraphe 7
de la premitre partie du travail 3), pour toute fonetion positive w n)
satisfaisant & la condition

lim 2 (n)
oo (18 7"

il existe une série orthogonale partout divergente

=0

o«

(1) | S o

=1

telle que la série

(21 Ew(n).a:’:

converge %). En vertu de la condition (20) nous pouvons admettre que

la série (1) est définie pour la fonction w(u) de l'énonce du thé-

oréme 13.

Les constantes a, étaient définies de manidre suivante. Nous econ-

sidérions, tout d’abord, un certain systéme d’entiers positifs », et

N, k._l 2,..., pour lesquels avaient lieu des relations
Yy <?y Ni=1420 +2+...4v), N <3,
2) ;‘;(:)),< n=w, k=24
Puis, nous avions un systéme de fonctions Yo(x), n=1,2,...,

satisfaisant & linégalité

1) Dane la démonstration du théordme nous prenons des logarithmes 4 base 6.
%) Joc. cit.. pp. 99—105.
1) Remarquons, pour la suite, que nous pouvons définir chacune des fonetionc

®a (o) de telle sorte quelle ne prenne qu'un nombre hm de valeurs et uwelle soif,
par suite, bornée,

4) loc. cit., inégalité (38), pnge 99.
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'(2'5 0<f zp,,x)”dx< (lc:,u) 7-k—~1<-”§ivm k=2,

o ' désignait une constante positive !); alors, les quantités a,
étaient données par les formules

(24) 0= I/B[ ey,

De la relation (24) et de linégalité (23) nous tirons immédia-
tement

(25) 0 <o <o

b

PRI Noa< n <N, k=2

Démontrons maintenant la convergence de la série

2 w (]_al_,[') a’

=y

~
no
~

Sans restreindre la portée du théoréme, nous pouvons supposer
que, pour ¢ croissant indéfiniment, la fonetion w(u) pe décroit pas
et que le rapport

n'est jamais croissant 3).
Nous pouvons éerire

¥ "
(26) ..:.Nf‘l";"‘ (ﬁ)m =M£I [I«;—(%%T (g lu))?. a2

Parceque lima, =0 et que la fonction () n'est jamais déeroissante,

n-+0a

1) loc, cit, inégalité (42), p. 102.
%)-loc. cit, relation (46), p. 104
3) 8i la fonction 1 () ne jouissait pas la de dernitre propriétd, on pourrait
la remplacor pur la fonetion w(w)== I (u)(lgw)’. H(x) étant borne supérieure
du rapport
0 (v)
(g v)3

pour p =y,
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pour toutes valeurs suffissmment grandes de =, a lieu linégalité
! 1
< —
v (W) = ( aﬁ)
d’ofr '

o el el
(I et

D’autre part, en vertu de (25), nous obtenons

lg»,
a > ““Lg—): Ny <n=N,

et, par conséquent,
1
'&“E>"’n Ny <n=N,

pour toutes valeurs suffissamment grandes de k.

En combinant cette dérniére inégalité avec (22) et (27) nous
trouvons

I S

Puisque, » décroissant de %a 0, la fonction |lgu|.% décroft, en

. .
<76T’ , -Nk—-1<n—_<=Nk-

vertu de linégalité (25), nous aurons'

(o). ot <[ie)/ . [ rmm <,

ve(lgvi2] o (g vt o,
ol L est une constante positive.

En tenant comple de cette dernidre inégalité et de (28) et (26):
et en se rappelant que N, < 3%,. nous avons

My

n

” (*1-)-03 < 4.L(1\‘T,‘—-1\§_,)<12.L
i |a,| ket w, k2
d'oli résulte immédiatement la convergence de la série (2),

Ainsi, pour toute fonction positive w (u) satisfaisant & la con-

Séries de fonctions orthogonales. 416

dition (20), nous avons défini une série orthogonale (1). partout di-
vergente pour laquelle la série (2) converge. Le théoréme 13 est
done complétement démontré ).

§ 4. Dans ce paragraphe nous cousidererons des multiplicateurs
intrinséques de M. W eyl en vue de leurs applications aux questions
de sommation de séries orthogouales par les procédés linéaires de
M. Toeplitz?).

Nous démontrerons le théoréme sunivant,

Théordme 14. Pour tout procédé linéaire de sommation. et pour
toute fonction positive w(w) satisfaisant & la condttwn '

| o) _
(20) Jm T

1) Pendant la rédaction de ce travail, M. Kolmogoroff m'a communiqué qu'il
a généralisé le théoréme 11 en établissant cefte proposition :
Lz fonction o (lglgu).(Igw) est multiplicateur intrinsique de M. Weyl st
la série
E 1
p=1 « (19)
est convergente.
%) Rappelons la définition des procédés linéaires de sommation, Soit

5w
nel
une série numérique quelconque. Considérons une série

E o (0)

mam]
dont les termes dépendent d'un certain paramétre ¢ et supposons que les quan-
titds o (@) jouissent des propriétés suivantes:

o
1% lim X an(0) =1, g étant un nombre fini, ou g=c0,
o9 m=1

29, lim a,(0) =0, m=1,2,3,...,
9”’0‘;
2 omle)| <M

meal

pour toute valeur de ¢ pour laquelle a.(g) sont définies, I étant mdépendant de g.
Suposons que la valeur de I'expression

o0 B n
Sle)=2 an(e). 2wk
=1 k=1
tend vers une limite déterminée S, pour g—>g; nous disons alors que la série
Zm w, ost sommable par le procédé linéaire défini par les quantités & (g) et que

el
sa somme est gale & S.
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on peut définir une série orthogonale

(29) : = Zb . (z)

n=1"

qui n'est sommable en aucun point par le procédé considéré, bien que

la série ,
(30) 21'10( b,‘\)' B

soit convergente,

Démonstration. Aa § 1 de la seconde partie de ce travail
(théuréme 4)!) nous avons démontré que pour tout procédé lindairs
de sommadtion on peut définir une série orthogonale de Fischer-
Riesz

@) Siee

qui. e soit sommable par le procédé en question en aucun point 2,
Les quantités b étaient définies de la fagon suivante %) Nous

considérimes tout d’abord une série arbitraire orthogonale de Fischer--

Riesz partout divergente

=]

(32) PXRAOR
‘ el
toutes ics ¢, étant différentes de zéro. Puis, nous définimes une cer-
taine suite croissante d'entiers positifs h(m), m=1,2,8,..., e,
A coté de cela, nous choisimes parmi les ¢,, & =1, 2, 3,..., une
sous-suite ' '
X L';, Ué) ("1’37"" c:nv"' o
Alors, les quantités b, étaient définies par les ‘conditions
(33) o b=,
si n="h(m), et
b, =0
si-n était distinet de tons les h(m), m=1,2,3,,..

1) Fund. Math., 8, p. 58,

% Rappelons qu'une série (31) est dite série orhogonale de Fischer-Riesz si
la série

3 1z
: an—
nesy

est convergente et si les Pal@), n=1,2,8,..., forment un gystéme normé de
fonctions orthogonales,

*) Dans le théoréme 4 ces quantités étaient désignées par a,.
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Remarquons encore que chacune des fonetions ¢, () est égale 4 une
certaine &, (x) soit identiquement, soit en tout point n’appartenant -
pas & un certain ensemble de mésure nulle, sur lequel on a

1
g),,(x)=g, .

(Ce dernier cas ne peut avoir lieu, naturellement, que si &, F09),

1) Rappelons, avec plus de détails, la définition de la série

® 5o (@

ne]

figurant dans I'énoncé du théordme 4 et possédant les mémes propriétés que la
série (31).

En supposant que la série (32) est une série orthogonale arbitraire de Fischer-
Riesz, partout divergente, nous avons défini une suite croissante d'entiers positifs
I(n), n=1,2 8,..., telle que la série

() }-: Ci(n) o, ) ()

converge presque partont. En supprimant, ensaite, dans la série (32) tous les ter-
mes de la série (b) nous avons obtenu une série orthogonsle presque partout
divergente '

(c) g Ec:n «Xm (x) -

On peut supposer, en omettant les termes égals i adro, que toutes les con-
stantes C,,, m==1, 2, 8,..., sont différentes de zéro.
Soit B I'ensemhle de points de divergence de la série {¢c), Mes £=1. En
posant
Fn() = (@), m=1,2,3,...,

en tous les points de l'ensemble B, et

— 1
Pl ==, m=1,23,...,
. c'l
en dehors de K, nous avons obtenu une série
Lo
(d) - : 2 ¢, Pomla)
mml
partout divergente.
Etant donné un procédé de sommation linéaire quelconque, nous avons défini
une suite croissante de certains nombres entiers et positifs him), m=1,2,8,....

En supposant que m’ soit la plus grande valeur de m vérifiant la condition
h{m) < n, nous avons posé, ensuite,

Gp(m) = (::ﬁl wh! m) (I) = QP (x)

et ’ =0, @.(x)= dj’("—"') ‘(C)

" Fanndamenta Mathematicae t. X. 27
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Soit w(x) uné fonction positive arbitraire vérifiant la condition
(20). Supposous que la série (32). est identique & la série (1) définie,
pour lu fonction donnée w(u), aw cours de la démonstration du thé-
oréme 13. Dans ce cas la série

3 (-«

et, par suité, I série

o)
A
doit &tre convergente.

De la définition des quantités b, il résulte que cette dernidre
série est identique &

(35) §'w (,.-517) B

laccent (') désignant que la sommation ne §'étend qud ceux des
termes pour lesquels b, ==0. D’ici nous tirons la convergence de la
série (30). -

Comme nous I'avons fait remarquer au cours de la démonstra-
tion du théoréme 13 (page 412, note 8)), on peut supposer chacune des
fonctions @, (x) bornée et, par conséquent, on peut le faire autant pour

les @, (2). u, désignant la borne supérieure de la fonetion @, ()], ‘

nous aurons .
(36) l¢u (x)l g#",‘ O<x< 1'

Pour obtenir la série (31) dont il s'agit dans l'énoncé du thé-
oréme 14, nous définirons d'abord des quantités b, n=1,2,3,...,
qui sont, en premier lieu, différentes de zéro si, et seulement si,
b.=0 et qui, en second lien, décroissent assez rapidement pour
entrainer la convergence des deux séries positives

oo
(37) , 2 LA
nw]
lorsque # est différent de tous les mombres h(m), m=1,2, 8,..,. Nous avons vu

que les nombres h(m) peuvent étre déterminés de telle facon que la série (a),
ainsi obtenue, soit précisément la série figurant dans I'énoncé du théoréme 4.

icm
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et

D Ugleliper,
ne=|
(le double-accent (/) désignant que la sommation ne s'étend qu'aux
termes pour lesquels b, 4= 0).
De la condition (20) il résulte

X fgap = ©
mais alors, la série
, 2L
(38) Py (}b.’,’i)'b"
nel
est convergente.
En faisant
(39 b,=b,+b., n=123....
nous aurons, par définition des b :
(40) - bh=¢,
si b, 0, et .
(41) b, =b."
-8l b, =0, dolt
(42) b, 0. - on=123,....

Des égalités (40) et (41) nous concluons que la série

(30) j‘ " (I'bl_l) B

nam]

est formée de termes de deux séries (35) et (38) et doit, par eon-
séquent, étre convergente.
Considérons maintenant la série

(29) _ Zbﬁ ().

n=i
De Pégalité (39) il résulte que la série (29) s'obtient par addition
terme-a-.erme des deux séries

(31) Jbe.@)

e
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et

#3) 350

hmy

De la convergence de la série (37) et de linégalité (36) il ré-
sulte que la série (43) est absolument et uniformément convergente
et est, par conséquent, sommable par tout procédé linéaire en tout
point. Puisque la série (31) n’est sommable en aucun point par le
procédé donné, la série (29) jouit de cette meme. propriété.

Ainsi, pour toute fonction positive w(u), satisfaisant & la condi-
tion (20), nous pouvons former une série orthogonale (29) qui ne
s0it sommable par le procédé linéaire dound, en aucun point, bien
que la série (30) éoit convergente. Or, le procédé linéaire de som-
mation considéré étant arbitraire, le théordme 14 est complétement
démontrg. .

Convenons de dire qu'une fonetion positive w(u) est multiplica-
teur intrinséque de M. Weyl pour un procédé linéaire de sommation
donné, si la convergence de la série

'é.;w(rbln-l)bf

entraine la sommabilité presque partout par le procédé en question
de la série ‘

) 2 by @.()

-] :

quel que soit le systdme normé de fonetions orthogonales ¢, ().
En imitant le raisonnement par lequel nous avons établi le thé-

oréme 14, nous pouvons démontrer le théoréme suivant;
Théoréme 15. Si une fonction w(u) est multiplicateur tntrinsique

de M. Weyl pour une certaine méthode de sommation linéaire, cette

fonction sera aussi multiplicateur intrinséque pour la convergence

ordinaire,

1 juillet, 1928,

icm

Un lemme topologique et son application dans la
' théorie des groupes abstraits.

Par
F. Leja (Varsovie).

1. Seit (C) une courbe simple fermée située dans le plan’ euclidien
et soient A, B, P trois points de ce plan dont A est situé & lex-
térieur de (C), B & lintérienr de (C) et P sur la courbe (C) elle-
méme. : ]

Supposons que la courbe (C) se déplace en se déformant en
méme temps d'une fagon continue de sorte qu'elle ne passe jamais
par le point B et que le point P décrive une courbe simple fer-
mée contenant 4 & son intérieur; au moment ol le point P revient
&4 sa position initiale, nous supposerons que la courbe (C) toute
entiére revienne, elle aussi, & sa position initiale.

Le but de cette note est de prouver que, dans les =zonditions
énoncées, la courbe (C) passe dans un moment par le point A et de
tirer de ce fait une conséquence concernant les groupes abstraits.

Précisons d’'abord l'énoncé du probléme: Soit )

(1) - C, 0=t=<1,

une famille des courbes simples fermées du plan euclidien satisfai-

- sant aux conditions suivantes: :

10 K (t,t,) désignant 'dcart ¥) des courbes C, et C, on a
E(t,t)—0, '
t—1,
quel que soit £, contenu dans infervalle <O, 1>.
1) C'est la borne inférieure des tous les nombres d, ol J est la borne supé-
rieure de Vensemble des distances de deux points qui correspondent dans une cor-

respondance biunivoque et bicontinue entre C; et C.
V.M. Fréchet: Sur I'écart de deux courbes. Trans, of. amer, soc. t. 1V, 1905),
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