Zur allgemeinen Kurventheorie,
Von
Karl Menger (Amsterdam).

Einleitung.
1. Uber die Bedeutang der Ordnungszahl von Kurvenpunkten.

IL. Uber umfassendste Kurven,
I11. {fber die Punkte unendlicher Ordnung.

Einleitung.

Die folgenden Untersuchungen befassen sich mit dem seit dem
Jahre 1921 eingehend behandelten allgemeinen Kurvenbegriff 1), dem-
zufolge ein kompakter zusammenhingender Raum Kurve genannt
wird, wenn zu jedem seiner Punkte beliebig kleine Umgebungen mit
zusammenhangslosen Begrenzingen existieren *). Ein Punkt, zu dem
bei selebig kleine Umgebungen mit endlichen Begrenzungen gibt,
heisst reguldr und wir nennen ihn wvon hichstens n-ter Ordnung,
wenn insbesondere beliebig kleine Umgebungen von ihm existieren,
deren Begrenzungen hochstens 7 Punkte enthalten. Die reguliren

1) Vgl. meine Grundziige einer Theorie der Kurven, Mathem, Annalen 95
1925, S, 277 (im folgenden als ,Kurven* zitiert), sowie Proc, Ac, Amsterdam 28,
1925 8. 67 und 29, Mai 1920, wo eine (u. a. den oblgen Kurvenbegriff ent-

_haltende) Note von mir aus dem Jahre 1921 abgedruckt ist. — Unabhiingig hat
Urysohn einen #quivalenten Kurvenbegriff untersucht im zweiten Teil des Mé-
moire sur les multiplicités Cantoriennes, der in den Verhand. Ak, Amsterdam er-
scheiner wird nnd an eine Note Compt. Rend, 175, 1922, §. 481 kniipft, — XEine
zusammenfassende Darstellung der neuen Kurventheorie findet sich im vierten Ka-
_pitel meines Berichtes fiber die 1imensionstheorie, Jahresber. d. deutschen Math.
Ver, 35, 1926, 8. t18.

?) Ein Tmlkontmuum'K irgend eines Raumes, z. B, eines 1?,., heisst demgemiss
Kurve, wenn zu jedem Punkt von K beliebig kleine Umgebungen ewmistieren, de-
ren Begrenzungen mit K Zusammenhangslose Durchechnitte haben.
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Punkte, ‘die von keiner bestimmten.endlichen Ordnung sind, —
jene Punkte also, zu denen zwar beliebig kleine Ungebungen mit
endlichen Begrenzungen existieten, bei denen aber die Muchtigkeit
dieser Umgebungsbegrenzungen notwendig iiber jede endliche Zahl
wichst, wenn die Umgebungen hinltinglich klein werden, — heissen
von wachsender Ordnung. Die Kurven, welche nur regulire Punkte,
bzw. nur Punkte von héchstens n-ter Ordoung enthalten, bezeichnen
wir kurz als reguldre Kurven, bzw. als’ Kuruen von hirhstens n-ter
Ordnung.

Die Berechtigung dieses Kurvenhegriffes wird durch eine allge-
meine Dimensionstheorie ') verbtirgt, mit welcher die Kurventheorie
weitgehende formale Analogien aufweist. Umgebungsfolgen, welche

gich auf die Punkte zusammenziehen, — und speziell die Begren-
zungen dieser Umgebungen, die in der Kurventheorie eine Rolle
spielen, — sind ‘auch das Magsgebende fiir den Dimensionsbegriff.

Wir fassen denselben nidmlich kurz dshin, dass wir einen Raum n-di-
mensional nennen, wenn 2u jedem seiner Punkte beliebig kicine Umge-
bungen mit hichstens (n— 1)-dimensionalen Begrenzungen existieren
und n die keinste Zahl dieser Eigenschaft ist, wobei als (— 1)-dimen-
sional die leere Menge - und nur - diese bezeichnet wird. Als nulldi-
mensional ergeben sich dann unter den kompakten metrischen Riu-
men die diskontinuierlichen. Als eindimensionale Kontinua erschei-

uen die Kurven im Sinne der obigen Definition.

Im folgenden sollen nun einige Probleme der Kurventheorie
behandelt werden. Wir beweisen im-ersten Teil ein Theorem, wel-

.ches eine neue anschauliche Fornrulierung des Begriffes der Ordnung

von Kurvenpunkten erméglicht, — behandeln im zweiten Teil einige
umfassendste Kurven, — und untersuchen im dritten Teil die Punkte
von unendlicher Ordnung.

1. Uber dic Bedeutung der Ordnungszahl von Kurvenpunkten.

Eines der wichtigsten Probleme der Kurventheorie ist die Frage
nach den Beziehungen zwischen der Ordnungszahl eines Punktes
der reguliren Kurve X und der Anzahl der im betreffenden Punkst
zusammenstossenden und sonst .fremden Teilbtgen von K: Mehr

1) Vgl. meinen Bericht tiber die Dimensionstheorie, wo die Ergebnisse von
Urysohn’s Mémoire sur les multiplicités Cantorieunes Fund, Math. VII u, VIII
und meiner Arbeiten: Uber die Dimension von Punktmengen, Monatshefte f, Math,

u. Phys. I Teil, Bd. 83, 1923, 8. 148; II. Teil, Bd. 84, 1924, 8. 137, sowie zahl-
reiche andere Resultate zusammengefasst sind.
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als # im Punkte p endende und sonst fremde Teilbiigen von K
existieren, falls p von. n-ter Ordnung ist, sicher nicht. Lassen sich
aber aus der reguliren Kurve A zu einem Punkt p von der- Ord-
_nung n wirklich immer » in p endende und sonst fremde Teilbigen
herausgreifen? Und zu einem Punkt von wachsender Ordnupg ab-
zshlbar viele in ihm zusammenstossende sonst fremde Bogen mit
gegen Null konvergierenden Durchmessern ?

An diese Fragestellung ') haben mehrere Untersuchungen angekniipft. Ich
habe gezeigt, dass fiir reguliire Baumkurven, d, b, fiir regulire Kurven, die keinen
topologischen Kreis als Teil enthalten, die Frage in bejahendem Sinn zu beant-
worten ist ). Da diese Aussage sich auf das Verhalten einer Baumkurve in der
" Nachbarschaft ihrer Punkte bezieht, ist damit natiirlich zugleich bezeigt, dass in
jeﬂem Punkt n-ter Ordnung eines Baumes im kletnen n Bogen zusammenstossen,
wobei als Baum im kleinen jede Menge zu bezeichnen ist, die zu jedem ihrer Pun-
kte eine Umgebung enthiilt, deren abgeschlosasne Hiille ein Baum ist. In dieser
Form warde das Ergebnis auch von Herrn Alexandroff hergeleitet 3), welcher
kompakte reguliire Kurven, die Biume in kleinen sind, als endlich hoch zusam-

" menhiingende Kurven bezeichnet. Herr Kuratowski erbrachte den Nachweis, dass.

in jedem Punkt zweiter Ordnung einer beliebigen reguiiiren Kurve zwei bis auf den
Punkt fremde Teilbiigen zusammonstossen *). [m folgenden will ich den Beweis
meiner Vermutung flir. alle reguliiren Kurven und fiir beliebiges » erbringen,

Theorem. Eine requliire Kurve enthilt zu jedem Punkt p von
n-ter Ordnung ein topologisches n-Bein mit p als Scheitel, . h. es
lassen sich aus der Kurve-n in p endende und sonst fremde Bigen
herausg1 eifen. Zu ;edvm Punkt von wachsender Ordnung enthilt eine
regullire Kurve abzihlbar viele in ihm endende, sonst fremde Teilbigen
mit gegen Null Fonvergierenden Durchmessern. Die Ordnung eines
Punktes p einer requliiren Kurve ist also.die grisste Zahl n von der Hi-
genschaft, dass sich aus der Kurve ein topologisches n-Bein mit p als
Scheitel herausgreifen ldsst. )

Betrachten wir zunilchst zwei naheliegende Wege, welche — wenigstens ohne
weiteres — nicht zum Beweise des Theorems fithren!

Sicherlich Jusst sich zum Punkt p ein in ihm endender Bogen aus der Kurve

1) Vgl Kurven, Math. Annalen 95, 8, 802, — Man kann die Frage natiir-
lich allgemeiner steilen fiir beliebige Kurven und irreduzible Kontinua, die in
ihren Punkten zusammenstossen. Eine einfache Antwort gilt dann aber, wie man
vorneherein sight, nicht

?) Uber regulive Baumkarven, Math, Annalen 96, vgl. auch schon Kurven,
8. 302.

3) Math, Anpalen 96,

) Kuratowski beweist den Satz sogar fiir die Punkte zweiter Ordnung von
Kontinua, die nebst allen ihren Teilkontinua im kleinen mnammenhltngend sind,
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heransgreifen, Man kiinnte daher erstens versuchen, unter der Annahme, dass
bereits #—1 in p endende und sonst fremde Bisigen auns der Kurve herausgegriffen

_seien, einen n-ten Bogen anzugeben, welcher in p endet und sonst zu den n—1

herausgegriffenen Bigen fremd ist. Dies ist nun aber, wenn nicht scharfe {in ihren
Details dusserst schiwer durchblickbare) Vorsichtsmassregeln bei der Auswahl der
n—1 ersien Bogen getroffen worden gind, im allgemeinen gar nicht muglich!
Man denke eine Kurve bestehend aus einer Strecke und einer um den Mittelpunkt
m der Strecke sich herumwindenden Spirale. Der Punkt m ist von zweiter Ordnung
und tatsichlich lussen sich zwei in m endende, ‘sonst fremde Teilbgen der Kurve
angeben, nimlich die beiden Streckenhilften. Hat man aber als ersten in m en-
derden Bogen die Spirale herausgegriffen, dann enthilt -die Kurve keinen zweiten
Bogen, welcher in m endet und sonst zum ersten herausgegriffenen Bogen fremd ist,
Eiue zweite Beweismbglichkeit wiirde man anf den ersten Blick von der An-
wendung des Brouwerschen Reduktionstheorems erwarten. Indes ist die hier in
Frage kommende Eigenschaft nicht induzibel: Man kann unschwer eine monoton
abnehmende Folge von reguliren Kurven angeben, welche im Punkt p durch-
wegs von der Ordnung » sind und deren Dprchschnitt zwar eine Kurve, aber von
geringerer als n-ter Ordnung im Punkte p ist.
' Eine Analyse dieser Bemerkungen bringt grosse Verwicklungen des Problems
zum Vorschein, so dass man von vorneherein eine ziemliche Linge des Beweises
erwarten muss.

Sei p ein Punkt der reguliren Kurve R. Es existiert dann eine
auf p sich zusammenziehende Folge von Umgebungen {U, (p)}
(k==1,2....}, so dass die Begrenzung B, von U,(p) endlich is
etwa' aus », Punkten besteht, und dass die Begrenzung jeder Um-
gebung U(p)(C U,(p) mindestens n, Punkte enthilt. Dabei konnen

wir fiir jedes k U,,(p) C Uy(p) annehmen. Ist p von der Ordnung #,
dann bestehen fast alle B, aus genau n Punkten und wir kénnen
daher eine Folge {U,(p)} von den angegébenen Eigenschaften an-
nehmen, so dass alle B, genau n Punkte enthalten. Ist p von der
Ordnung w (von wachsender Ordnung), 0 ist n,,, == »,, 1112 7, == 00

Unser Theorem gilt offenbar, wenn wir nachweisen:

Satz a. Fir jedes £ enthalt .die abgeschlossene Menge R, =
= U,(p) — Upsa(p) u, paarweise fremde Bogen, von demen jeder
einen Punkt von B, und einen Punkt von B,,; verbindet.

Betrachten wir nun irgend eine bestimmte dieser Mengen F,
niher! Sieist in R abgeschlossen, also, in sich betrachtet, ein regulir-
-eindimensionaler (d. h. nur regulire Punkte enthaltender) kom-
pakter Raum und besitzt nur endlich viele Komponenten. Nehmen
wir nun an, es sei E irgend eine B, und B,,, trennende abgeschlos-
sene Menge, d. h. eine Menge, so dass R, — E in zwei relativ ab-
geschlossene, zu einander fremde Teile zerfullt, von denen der eine
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die Menge B,— I.B,, der andere die Menge B, — £. B, enthilt. -

Die Komponenten der Menge R,— B sind wegen des Zusammen—‘
hanges im kleinen von I und der endlichen Komponentenzahl von
R, nach einem bekannten Satz 1) in F; offen. Betrachten wir die
Samme von U, p) und allen jenen Komponenten der Menge B,
welche. Punkte mit B, gemein haben! Man sieht leicht ein, dass
diese Summe eine Umgebung U(p) C Ui(p) ist, deren Begrenzung B
‘Teil von E ist, Da die Begrenzung jeder Umgebung CU(p) minde-
stens 7, Punkte enthalt, existiert also keine. weniger als 22, Punkte
enthaltende, B, und BH_‘ trennende Teilmenge von R,. Wir wollen
der Ktrze halber eine Menge M zwischen den beiden fremden in M
abgeschlossenen Teilmengen 4. und B n-punktig zusummenhdngend
nennen, wenn keine A und B trennende. weniger als # Punkte
entbultcnde Teilmenge. von M existiert. - Fir jedes & ist dann also
die Menge R, zwischen B, wnd By, m, punktig zusammenhéngend.
Satz o ist demnach enthalten in

 Satzp. Ist K ein kompakter requlir eindimensionaler Raum, wel cher
2uwischen den beiden endlichen Mengen P und Q n-punktig zusammen-
hanf/end ist, damn enthalt K n paarweise fremde Bogen, von denen

jeder einen Punkt von P und einen Punkt von Q verbindet.

Dieser Satz bildet in gewissém Sinn eine Verallgemeinernng von der Cha-
rakterisierung ‘des einfachen Bogens zwischen zwei Punkten e und b durch die
Tatsache des Zerfallens nach Tilgung eines beliebigen einzelnen Punktes, So wie
der einfache Bogen zwischen seinen Endpunkien jrreduzibel zusammenhiingend ist,
‘g0 gind # Bogen irreduzibel n-punktig zusammenhiingend zwischen den beiden #-Tu-
peln ihrer Endpunkte. Jede andere zwischen den beiden n-Tupeln n-punktig zusam-~
menhiingende regulir-eindimensionale Menge ist hmnegm hinsichtlich dieser Bigen-
schaften reduzibel, da sie nach Satz @ n fremde Bogen zwischen den beiden n-Tu-
peln enthiilt %),

‘Wir beweisen nun zunichst als ein im folgenden verwendetes

einfaches Hilfsmittel .
Satz y. Ist R ein im kleinen zusammenhangendgr kompakter Eaum

mit endlich vielen Komponenten und ist {C} (n =1, 2,...) eine Kolge

von incinandergeschachtelien abgeschlossene Mengen,; dercn jede die beiden
abgeschlossenen Mengen A und B trennt, dannwerden A wnd B auch dyrch

dic Menge C== g C, getrennt.

n=1t
1) Vgl. H. Hahn, Fund Math. JI, 8. 189, vgl. auch . Kuratowski,
Pund. Math, I, 8, 43.
2) Uber einige mit diesen Fragen zusammenhiingende Begriffsbildungen, dle
man einer Theorie des n-punktigen und n-stufigen Zusammenhanges, zu Grunde
legen kimnte, vgl, meinen Bericht iber die Dimensionstheorie, Kap, IV, 8. 144 1.

B
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Nennen wir U die Summe aller Komponenten von B— C, wel-
che mit 4 Punkte gemein haben und setzen wir V=R C—l— ).
Sowohl U als auch ¥ sind als Summe von Komponenten der offe-
nen Menge R — C in ihr offen; beide Mengen sind also in R — C
auch abgeschlossen. Ferner sind U und ¥ fremd und es gilt offen-
bar 4-—A4.CC U Um nachzuweisen, dass 4 und B dureh C ge-
trennt sind, haben wir nur unoch zu zeigen, dass U zu B fremd ist.
Andernfalls misste aber eine Komponentu und folglich auch ein
Teilbogen von R — (' existieren, welcher sowohl mit 4 als auch
mit B Punkte gemein hitte und daraus leitet man sofort einen
Widerspruch gegen die Trennung von 4 und B durch die Mengen
C, her. Damit ist Satz y bewiesen. —

Wir betrachten nunmehr die Aussage von Satz § fiir den Fall,
dass K ein gewthnlich-eindimensionaler Raum, d. h. Summe von
endlich vielen Bugen ist, die zu je zweien hochatens Endpunkte
mit einander gemein haben.

Satz 0 =="Sata § fir gewdhnlich eindimensionale Réume.

Als punktformiges Stick von K\P,@) wollen wir jeden Punkt
bezeichnen. der entweder Punkt von P -4 @ oder End- oder Ver-
zwexgungspunkt von K ist. Die endlich vielen Komponenten vom Kom-
plement der Menge aller punktformigen Stticke von K(P, @) nennen
wir die susammenhéngenden Stiicke von K (P, ). Die Gesamtzahl aller
zusammenhéngenden Stiicke von K (P, Q) bezeichnen wir als Grad
von K(P, Q)

Satz ¢ kann nun durch Induktion nach dem Grad von K(P, 0)
bewiesen werden. Man zeigt leicht, dass der Grad jedes zwischen
zwei Mengen P und @ n-punktiz zusammenhingenden Raumes
=n ist und dass jeder zwischen P und @ u-punktig zusammen-
hangende Raum vom. Grad # aus n paarweise fremden Bogen zwi-
schen P uud ¢ ‘besleht. Wir wollen also annehmen, Satz y sei be-
wiesen fir alle zwischen P und @ n punktig zusammenhanvenden
Réume von einem Grad <Cg.

Es sei dunn ein zwischen P und @ »n-punkiig zusammenhsin-
gender Raum K von Grad g>n vorgegeben. Man kann aus K
offenoar einen zwischen P und @ irveduzibel n-punktig zusammen-
hiingenden Teil herausgreifen, d. h. einen zwischen P und @ n-punk-
tig zusammevhdngenden Teil K’, von dem kein- echter Teil zwi-
schen P und @ n-punktig zusammenhingend. ist. Wenn der Grad
von K'< g ist, dann enthdlt laut Annubme K, also anch K u
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paarweise fremde Bogen zwischen P und §. Wir nehmen also. an,
der irveduzibel n-punktig zusammenhingende Raum K’ besitze den
Grad g (>n). Offenbar enthalt dann K’ ein punktformiges Stuck s,
welches in der Menge P-- ¢ nicht enthalten ist. In K'-—3 sind
n—1 Punkte und daher auch 7 — ! punktformige Stiicke s;,8;...
enthalten, so dass P und @ durch die Menge S=/{s,5,...5,} ge—
trennt sind, d. h. so, dass in K’ - § zwei abgeschlossene zu ein-
ander fremde Teile K, und K, existieren, von denen K, die Menge
P—S.P und K, die Menge @— S.Q enthalt. Wenn die Menge
S.P etwa genau p Punkte enthalt, dann ist K, zwischen P— S.P und

— &S P mindestens (n—p)-punktig zusammenhéiingend; denn enthielte
K, weniger als n—p Punkte, welche P - SP und S—VY.P trennen,
so wiirden diese Punkte zusammen mit den p Punkten von P.§
eine weniger als » Punkte enthaltende Menge darstellen, durch die
P—P.S und @ —S.Q getrennt werden, und eine solehe kann
nicht existieren. Anderseits ist K, ein Raum von. einem Grad <Cg,
enthalt also (n— p) pasrweise fremde Boégen zwischen P— S.P
und S—S.P. Ebenso enthilt X,, wenn die Menge S.¢) etwa aus genau
q Punkten besteht, n — g pasrweise fremde Bégen zwischen @—5S.¢
und §—S.Q. Diese » — p und n — g Bigen zusammen ergeben
n paarweise fremde Teilbogen von K zwischen P und ¢.

Damit ist Satz d bewiesen.

Wir .schicken nun dem Beweis von Satz § eirige weitert Be-
trachtungen vorans. Es sei K eine regulir-eindimensionale Menge
mit endlich vielen Komponenten, auf welcher zwei endliche Men-
gen P und Q ausgezeichnet seien. Nach kurventheoretischen Sutzen 1)
existiert sicher ein System {C,, .,} von Teilkoutinua der Kurve K,
welches folgenden Bedingungen gentigt:

1) Das System enthilt endlich viele, etwa n,, Kontinua C,. G,,..,
C,. welehe wir ,Kontinua des ersten Schrittes~ nennen, so dass
K=3% C, gilt, dass je zwei dieser Kontinua hochstens endliche

iy
Durchschnitte haben und dass jedes der Kontinua hdchstens einen
Punkt der Menge P ¢ enthalt.

2) Sei C,,,,, .4 , €n hereits definiertes Kontinuum des (k—1)-ten

Schrittes, Dann enthilt das System endlich viele, etwa 7y, ..,

') Vgl. Kurven, 8. 300. Fiir das Folgende vgl auch den Begrift des finiten
Umgebungssysiems in meinen Aufsatz: Allgemeine Ritume und Curtesiche Ritumeo
I, Proe, Ac.’ Amsterdam 29, 1926, 8. 476,
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ity g
= 2 C
je zwei Kontinua des k-ten Schrittes hochstens endlich v1ele Punk-
te mit einander gemein haben.

8) Ist «, der grosste unter den Durchmessern der Kontinua des
k-ten Schrittes, su gilt lim d, = 0.

Jedes der Kontinua Z’m

LT

so das C,

Kontinua C, ,, . AT

LARTEL s genety_pps Q1L UDd dass

.y, 1st offenbar die abgeschlossene Hiille

- einer in K offenen Menge, Welche eine endliche Begrenzung - besitzt,

bestehend aus den endlich vielen Punkten, die das Kontinuum C, N
mit den anderen Kontinua des k-ten Schrittes gemein hat. Jedem
Punkt von K ist fir jede natiirliche Zahl & ein Kontinuum C,(p)
zugeordnet, welches den Punkt p im Innern enthilt und einen
Durchmesser < 2d, besitzt: niimlich die Summe aller p enthalten-
den Kontinua des k-ten Schritles.

Ist nun irgend eine regulire Kurve £ und eine endliche Teil-
menge £ von R gegeben, so existiert stets eine gewohnliche Kurve
G C R, welche zu je zwei Punkten von E einen sie verbindenden
Bogen eunthalt. Wir konnen diese Bemerkung anwenden auf das
Kontinuum G, , . i, und auf die endliche Menge bestehend aus den
Begrenzungspunkten von Ciytyi, und dem zu G, ., eventuell ge-
horigen Punkt der Menge P Q. Wir konnen dann jeder Kurve
Ciyig. ., unseres Systems eine gewohnliche Teilkurve @, . .i, ent-
sprechen lassen, welche - zwischen Je zwei Punkten der Begren-
zung. von G, ., oder von (P4 @).C,,,,. ., einen sie verbindenden
Bogen enthilt. Wir bezeichnen die gewshnlich-eindimensionale Menge,
welche Summe aller gewthnlicher Kurven @, des k-ten Sehrit-
tes ist, mit &,. Es gilt dann

Satz & Ist S;:{s“s,;... st eine endliche Menge, welche P
und @ in G, trennt, dann ist, (wenn C,(s) die Surmme aller s, ent-

haltenden Kontinua des k-ten Schrittes bezeichnet), C(S)::Er Ok(éi)
!

eine P und @ in K trennende Menge.

Da laut Voraussetzung P und ¢ in &, durch die Menge S ge-
trennt sind, existiert eine Zerlegung G, — S = G’ + @, wo G und
G zwei fremde, in G, — S abgeschlossene Mengen sind und
@ OP—P.S und G Q) — Q.S gilt. Wir haben nachzuweisen,
dass K — C(S) in zwei Tremde relativ abgeschlossene Tejle zerfallt,
von denen der eine F— P.C(S), der andere @ —¢@.C(S) enthalt.
Wir bezeichnen zu diesem Zweck mit K‘, bzw. mit K" den Durch-

i i, iy
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schnitt von K — C(S) mit der Summe aller jener Kontinua des
J-ten Schrittes, die mit &, bzw. mit G Punkte gemein haben,
und zeigen, dass-eine Zerlegung von den gewunschten Eigenschaf-
ten geliefert wird durch die Formel K —C(¥)=K' -+ K”. Dass
E' D)P—P.C(S) und die analoge Formel fiir K" gilt, ist klar, Es
bleibt nachzuweisen, dass K’ und K fremd sind. Wir zeigen, dass
sie sogar einen positiven Abstand haben. Andernfalls existierte ja
ein Punkt ¢ von K'.K”. Der Punkt ¢ wiirde einem Kontinuum
Cipi i.._~O’ dessen Inneres in K’ liegt, und einem Kontlnuum
Ciyinns, = C", dessen Inneres in K" liegt, angehiren (' und ("
h,itten “sicher auch einen Begrenzungspunkt b. miteinander gemein.
Nun ist C'. G’ = Gy, 4, 8ls0 enthielte ¢’ mit Rilcksicht auf die
Konstruktion von (..., einen in b endenden Teilbogen von G';
und aus demselben Grund enthielte " einen in b endenden Teil-
bogen von G’. Da aber der Punkt & nicht zu § gehtren kann,

[jeder Punkt von S liegt ja im Innern der zu K'-- K" fremden
Menge C(S)] — ist damit ein Widerspruch gegen die vorausge-
setzte Fremdheit von G und G’/ hergeleitet und Satz £ ist bewiesen,

Um nun Satz § zu beweisen, setzen wir voraus, die regulire
Kurve K enthalte nicht n paarweise fremde Teilbigen, deren jeder
den cinen Endpunkt in P und den anderen in @ besitzt. Satz §
ist bewiesen, wenn wir zeigen, dass unter dieser Voraussetzung K
" zwischen P und ¢ nicht n-punktig zusammenhingend sein kann.
Zum Beweise von Satz § hahen wir also unter'der angegebenen Vor-
aussetzung die Existenz von n-- 1 Punkten nachzuweisen, welche P
und @ in K trennen.

Wir bilden zu diesem Zweck ein System von Kontinua {2} ;. i
mit den drei oben beschriebenen Eigenschéften und betrachten fir
irgend ein bestimmtes 4 die nach den obigen Vorschritten gebildete
gewohnlich-eindimensionale Menge G,. Als Teil von K kann G,
nicht n paarweise fremde Bbgen zwischen P und @ enthalten; also
existieren nach Satz ¢ n —1 Punkte, welche P und @ in G, tren-
nen und zwar existieren endlich viele, etwa r,, verachiedene (1n—1)-
-Tupel von punktférmigen Sticken der Menge (,, welche P und
Q in @, trennen. Sei S} (i=1,2,... ) eine dieser P und ¢ in G,
trennenden Mengen bestehend aus -1 punktformigen Stitcken

Pus Py 21,y Yoo Gy Zu jeder solchen Menge S¢ konnen wir die

Menge C(S7) bilden. welche Summe ist von allen Kontinua C,,..,.
des k-ten Schrittes, die irgend einen der Punkte von S* enthalten.
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Jede solche Menge C(S}) ist also Summe von n — 1 (nicht notwen-
dig fremden) Kontinua, deren jedes einen Durchmesser <~ 2d, hat.
Jede dieser Mengen C(S}) ist ferner offenbar in irgend einer der
Mengen C(S!~) enthalten. Es existiert daher eine Folge von inein-
andergeschachtelten Mengen {C( (85}, (k=1,2,... ad. inf). deren
jede Pund ¢ trennt und deren Durchschnitt aus hochstens n~— 1
Punkten besteht. Nach Satz y sind Pund Q auch durch die Menge

HU(S") getrennt. Damit sind z—1 P und ¢ .trennende Punkte

von K angegeben, womit der Beweis von Satz 8 und mithin von un-
serem Theorem vollendet ist.

Es sel zum Abschluss dieser Betrachtungen noch auf eine Verallgemeine-
rungsmoglichkeit des Theorems hingewiesen, Wir haben zur Definition der Ord-
nung von Kurvenpunkten die Umgebungsbegrenzangen nach ihren Michtigkeiten
eingeteilt. An anderer Stelle 1) habs ich darauf hingewiesen, dass man eine I"er-
2wesgungsordnung definieren konnte durch eine analoge REinteilung der Umge-
bungsbegrenzungen nach der Mdichtigkeit der Menge ihrer Komgponenten. Von
einer Verzweigungsordnung <% wire demgemilss ein Punkt zu bezeichnen, zu
dem beliebig kleine Umgebungen existieres, deren Begrenzungen hichstens n Kom-
ponenten enthalten. Es scheint nun plausibel, dass in einer ,reguldr-verzweigten®
Menge in jedem Punkt n-ter Verzweigungsordnung n B&gen zusammenstossen,
80 wie wir dies fiir Kurvenpunkte n-ter Ordaung nachgewiesen haben. Fiir einen
Punkt von n-ter Verzweigungsordnung lassen sich vielleicht sogar n in thm zu-
sammenstossende. in p einfoch terzweigte Mengen angeben. welche hinsichtlich
dieser Eigenschaften in gewissem Sinn saturiert sind.

II Uber nmfassendste Kurven.

Liegt eine Klasse von Riumen oder Raumgebilden vor, so kann
man fragen, ob die Klasse ein topologisch umfussendstes Gebilde
enthalt, d. h. ob ein Element der Klasse existiert, welches ein to-

‘pologisches Bild von jedem Element der Klasse als Teil enthult.

Unter den endlichen Mengen beispielsweise existiert sicherlich keine
umfassendste. Ebensowenig gibt es einen endlichdimensionalen Raum,
welcher alle endlichdimensionalen Réume topologisch enthalten wiirde.

Hingegen existiert einem Sierpinskischen Satz zufolge eive
nulldimensionale Menge, nsmlich die Menge aller irrationalen Punkte
des Einheitsintervalls, welche ein topologisches Bild von jedem se
parabeln nulldimensionalen Raum enthalt. Und es existiert einem
Urysohnschen Satz zufolge ein separabler Raum, n#mlich der
Hilbertsche Raum, in welchen jeder separable Raum einbettbar ist.

1) Kurven Math. Ann. 95. 8. 281, vgl. auch Bericht iib.d. Dimensionstheoric 8. 130.
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Die fiir die Kurventheorie wichtigste l‘atsuche dieses Problemen-

‘kreises ist enthalten in folgendem

Theorem: is existieren stetig durchlaufbare Kurven des By, die
au jedem kompakten eindimensionalen Ranm eine homdomorphe Teil-
menge enthulten. '

Eine solche umfassendste I{urve kann man in folgender Weise
herstellen: Wir teilen einen Wiirfel W von der Seitenlige 1 in 27
homothetische Teilwtirfel von der Seitenlinge §. Unter diesen 27
Teilwiirfeln befinden sich 7 Wirfel, die fremd sind zu den Kanten
des Wiirfels, von dem wir ausgegangen sind. Diese 7 Wirfel (wir
wollen sie die 7 inneren Wiirfel nennen) nebst ihren Begrenzungen
tilgen wir aus W. Zu jedem der 20 nicht getilgten Wiirfel nehmen
wir seine Begrenzung, soweit sie getilgt wurde, wieder hinzu und
wiederholen in ihm diesen Vorgang der Teilung in 27 Teilwurfel
nnd der Tilgung der.7 inneren. So fahren wir fort. Beim n-ten Schritt

1 :
erhalten wir 20° Wirfel von der Seitenlinge T deren Summe

o
wir mit [, bezeichnen. Die stetig durchlaufbare Kurve IT1, ist

]
eine umfassendste Kurve im definierten Sinn ).

Jn der Ebene hatte bekanutlich Sierpinski? eine stetig durchlaufbare
Kurve konstruiert, yon der er nachwies, dass sie alle ebenen Kurvea enthillt. 8ie
entsteht dadurch, dass man ein (Quadrat von der Seitenldnge 1 in 9 homothetische
Teilquadrate der Seitenlinge ! teilt, das innerste dieser Quadrate (d. h. jenes,
welches zum Rand des Ausgangsquadrates fremd ist), obne seine Begrenzung tilgt,
sodann dasselbe Verfahren auf jedes der restlichen 8 Quadrate anwendet und so
ad iofinitam fortfihrt. Wir zeigen nun: In der Sierpinskischen Kurve ist von jeder
ebenen Menge ohne inneren Punkt ein topologisches Bild als T'eil enthalten, diese
Kurve umfasst also nicht nur alle ebenen Awurven, sondern auch alle nicht-abge-

1) Der Beweis fiir die. Einbettbarkeit jedes kompakten eindimensionalen Raun-
mes in diese oben geschilderte Kurve findet sich in meinen Abhandlungen ,All-
gemoine Riume und Cartesische Riume“ erste Mitteilung, Proc. Ac, Amaterdam
29,1926, §.476, sweite Mitteilung, ebenda Juni 1926. In einer ausfiihrlichen dem-
niichst erscheinenden Darstellung dieser. Verhitltnisse fiir beliebige Dimensionen

hofte ich zugleich u. a. nachweisen zu kinnen, dass in diese umfassendste Kurve.

nicht nur jeder kompakte, sondern sogar jeder separable eindimensionnale Raum
einbettbar ist. Eine Konsequenz hievon ist u. a., dass sich im R, vier Mengen
Ry, R}. R}, R} ongeben lassen mit den Dimensionen 0, 1, 2, 8, so dass jede
nulldimenaionale Menge in Rg: jede eindimensionale Menge in R}, jede zweidi-
mensionale Menge des R, in R3, jede dreidimensionale Menge des R, in R} ein-
bettbar ist :

) C. R. 182, S 629.
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schlossenen ehenen Mengen, die kein Teilquadrat enthalten. Jode ehene Menge ohne
inneren Punkt ist ja offenbar enthalten in einer Menge, deren Komplement abziihl-
bar und in dér Ebene dicht ist, Da non einem bekanten Satz yon Fréchet zu-
folge alle ebenen Mengen mit abzihlbaren, iiberall dichten Komplementen unter-
einander homgomorph sind, geniigt es, einen Teil des Sierpinskischen Kurve anzu-
geben, der homiomorph ist mit einer Mengs, deren Komplement abziihlbar und
iiberall dicht ist. Als ein solcher Teil erweist sich die Gj— Menge &, welche
ftbrig bleibt, wenn man aus dem offenen (Juadrat das innerste seiner 9 T eilquadrate
nebst seinér Begrenzung tilgt, sodann das innerste Neuntel nebst dessen Begren-
zung aus jedem der restlichen 8 Teilquadrate und wenn .man diesen Tilgungspro-
zess ad infinitun fortsetzt. Dass diese Menge M tatsichlich homgomorph ist mit
einer Menge, deren Komplement abzithlbar und iiberall dicht ist, ergibt sich am
einfachsten, wic Herr Vietoris bemerkt hat, durch Berufung anf folgenden Satz
von R L. Moore '): Jede die Ebene fiberdeckende oberhalb stetige Menge lupper
semicontinuous collection) von paarweise fremden, die Ebene nicht zerlegenden be-

_schriinkten Kontinua ist mit der Ebene homiomorph. Die Punkte des offenen (jua-

drates zusammen mit den abgeschlossenen Teilquadraten, die zur Bildung von M
aus dem Quadrat getilgt wurden, stellen niimlich eine oberhalb stetige Menge sol-
cher Kontinua dar. Es existiert also eine topologische Abbildung der Menge dieser
Kontinua auf die Ebene und man zeigt leicht, dass die abzihlbare Punktmenge,
auf welche dabei die abzihlbar vislen Quadrate der Komplements von .M abgebildet
werden, in der Ebene dicht liegt. Die Menge M wird dabei also auf das Kom-
plement einer abziéihlbaren, in der Ebene dichten Menge abgebildet.

Nachdem durech das angeftihrte Theorem die Existenz umfas-
sendster Kurven sichergestellt ist, kann man die Frage nach der
Existenz umfassendster Kurven von besonderer Art anfwerfen. Exi-
stiert eine umfassendste regulire Kwrve? Gibt es, wenigstens fiir ge-
wisse n, umfassendste Kurven n-ter Ordnung?

Nuch einem Theorem der Kurventheorie ?) existieren nur endlich viele topologische
Typen von Kurven zweiter Ordnung und der Kreis ergibt sich als umfassendste
Kurve zweiter Ordnung Man kinnte untersuchen, ob nicht die bekannte.Sier-
piniskische Dreieckskurve?) alle ebenen Kurven dritier Ordnung umfasst, Wich-
tiger (mit Riicksicht auf die Einbettbarkeit aller kompakten eindimensionalen Riume
in den F,) wire die Angabe umfassendster Kurven von bestimmter Art im R,.
Man kinnte z. B. folgende riumliche Verallgemeinerung der Dreieckskurve auf
jhre Umfassungseigenschatten priifen: Jedes Tetrzeder, dessen Seiten die Linge 1
haben, ist Summe von einem Oktaeder, dessen Seiten die Linge } haben und von
vier Tetraedern, deren Seiten die Lange } haben, Wir tilgen nun aus einem sol-
chen Tetraeder das Innere disses eingeschriebenen Oktaeders, wiederholen dieses

1) Transactions Am. Math, Soc. 27, 1926. & 416.

3) Vgl. Kurven, Math, Annalen 95, § 303 uud den demni#chst erscheinenden
zweiten Teil des Mémoire sur les multiplicités Cuntoricnnes. Das Tlheorem wird auch
im wesentlichen in Urysohn's oben zitierter C. & — Note. sowie in meiner
erwithnten Note aus dem Jahr 1921 ausgesprochen.

%) Vgl C. R, 160, 1916, 3. 302.
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Verfahren in jedem der vier iibrighleibenden
fort, Es entsteht eine Kurve sochster Ordnung’!).

Rine vollstindige Losung dieser Probleme soll im folgenden fiir
die Klasse-der Baumkurven gegeben werden, d. h. fir jene reguld-
ren Kurven, die keinen topologischen Kreis als Teil enthalten 2).
Es gilt diesbeztiglich folgendes ‘

Theorem. Es eristieren, und zwar 'in der Kbene, winjassendste
Baumdkurven und ferner flir jedes n Bawnlkurven m-ter Ordnmng, die
von jeder Baumkurve w-ter Ordnung ein topologisches Bild als Teil
enthalten. Unter diesen wmfassendsten Baumkurven gibt es solche,

welche Swmme von abzihlbar vielen ‘Strecken wnd einer mulldimensio-
nalen Menge von ndpunkten sind.. Damit eine Baumkuwrve B alle
Baumkurven n-ter Ordnung, baw. alle Banmkuroen iberhaupt topolo-
gisch enthalte; ist notu'endig und hinveichend, dass B einen Teilbaum
B enthdlt, in dem die Punkte w-ter bz, w-ter Ordnung von B’ dicht liegon.

Es sei in der Ebene, eine Strecke S gegeben. Zugleich mit S
sei eventuell ein Dreieck D gegeben, so dass ein Eckpunkt von D
mit einem der Endpunkte von S zusammenfillt, wihrend alle ubri-
‘gen Punkte von.S im Inneren von I) liegen. 1'sei eine abzithlbare
in S dichte Teilmenge von S. Wir bestimmen auf ciner zu § paral-
lelen Strecke eine Menge 7", welche keinen ihrer’ Huufungspunkte
enthiilt und ordnen die abzihlbar vielen Geraden, welehe einen
Punkt von 7' und einen Punkt von 7" verbinden, in eine Folge
g} (B =1, 2,..). Wir bestimmen sodann sukzessive erstens aufs jeder
der Geraden g, eine Strecke S, welche in dem zu 7' gehirigen Punks
von g, endet, und zweitens ein Dreieck 1), welches diesen Punkt als
Eckpunkt Besitat und alle tibrigen Punkte von S, in seinem Inneren
enthilt. Dabei soll D, so klein bestimmt werden, dass 1) sein Durch-

Petraeder und fahren so ad infinitum

1) Alle regulire Kurven, welche in eine Kurve der geschilderten Art oder in
_ eine fholiche Kurve einbettbar sind, haben die Eigenschaft, dass sie in endlich
viele beliebig kl:ina Kontinua zerleghar sind, die zu je zweien hiichstens einen Punkt
gemein haben. Als eine (auch an sich interessante) Vorfrage zu derartigen Einbet-
tungssiitzen kinnte man daher uatersuchen: iIst jede reguldre Lurve [ir jedes
&> 0 Summe von endlich vielen Kontinua*< 8, die zu je zweien hichstens einen
Pynkt gemein haben? Bewicsen ist “nur (vgl. Kurven 8, 800), dass jede regulire
Kurve in endlich viele belicbig klein: Kontinua zerfillt, die zu je zweien endliche
Durchschnitte haben.
*) Eina sysiematische Untersachung dieses Begrifles, anf den zucrst von Ma-
zurkiewics (Fund Matb.. 11, 8, 119) bingewiesen wurde, findet sich in meinom
-Aufsatz ,Uber reguliire Baumkurven¥, Math Annalen Y0.
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1 '
messer << i ist, dass z) D, abgesehn hichstens von seinem auf S

gelegenen Eckpunkt zu allen Dreiecken D, (m < k) fremd ist, und
dass 3), falls zugleich mit § ein Dreieck D vorgegeben wurde,
D,C D gilt. Sind abashlbar viele Strecken 8, irgendwie diesen Be-
dingungen gemdss bestimmt, dann nennen wir m, (S, D) ihre Summe.
wobei ‘wir n =3, 4, b,... w setzen, jenachdem die Menge T" 1, 2. 3....
oder unendlich viele Punkte enthylt. '

Wir bestimmen nun fiir jede der Strecken S, (,=1,2,..) von
m, (8, D), die wir auch die Strecken des ersten Schrittes. nennen,k
eine Menge m, (S, D), bezeichnen die Strecken dieser Menge mit,
Siy(la=1,2,...). die zugehtrigen Dreiecke mit D,, und setzen
38, = m2S. Sind bereits ~die Strecken S,  des (k—1)-ten

i iy=1
Schrittes' und die zogehorigen Dreiecke D,

ety bestimmt, so bilden

wir zu jeder dieser.Strecken eine Menge 7. (Suti_ps Do, ;). de-
ren Strecken wir mit S, . (=1, 2,...) bezeichuen, und setzen
. ,
—— 13 J -
2 Sili,...ak*-—_ m.S. )

dtgeerip=l -
Wir wihlen nen irgend eine Strecke S der Ebene uud setzen
G,=3Zm:S, B,=0G,, (n=238,4,5,... ).

k=1

Wir behaupten: Die Menge B, ist ein Baum. B, ist sicher zu-
sammenhingend im kleinen, Wir haben zu zeigen, dass B, keinen
topologischen Kreis als Teil enthilt. Angenommen, es sei K ein to-
pologischer .Kreis (C B. Wenn K im Innern eines Dreieckes D,
des ersten Schrittes Pupkte enthilt, dann ist K offenbar zum In-
nern aller anderen Dreiecke des ersten Schrittes fremd. K kann
also. nur im Innern von einem der Dreiecke des ‘ersten Schrittes,

“etwa von D,, Punkte enthalten. Ebénso kann K nur im Innern von

eipem Dreieck des zweiten Schrittes, etwa von D,,(C D,, und all-
gemein pur im Innern von einem Dreieck des k-ten Schrittes,
Dyt Punkte enthalten. Dann kann aber der Durchmesser von
K niqht > 0 sein, d. h. B, kann keinen topologischen Kreis als
Teil enthalten. Man sieht ferner, dass der Baum B, nur Verzwei-
gungspunkte von n-ter Ordnung enthalt (n = 3, 4,... w).

Wir zeigen weiter, dass B, ein umfassendster Baum ist.
Sei, nimlich irgend ein Baum b vorgelegt. Wir wihlen irgend einen
zwei Endpunkte von b verbindenden Teilbogen s von & und bilden
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ihu topologisch ab auf die Strecke .S von B,. Die abzihlbare Menge
t der auf s gelegenen Verzweigunspunkte von 6 moge dabei in die
‘Menge 7'C S tbergehen. Wir betrachten die Menge b —s. Sie be-
sitzt abzihlbar viele Komponenten mit- gegen Null konvergierenden

Durchmessern (oder insbesondere nur endlich viele Komponenten),,

deren abgeschlossenen Hille b, (i=1,2, ..) Biume sind. Wir ord-
nen jedem Baum b, ein Dreieck des ersten Schrittes von B, zu,
welches wir mit D, bezeichnen. Dabei ordnen wir jedem Baum b, ,

welcher mit s einen Punkt ¢ gemein hat ein Dreieck za, welches

mit S jenen Punkt gemein hat, in welchen ¢ bei der topologischen
Abbildung von s auf § tbergefithrt wurde. In jedem Baum &, wihlen
wir einen Bogen, welcher einen Endpunkt von &, mit dem zu &,
gehorigen Punkt von s verbindet. Diesen Bogen nennen wir s, und
bilden ihn topologisch ab auf die in D, gelegene Strecke S, In
dieser Weise wird das Abbildungsverfahren fortgesetzt: Ist b,,,

ol
ein bereits definierter Baum (C 6, so ordnen wir -den abgeschlosse-

nen Hullen der Komponenten von &y, | — Sy, Dreiecke des

n-ten Schrittes von 3, zu. Dabel lassen wir dem Baum Big,.4, €D
Dreieck D, , entsprechen, welches mit S, . jenen Punkt ge-
mein hat, auf welchen bei der topologischen Abbildung von s,
auf S,

gemein-ist. In diesem Baum b,

At

, der Punkt abgebildet wurde, der s, , und Bigg,

1l 1

4, Wihlen wir wieder einen Bogen

Sigp.s, Und bilden ibn auf eine Strecke des n-ten Schrittes St 10
geeigneter Lage ab.

Damit gewinnen wir eine topologische Abbildung von der Summe
aller Bogen s auf einen Teil von ¢,, nimlich auf die Summe
aller bei der Abbildung verwendete;ﬁ Strecken Sigg.,- Joder Punkt
von 4, welcher in dieser- Bogensumme nicht enthalten ist, liegt je-
denfalls in einer bestimmten Folge b,, b,,... b, . jener Teil-
biume von b, welche bei dieser Konstruktion aufgetreten sind. Je-
dem solchen Punkt orduen wir den Durchschnitt der eulsprechen-
den Dreiecke 1), D,,.... D, zu. Damit ist eine Abbildung
der ganzen Menge b auf einen Teil von B, hergestellt und man
tiberzeugt sich leicht duvon, dass diese Abbildung topologisch ist.

Ist b ein Baum n-ter Ordoung, so kann diese Abbildung offen-
bar auf einen Teil von B, hergestellt werden. Zugleich ergibt die
Kounstruktion, dass alle Biume, welche muwr Versweigungspunlte n-ter

iig..dy

PURN

'2..‘1,‘ Y

igudy 30 ¢
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Ordnung enthalien und in welchen diese Verzweigungspunkte dichi
liegen, untereinander homiomorph sind. Jeder umfassendste Bawm
n-ter Ordnupg muss offenbar auch einen mit B, homgomorphen Teil
enthalten ; damit ein Baum alle Biume n-ter Ordnung exithalte;
ist also notwendig und hinreichend, dass er einen Teilbaum enthalte,

in dem die Punkte von n-ter Ordnung dicht liegen.

Es werde noch erwihnt, dass auch Bdume ohne Punkte der Ordnung w exis-
tieren, die alle Biume ohne Punkte wachsender Ordnung topologisch enthalten.
Dijese Bitume sind dadurch charakterisiert, dass sie einen Teilbaum enthalten, in
dem fiir jedes n die Verzweigungspunkte von’ einer Ordnung > # dicht liegen.

Schliesslich bemerken wir, dass die oben implizit verwendete Darstellung der |
Baumkurven als Summe cines Semikontinuums, das sich aus abzihlbar vielen Bg-
gen zasammensetzt, und einer nulldimensionalen Menge allgemein fiir regulire
Kurven gilt, Sogar jede im kleinen zusammenhiingende Kurve, zu deren simtlichen
Punkien beliebig kleine Umgebungen mit abziihlbaren Begrenzungen existieren,
oder, wie wir statt dessen aach sagen, jede-stetig durchlawufbare halbreguline
Hurve, ist Summe eines Semikontinuums bestehend aus abzihlbar. vielen Bisgen
und einer nulldimensionalen Menge. liegt z. B. oine regulire Kurve vor, so hat
man nur ein System von Kontinua mit den oben (S. 102) angegebenen Eigen-
schaften zu bilden nund in jedem dieser Kontinua je zwei Begrenzungspunkte
durch einen Teilbogen zn verbinden, Die Summe aller dieser Bogen ist ein Semi-
kontinunm mit nulldimensionalem Komplement

HL Uber die Punkte unendlicher Ordnung.

Es liege in einem separabeln vollstindigen Raum eine Menge .}/
vor. M bezeichne die erste Ableitung, d. h. die Menge aller Hiu-
tungspunkte von M, und fur jede Ordinalzahl @ der ersten und
zweiten Zahlenklasse bezeichne 1/* die a-te Ableitung yon M, d.h.,
falls @ eine isolierte Zahl ist, die erste Ableitung von A/*—! falls
@ eine Grenzzahl ist, das Produkt aller Méngen M? (8<C a).

Betrachten wir nun einen Punkt p der Kurve K. Wenn belfe-
big kleine Umgebungen von p mit abzshlbaren Begrenzungen exis-
tieren. dann wollen wir p einen halbreguléiren Punkt von K nennen,
und wir sagen von einem halbreguliren, aber nicht reguliren Punkt

" auch, er besitze die Ordnung N,. Zu jeder abgeschlossenen abzihl-
‘baren Menge 4 existiert nach dem Cantorschen Theorem in der

ersten oder zweiten Zahlenklasse eine kleinste Ordinalzabl e (und
zwar eine isolierte Zahl), so dass die a-te Ableitung von A leer ist.
Wir sagen nun, der halbregulire Punkt p besitze ein Geschlecht

= a, wenn beliebig kleine Umgebungen von p existieren, deren
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Begrenzungen leere a-te Ableitungen hesitzen, .und wi'r sagen, fp o
vom Geschlecht o, wenn a die kleinste Zahl dleser“Elgenschat ist,
Das Geschlecht ist also eine ftur jeden halbreguléren Punk.t be-
stimmte Ordinalzahl der ersten oder zweiten Zahlenklasse. Lie re-
guliren Punkte sind die Punkte  vom Geschlecl'lt 1 )

Ist das Geschlecht o des Punktes p eine isolierte Zahl, dann
existieren beliebig kleine Umgebungen von P deren B?grenzungeu
endliche (z— 1)-te Ableitungen besitzen. Existieren zu einem - Punkt
p beliebig kleine Umgebungen, so dass die (@ —1)-ten A'bleltungen
ihrer Beé;r‘enzungen n Punkte enthalten, dann sagen wir, fallrsv'n
die kleinste Zahl dieser igenschaft ist, der Punkt p sei vom Ty-
pus (o, n). Punkte vom Geschlecht e, die von keinem !)estim'mtex.x
endlichen Typus sind, pennen wir vom Typud (e, w). Die Lxistenz
von Punkten des Typus (a,7) erkennt man, indem man alle Punk-
te einer linearen Menge 4, deren (a— 1)-te’ Ableitung genau »
Punkte enthilt, mit einem Punkt g ausserhalb der die Menge 4
tragenden Geraden durch Strecken verbindet. Die Summe. aller
dieser Strecken ist im Punkt ¢ vom Typus (e n). [n #hnlicher
Weise zeigt man die Existenz von Punkten des Typus (az ). In

1 "
der Kurve, welche aus den Punkten y = sin 5> 0, und dem Héu.

fungskontinuum — 1 =<y <<+ 1, 2==0 bestéht, sind die halbre-
guliren Punkte vom Typus (2, 2), bis auf die beiden Punkte =0,
y== 4 1, die vom Typus (2, 1) sind.

Als Geschlecht & des Punktes p kann sich auch eine Grenzzahl
ergeben; obwohl die Ordnung der ersten nicht-leeren Ableitung der
einzelnen Umgebungshegrenzangen stets eine isolierle Zahl ist. Iis
konnen heispielsweise zu dem Punkt p beliebig kleine Umgebungeti
existieren, deren Begrenzungen leere Ableitungen von endlicher Ord-
nung besitzen, ohne dass schon beliebig kleine Umgebungen ex-
istieren wirden, so dass eine bestimmle endliche Ableitung aller
dieser Begrenzungen leer wire. (Man konute auch fir solche Punkte
ein Typus definieren).

Die halbreguliren Punkte: zerfallen also in &, Typen ') und je
zwei Punkte sind ihrem Typus nach mit einander vergleichbar.
Wir setzen (a, m) > (8, n), wenn entweder a > B, oder @ = und
m>n gilt. . ‘

- %) Vgl. Bericht tiber die Dimensionstheorie, S, 129,
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. Von den Saizen, welche tiber die verschisdensa Typen von
halbreguliren Punkten gelten, seien bloss zwei angefiihrt, welche
zeigen, dass Aussagen tiber halbregulire Punkte durch Beriicksich-
tigung der verschiedenen Typen in viele Aussagen aufgespaltet
werden konnen, und dass Satze tber regulire Punkte ihr Analogen
fir die verschiedemen Greschlechter besitzen.

Auf Grund der in meinen dimensionstheoretischen Untersuchun .-
gen verwendeten Methoden kann man tber die allgemeine gestalt-
liche Struktur der Réume folgenden Fundamentalsatz herleiten 4

Es liege in einen kompakten metrischen Raum ein
System von Umgebungen vor, welches folgenden Be-
dingungen gentigt: - '

1) Neben je zwei Umgebungen U, und U, des Sy-
stem gehtrt auch die Umgebung U,+U,dem System an.

2) Neben jeder Umgebung U des Systems gehort dem
System auch jede Umgebung an, deren Begrenzung
Teil der Begrenzung von Uist, wobei die leers Menge
als Teil jeder Menge gilt. _

Unter diesen Voraussetzungen ist die Menge aller
jener Punkte des Raumes, auf die sich Umgebungen
des vorgelegten Systems nicht zusammenziehen, ein F,,

.das zu jedem seiner Punkte ein diesen Punkt enthal-

tendes Teilkontinuum enthilt

Betrachten wir nun das System aller Umgebungen, deren Be-
grenzungen fiir eine bestimmte Ordinalzahl & eine leere a-te Ablei-
tung haben. Das System dieser Umgebungen erfillt die beiden Be-
dingungen des angefithrten Satzes. Die Punkte, auf welche sich
Umgebungen dieses Systems nicht zusammenziehen, sind aber die

Punkte von einem Geschlecht > . Dann entnehmen wir aber dem

angefiihrten Fundamentalsatz das

Theorem. Fir jede Ordinalzahl o ist die Menge aller Punkte
von einem Geschlecht > e entweder leer oder ein F,, das zu jedem
seiner Punkle ein ihn enthaltendes Teilkontinuum enthdlt.

Aus der Existenz eines einzigen Punktes von einem Geschlecht
> a folgt also die Existenz einer kondensierten Menge solcher

1) Vgl. Kurven 8. 287. In der oben angefiihrten Schirfe wurde das Theorem
von Hurewicz, Normalbereiche und Dimensionstheorie, Math. Annalen 96,
1926 bewieaen.
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Punkte. Jeder Punkt von einem Geschlecht > e ist sogar in einem
Kontinuum enthalten, das nur sus Punkten von einem Geschlecht
> a besteht ).

Als Kurve von einem Geschlecht <J & ktnnen wir jene Kurven hezeichnen,
deren siimtliche Punkte ein Geschlecht < & haben. Die Kurven wvon einem Ge-
schlecht < o sind dadurch charakterisiert, dass ste fiir jedes ¢ >0 Summe von
endlich vielen Umgebungen < e sind, die zu je ziweien Durchschnitte haben, deren
a-te Ableitngeﬂ leer sind,

Wir beweisen endlich noch das folgende

Theorem. Es sei a eine isolierte Zahl der ersten oder zweiten
Zahlenklasse.” Ist p ein Punkt von einem Typus (e, n) in der Kurve
K, dann ist der Punkt p von einem Typus = (1, n) fiir die Menge
aller Punkte von K, deren Geschlecht = a ist.

Wir setzen voraus, p sei vom Typus (@, n); es existiert also
eine Umgebung Z(p), so dass die (¢— 1)-te Ableitung von der Be-
grenzung jeder Umgebung von p <CZ(p) mindestens » Punkte enl-
hylt. Wir wollen gegen diese Voraussetzung einen Widerspruch her-
leiten aus der Annahme, dass die Menge aller Punkte von einem
Geschlecht =« in p von einem Typus <C (I, #n) sei, d. h. aus der
"Annahme, dass beliebig kleine Umgebungen von p existieren, deren
Begrenzungen weniger als # Punkte enthalten, in denen K ein Gre-
schlecht = @ besitat. Dieser letzteren Annahme zufolge miisste eine
Umgebung U <C<<Z(p)? existieren, deren Begrenzung B(U) abge-
sehn von einer hochstens n— 1 Punkte enthaltenden Menge 4 nur
Punkte von einem Greschlecht < & enthielte. Wir ktnnten daher
jedem Punkt ¢ von B(U) — 4 eine Umgebung U(g) zuordnen, so
dass die o-te Ableitung der Begrenzung von U(g) leer ist. Wir
kénnen sodann aus der Glesamtheit dieser Umgehungen U(g), einem
vielfach verwendbaren Uberdeckungssatz %) zufilge, abzihlbar viele
Umgebungen {U,} (n=1, 2,...) herausgreifen, o dass

1) B(U)—AC 3T,
n=]
2) in jeder Umgebung U(4) fast alle U, liegen.

!) Punkte, deren Geschlecht eine Gronzzahl ist, ktinnen, selbst wenn sie die
Punkte hichsten Geschlechies einer gegebenen Kurve sind, isoliert auftreten,

?) Ich schreibe 4 << B gleichbedeutend mit 4 < B.

*3) Vgl. Ubsr die Dimension von Punktmengen II, Monatshefte f. Math. u,
Phys. 24, 8. 142, Kurven, Math. Ann, 95, 8. 988, auch Einige Uberdeckungasiitze
der Punktmengenlehre, Wiener Ber, 133, 1924, B, 428,

icm

Zur allgemeinen Kurventheorie. 115

Betrachten wir nun die Umgebung ¥ = (I 3 U,C Z(p). Be-
n=t

zeichnet B(U,) die Begrenzung von U, dann gilt mit Riicksicht
auf die Bedingungen 1) und 2) bei der Auswahl der U,

mmCA+§may

Fur die a-te Ableitung B*(U,) von B(U,) gilt mit Riicksicht
auf die Bedingung 2)

B (V)C A+ 2 B+(T)),
also, da alle Mengen B*(U,) (n=1, 2,...) leer sind,
Be(V)C 4. o
V ist also eine Umgebung von p (C Z(p), so dass die a-te Ab-

leitung ihrer Begrénzung weniger als # Punkte enthilt, womit der
angekindigte Widerspruch hergestellt ist.

Es sei noch erwahnt, dass man mit Hilfe derselben Methode zeigen kann, dass
in einem Punkt vom Typus (&, n) nicht nur die Menge aller Punkte von einem Ge-
schlecht = @, sondern sogar die Menge aller Punkte von einem Typus = (2, 2)
einen Typus > (1, n) besitzt.

Die Methode, die zum Beweis des letzten Theorems verwendet
wurde, lisst sich dadurch charakterisieren, dass man eine Umge-
bung, deren Begrenzung Punkte von einer gewissen Eigenschaft
enthilt, durch Modifikation' in der Nachbarschaft dieser Begren-
zungspunkte tiberfiihrt in eine anderse Umgebung, deren Begrenzung
keine Punkte der betreffenden Eigenschaft enthilt. Diese Methode
der Modifikation von Umgebungen an ihren Rindern, die ich zum
Beweise zahlreicher strukturtheoretischer Siize verwendet habe ),
stellt eines der wichtigsten Hilfsmittel der Dimensions- und Kurven-
theorie dar.

1) Vgl. die Arbeiten der vorhergenden Fussnote.

Amsterdam, 10. Juli 1926.
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