Sur la mesure dés ensembles plans don:c tous les
points sont rectilinéairement accessibles.

Par

Otton Nikodym (Cracovie).

§ 1. L'objet du présent travail est de donner la résolution du
probléme suivant posé par M. S. Banach dans les Fundamenta
Math. vol. VI (p. 279). ' o

Un ensemble plan fermé, dont tout point est linéairement ac-
cessible, est-il nécessairement de mesure superficielle nulle?

Cette question est intimément liée & I'étude de la mesure des
projections des ensembles fermés. ‘

Dans cet ordre d'idées MM. S. Mazurkiewicz et S. Saks!)
ont obtenus un résultat fort intéressant en démontrant qu'il existe
un ensemble plan, fermé, dont les projections orthogonales sur tou-
tes les droites:

z=tcos @, y==tsingp, 0o <m,

ont la mesure 0 l'exception étant faite pour une seule droite, pour la-
quelle on obtient un ensemble de niesure positive. Les auteurs ont re-
marqués, 4 la fin de leur article, qu'on peut modifier convenablement
leur construction afin d'obtenir ,un ensemble plan fermé, dont la pro-
Jection sur toute droite y =mz (— M < m < M) est un' segment
de longueur >>1 et sur toute. autre droite passant par l'origine —
un ensemble de mesure nulle; M désigne un nombre non négatif
quelconque®. -En s'appuyant sur un lemme d’ont D'énoncé est un

1) Sur les projections d'un ensemble formé. Fundamenta Mathematicae. Tome 8.
p. 109—113,
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peu différent de ci-dessus, nous allons démontrer existence d’un
ensemble E jouissant des propriétés suivantes:

1% & est situé dans un carre, dont le coté est égale & wun. 20
mes B'=1, 3° pour chaque point z& B il existe- une droite l, qui
& avee K un seul point commun, & savoir le point 2. '

Cet exemple montre donc quil existe des ensembles fermés
plans de mesure > 0, pour lesquels tous les points sont rectiling-
airement accessibles. Nous nous servirons plusieures fuis de I'axiome
de M. Zermelo quoique il ne serait pas difficile de s'en passer.

Nous construirons, en employant la méthode de MM. Mazur-
kiewicz et Saks (un peu modifiée), un certain ensemble plan,
ensuite un ensemble dans 'espace & 3 dimensions moyennant du-
quel nous obtiendrons une classe non dénombrable d’ensembles, la-
quelle nous permettra enfin atteindre notre but,

Notations employées dans le présent travail.

1% <a,b> désigne le segment rectiligne fermé joignant les points & et b, .
20 mes E désigne la mesure de l'ensemble E an sens de M, Lebesgue,

30, a/c;z {...} désigne I'ensemble de tous les points dont les coordonnées z,y,2
satisfont & la condition vue entre les accolades {...}.

4°. 11 nous faudra considérer outre des ensembles de points aussi des en-
sembles dont les éléments sont des droites et il sera nécessaire de faire la distin-
ction entre la droite I et I'ensemble. de tous les points de cette droite. Ce dernier
ensemble sera désigné par ens L.

5% Si B est une correspondance biunivogue entre les points de I'espace ou
du plan, le symbole R pro E désigne ce qui correspond au E par cette correspon-
dance. Noas aurons besoin dans Ja sunite des différentes translations et rotations,
que nous considérons toujours comme des correspondances entre des points de l'es-
pace ou du plan, ’

6° Nous aurons besoin de faire la distinction entre la direction, (définie
par un faiscean de droites paralléles et ayant la méme orientation) et la direction
ndouble* ou bi-direction définie par un faiseceau de droites paralléles doni on
n'a pas choisi ancune orientation. Chaque direction (simple) peut &ire représentde
Par un nombre réel '@ on plus généralement par ¢ 4-2Nz (N entier), ol

x==%cos ¢ | x,, y=tsn p4y,, t>0
sont les équations des demi droites appartenant i cette direction. D'une manitre

analogue le nombre @ représente aussi la bi-direction:

z=1cos ¢+ x,, y=tsin p-}y,

(ot 1o paramétre ¢ peut prendre toutes les valeurs). Pour que deux nombres @ et
@’ représentent la méme bi-direction il fant et il suffit qu'il existe un nombre
entier N, tel que: ¢ = ¢’ | Nz,
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Si @, b sont deux nombres tels que
0<b—a<l

nous désignerons par bi-angle <a,d> ou ang <ab> l'ensemble de to.ute.s les
bi-directions pour lesquelles ils existent leurs nombres ¢ représentant, satisfaisant
"4 'inégalité
oY

@& ang <ab> veut dire que la bi-direction representée par le nombre @ appar-
tient & 'ensemble ang <a,b>. Dans ce cas nous employerons l'expression: la bi-
-direction @ appartient au bi-angle <a, b>: L'expression ¢ se trouve en dehors
de l'ang <a,b> signifera que la bi-direction n'appartient pas & ang <o, b>, Nous
désignerons parfois par une méme lettre un nombre et la direction ou la bi-direction
correspoudante.

7°, Nous emploierons souvent des différentes projections, soit des projections
orthogonales soit obligues ou méme des projections par des rayons partant d'un
point, et clest dans ce but que nous allons introduire la notation suivante:

Si K est un ensemble de points, le symbole

proji B

désigne I'ensemble de points qu'on obtient en projettant tous les points le B sur
la droite (ou le plan) A par moyen des rayons d'un faiscean de droites (ou de

plans) désigné par B. .
Dans le cas des projections orthogonales nous nous permettons de supprimer
I'un ou autre indice en écrivant simplement:

projs B ou _proi" E,

mais seulement si la présence de l'antre indice sera indifférente. P. ex. si ¢ est
une bi-direction le symbole mes proj, B désigne la mesure de I’ensemble obtenn
par la projection orthogonale de l'ensemble E sur n'importe quelle droite du fai-
sceau ,bi-direction p¥,

8% aeb veut dire que o appartient comme élément 4 I'ensemble b.

99, S(a,7) représente le cercle ouvert, c’est-a-dire l'ensemble de tous les po-
ints dont la distance du point & est inférieure a 7.

8§ <a, r> représente le cercle fermd, c’est-a-dire 1'ensemble de tous les points
dont la distance du point & est <

§ 2. Nous démontrerons le suivant: g

I. Théoréme auxiliaire: Soient 0 << <<r, 7>>0 et o, des
nombres positifs, satisfaisant & l'inégalité 0<a +8< g

Dans ces conditions on peut construire un ensemble F jouissant
des propriétés. suivantes:
1. F est somme d'un nombre fini de cercles fermés dont les
rayons sont égaux. ‘
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2) FC8(0, ).
. 7T '
3) Si --§——a<1<~z2—z+a,
on a: mes proj* B> 2y

. w
98 —5+ @+H<IS—F—(@+p)
on a:  mes proj* F <24

Pour démontrer ce théoréme jemplojerai la méthode analo-
gue & celle qui est exposé dans le mémoire cité de'MM. Mazur-
kiewicz est Saks. Jen expose ici la démonstration de ce lemme
Parce que ses conséquences semblent étre paradoxales et sa démon-
stration, quoique facile, est assez longue et pénible et ne parait pas
étre tout-a-fait évidente.

Démonstration: Envisageons un systéme des coordonnées re-
etangfllaires ,y et soit le sens positif pour les angles celui qui fait
coincider T'axe -}z avec l'axe ~+y aprés une rotation ’de Pan-

1 7 .
gle - 3 Nous ne considérons que des demidroites aves lesquelles

I'axe 4 o fait un angle >-—J—2t—- a et gg — @. Désignons par

A(p) la demidroite issue du point 4 et avec laquelle l'axe + =
fait un angle égal & @. La droite illimitde portant la demidroite
A (p) sera désignée par A(p).

Nous avons supposé que

¢ a>0, atp<Z.
Choisissons un nombre § ot 0 < f'<< 8 et posons
) vy — (@t g).
On a évidemment
(3) 0<y <3

. W
I Lemme. Si _§+ et <1 <::—;—a--ﬂ’ st ¢>0 est in-
férieur aux nombres: cose, sina et sin 8y ona cos(l4a)>e.

En effet, si I3>>0, on a: 0 < l+a_<g--ﬂ', d'ot
(4) cos (I 4 @) > sin 8
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Dans le cas ol 1<C 0 on a: ——%-{» a< l+a<<a dol, s
14+ a<<0, il s'ensuit que:
(5) cos (I -+ @) > cos (——-%—[—a)xsina
et si I+ a >0, on obtient
(6) cos (I 4 @) > cos a.
Les inégalités (4), (5) et (6) démontrent le lemme.
Remarque 4. Soit
(6 bis) —~+a+ﬁ <l<l’<-—~7a—ﬂ’

et soit 4 un point quelconque. La droite A(7") ne passe jamais par

le domaine convexe de I'angle: [A (——% — a), A(l)].

Par conséquant il existe une droite m, paralléle & A(l') et cou-
pant les deux demidroites A (—g—— a), A (1), cette droite m pou-

vant étre choisie de maniére & ce que la distance du point A soit
si petite quon veut. Envisageons une droite m comme ci-dessus et

. . . L
solent P et @ ses points d'intersection avee A (—-—2 — a) et A(l)

respectivement. Les points 4, P, @ forment done tou-
jours un triangle, qui nous donne:

_ cos (I + a)

) PQ=04 cos (I' -+ a)

sin (' — 1)

@) AP= Q4 27 cos l’+ @)
comme —7‘—;— a -g<l, la demidroite 4 (—g—) coupe néces-

sairement le segment ouvert (P. @) dans un point, soit S, Elle
coupe aussi la demidroite P(/) dans un point, soit E.
Remarque B. Soit P, le point d'intersection des demidroites

P(l) et Q(—- g — ) Cherchons une condition suffisante pour qu'il
soit PR < PP,.
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On a: PP,=A(Q et PR= AP ~Z’ c’est qu'on tire du triangle

APR. Cela nous donne, par rapport & (8):

PR—4 sin (l’—_l) sina
¢ cos(I'--a) cosl’
Mais d’aprés I'hypothése:

(9) cosl > cos (g— a) = sina,

d’olt et par rapport au lemme I: PR<AQsm U ——l
c

Par conséquent: Sil'on suppose que 0<<V—1!<¢ on
obtient PR <C PP, et cela quels que soient I et I’ satis-
faisant & la condition (6 bis).

Remarque C. Le triangle 4RP nous donne:

AR=4p %80t h
cosl 7
donc, en vertu de (8):

R=QA.GOS (e41) sin(¥—1)

cos I “cos(e+ 1)

Par rapport & (9) et en vertu du lemme on en obtient:

AR < QA. cos (@ -F1) . sin (' —10)

sina.c

done
(10) AR < QA_

Par conséquent, si Q4 <Cc?.g, ol €>0, on a toujours

AR <&, quelques soient [ et I’ satisfaisants & la con-

dition (6 bis).
g—aglg—g et envi-

sageons le segment A4S Du triangle 4PS on tire:

Remarque D. Soit 4 tel que —

AS— APcos(a-I—l’
cos I’

d'oli, par rapport i (8):
AS = 40" Gl’}

cos I’
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49

On en conclut, comme plus haut, que: 48 < — barce que l'in-
égalité (9) est vraie pour /'.

AQ .
Par conséquant: mes proj* A8 <C _cQ sin u.
' N .
Done; 8i 'on suppose que AQ<siEna’ on obtient

mes proj* AS < e

quelgque soit 4, ol —g—aglg-—get quelques soient
let ) satisfaisant & 1a condition (6 bis).

Remarque E. Soit —g—aglg—g—{—a. Etant donné un

— e e s
vecteur MN désignons par proj* MN le vecteur M'N’ que Fon ob-

tient en projetant MN sur la droite
(13 bis) r=1t cos~(l+g), y ==t sin (l—{—g),

et par mes proj"ﬁ\f la mesure algébrique de ﬂ’?\f’, en considérant
comme le sens positif de la droite (13 bis) celui de la direction

n
At 3
Par rapport & (8) on a:

4 TD si:t(l'~a) (_f_t__ _ ___9‘_6)
mes proj* AP = QA (c———-——os TTa cos 5@ A 5
done )

(18 ter) mes projt 4P <0
. n 7 n
<l 2 pd
parce que 2_25 2+2a<2.
D’une manidre analogue on obtient
mes proj* ZZ) = Q4. cos (l — l——g)‘> 0

parce que 0 <! — 2 <. *
Il Sensuit que les points proj* P, proi‘A proj* Q pro-

cédent dans la direction /?,-l—g,sl —a< A< — —-+a
. ‘
ot —§+(a+ﬂ'>31<z'sg——<a+ﬁ'>.

icm

Sur les ensembles accessibles. 123

Cherchons maintenant des conditions suffisantes pour

que :mesproj"AQ{>[mesproj’~27’!. Ontrouve gquune telle "

"condition est: O0<C¥ — 1< ¢t

En effet, soit 0 <<¥ — 1 < ¢ Il s'ensuit progressivement:
r— sin (I'—

————<c<smﬁ’ cos I F )cos(a—]—ﬂ.)<smﬂ’

ce qui résulte des faits: 0<<c<<1, 0<<cos(a+ D) <1, sin(l' — )<
<('—1) et cos(l'4a)>c (I Lemme).

Mais on a:
- =ltgtasl—i> 1+ —a>p,
d'ott  sin (1 — 1) = sin g, done
sin (I' —1) .
cos (T )cos( +A)<sin(l — 4)

"dest d-dire |mes proj AQ > |mes proj* A_ISI

Remarque F. Cela posé, envisageons le segment AB, o
B(=4) est un point situé sur la demidroite 4 (I). Divisons 4B
en n parties égales: : :

A4, =4, 4y =...—= A, , B,

ol n>>3. Posons Ay574 et 4,5 B et déﬁnlssons P. comme le
point d'intersection des droites: 4, (——§—a) et 4., (I),
=0, 1,..., n—1).

Soit maintenant -—7—; — aSZS—%-}— o et 0V —1<ct

Ce qui nous intéresse, c'est la projection de l'ensemble:

n—1

N
(18) Twzy{e>ah. 3 Pl
i
ol a désigne l'abscisse du point 4.

Dans le cas ou — g =is=— % ~ @, on peut démontrer que
projt T D) proj* AB.

En effet, soient Py, 4y, Py, 4i,..., Py, 4, les projections des po-
ints By, 4y, Pi, 4,, ... P,, 4, sur la droite (13 bis) orientée comme
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plus haut. Par rapport & la remarque L, si l'on suppose que
0< ¥ — 1< e les projections ci-dessus sont écrites dans leur ordre.

1l s'ensuit que

u—1
P, 4, = proj* 2‘ P A
i=0
Par conséquent, en vertu de la remarque B, proj*T “est un
segment dont 4, est 'une de ses extrémités, parce que la demi-~
droite 4, (—-— 7—2’) ne coupe quun seul de segments P, A4, & savoir
le segment P, 4,. ’ .
Mais la demidroite 4,(4) coupe nécessairement le segment Fy 4,
‘ ~
dans un point E qui se trouve sur le segment zy{x>>a}. Fy A, et
on a proj* E=A;. On en déduit facilement que dans notre cas
prof* T. ) proj* AB.

Dans le. cas olt —7—; —e =A== g, on trouve par un raisopne-
ment analogue que
proj* T C proj* AB.

Supposons que 0 < —1<Cc? Il s'ensuit que 0 <<V —1<Te¢
car ¢<C1; par conséquent, d’aprés la remarque B, la projection de
T differe de celle de 4B d'un segment, qui est précisement iden-
tigue & proj* A4S, ot S est le point d’intersection des demidroites

- ,
4, (—5), Py ().
Oti en conclut que:
proj* AB = proj* AS - proj* T.
Soit maintenant n tel que - '
4B _sin @
n e’

Daprés la remarque D, il s'ensuit que: mes proj* AS <C e.

D'une fagon générale, ayant donné un segment droit quelcon-
que AB, ol l'abscisse de A est inférieure & celle de B, désignons
par 6(n,I') T'opération qui consiste & remplacer 4B par Vensem-

ble T' construit comme ci-dessus (13); on suppose ici que — g —+
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‘e <i<r< -}—g — (e £, ot I désigne la direction

de AB. Cette opération est univoque.
Fn résumant on peut affirmer que si

{12 ter) —g+a+ﬁ'<l<lf<g—“—‘ﬁ':
' UV—l<ec
4B .
et n > —— sin @,
£.¢

on a, quelque soit 4, satisfaisant & la condition:
T 7 - .
—g—e= A=< — §+a la propriété suivante:

Il suffit qu'on ajoute & Yensemble proj* 7'un segment de longueur
< &, pour que la somme ainsi obtenue renferme 1'ensemble proj* AB;
T est le résultat de l'opération 6 (n,%) appliquée au segment 4B
et est défini par (13). :

Remarque G Soit 4 la longueur du segment 4B et d' Ja
somme des longueurs de tous les segments dont se compose 1. d est
évidemment inférieur a la longueur de P, 4, prise  fois. Par rap-
port & (7) on trouve: - '

cos (I 4 a)
Py A, = 4,4, . EES‘((z“i E

done : :
cos (14 a)
cos (I' )
Le triangle 4,P, 4, est analoghe au triangle APQ considéré
plus haut. Envisageons le point R, clest-a-dire le point d’in-

d <<d

tersection des demidroites 4, (— g) et Py() et appelons la lon-

gueur du segment A, R: lhauteur de lensemble T. D’aprés (10)
on a

4,4, AB
(1b) A°R<—GT~_.W.
On en conclut que: Le nombre ¢>>0 étant donné, si
I'on prend
AB

ct e

n >

5
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Thauteur de lensemble T, que Pon obtient de 4B en y
appliquantlopération 8(n, ), est e
Remarque H. Soit

0l —1<e? ot

Wb ) et p<i<i<—F—a—p

comme d’habitude. Soient
(15 a) 4,B,, 4,B,,..., 4, B,.

une suite finie de segments fermés n'ayant pas de points communs
et supposons qu'ils aient la direction /. Choisissons un nombre po-
sitif o. Appliquons l'opération 8(n, ') & chaque segment (15a), ol
n désigne un nombre naturel qui ne sera déterminé que dans la
suite. On en obtient une suite ’

(16) T, T,,..., T,

d'ensembles dont chacun est une somme de » segments fermés pos-
sédant la direction [’ _
Désignons par d la somme des longueurs des tous les segments (16a).
Supposons que n satisfasse & l'inégalité:

‘ 4d -
(17) ">
' P AB, . .
On a & fortiori n > — (¢=1,...,n), done, daprés la remar-
e~
4

que F, I'hauteur de chaque T, est inférieure & %.

Soit —g—aSlS—g—{.—a. Si n>gfl—c—sina, olt >0 est

.. . A,B, .
choisi arbitrairement, on a: # > —Ei—cism o, donc, en vertu de la

remarque E: l'ensemble proj*4,B, est contenu dans ’ensemble
proj* T, angmenté d’'un segment convenable de longueur <<s.
Il s'ensuit que

mes proj"ZA. B, < mes pro;”«Z T+ me.

(L3} 1=1
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Soit d' la somme des longueurs de tous les segments constitu-
ants tous les 7;. D'aprés la remarque G on trouve

, cos (@ 41
&<d cos (¢ 1)

Le nombre n n’est pas été choisi jusqu’s maintenant. Choisissons
le de sorte que:

n>

4d dm .
P et n>g.—zsma,
dans ces conditions on a, quelques soient [ et I', satisfaisant & (15 Dis)

1) la hauteur de T,-SE.

4
2) la somme des longueurs des tous les segments de 3 T, est
i=1
208 (@410
cos (1)’

. W 7T
3) sl -—2——a§2_<_§+a,

on a:

mes proj"z A4, B, < mes proj‘Z Ti+e.
R ' =1

Convenons de dire que 3 7; est un des résultats de I'opération
. i=1

0 (0,5 1") appliquée & l'ensemble 3 4,B,, si les propriétés 1), 2), 3)

{=1
subsistent, les T; étant construits. comme plus haut par moyen de
Popération 6(n, /). Le résultat obtenu peut &tre exprimé en disant
que pour chaque ¢>0 et ¢ >0 on peut trouver un nom-
bre n, tel que, si 'on choisit n<<n, et quon applique
Popération 6(n,l') 4 chaque segment 4,B;, onenobtient

un ensemble g’T,, qui est un des résultats de l'opéra-
1wl .
tion & (o,61) appliquée & S’ABi.
i=1

Lemme II. Soit E un ensemble fermé, borné et tel qu'il n'existe
aucune droite  =a n’ayant de poiuts communs avee F et telle que

B.ayle<ayd0, B.zy{e>ay=0.
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Dans ces conditions on a
projo B = projo £y,

olt E, désigne le plus petit domaine convexe, fermé et contenant l'en-
semble E. ’

En effet, on a :
_ projy B C proj, E:

Il suffit done démontrer l'inclusion inverse.

Soient a, et a, les bornes inférieure et supérieure de 'ensemble
proj, . E étant un ensemble fermé, il existe deux points P
et P, tels que

P, eE, PyecE, proj, P,={ay,0), proj,Fy= /(a0

On a P,==P,. Envisageons le segment droit fermé P, P,. Des hy-
pothéses il résulte que
projo Py Py = proj, B
D'autre part on a
projo Py Py == projo Ey
d'oti résulte le lemme II
Remarque I. Nous aurons & considérer dans la suite des pa-
rallélogrammes, possédant deux cotés parslldles & l'axe y. Nous les
appelorons parellélogrammes normaur. Les cotés parelléles & l'axe y
seront appelées ,bases ). Les cotés non parelléles & I'axe y seront
appeldes tout court ,cotés®. Ktant donné un segment rectiligne 4B
non paralléle & l'axe de y, on en peut contruire d’une infinité de ma-
niéres des parellélogrammes normaux ABCD pour lesquels 1) 4B est

une de deux cotés, 2) les bases sont situéds sur les demidroites 4 (—— fg)
. 7
et B ("— §) .

Les parallélogrammes normaux satisfaisant & ces deux condi-

tions seront appelés ,parallélogrammes appartenant & ABX.
Soient

4,B,, 4,B,,..., 4,B, m>1)

des segments rectilignes, fermés, paralléles et n’ayant pas de points
communs, Supposons que leurs direction ne soit pas parelléle & 'axe y.

%) comp, le Mémoire de MM, Mazurkiewics ot Baks;
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Soit £>0; je dis qu'il existe un nombre g,>>0 tel que,
si 'on remplace les 4B, par. des parallélogrammes
4,B,C,D, y appartenant respectivement et possédant
les basses <oy, on aura, quelque soit ¢:

mes proj?® 3 A4, B, C,D, << mes proj? 3 4,B, 4 ¢
i=1 {=1
et | proj® ﬁAiB‘Cproj?’:‘JAiBi C D,.
T i=1

L’inclusion ci-dessus étant dvidente, il suffit seulement de démon-
trer l'inégalité.
Soit ¢ > 03 envisageons l'ensemble

M= § <4y, 0>+ 4, B+ S<B, o>

et ses projections, On a:
proj® Er:"M‘ = pro;"?"E"; 4, B, + (E’:proiPS<A¢, o> 4
i=1 N - =1 .

+ Enpro;'? <B, >
tem]
done:
mes proj® i’nM. = mesprojP EmAiB, +4mo.

Posons 0, 5= 4 et choisissons o tel que 0 << o < 0,. On obtient

ainsi

(20) mes proj? §M, = mes praj9°i21' 4,B,+ ¢,
i=1 -

Si Pon désigne par M; le plus petit domaine convexe et fermé,
enfermant M;, on a d’aprés le lemme II:
prof? M, = proj¥ M
done

(21) pro;"PEM, = proj?’i’M} .

 Soit A4,B,CD, (i=1,...,m) un parallélogramme quelqonque
appartenant & A4, B, et possédant sa base = o.
On a évidemment

4,B,6,D,C M;

-done \ proj¥ A, B,C, D, C proj® M,

Fundamenta Mathematicae t, X. 9
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done proj® 3 A4,B,C. D, C proj¥ 2’1 M;.
. f=1 1=

Des relations (20) et(21) on oblient done: quelque so ite>0,0ona
mes? 3 A, B, (. D; < mes proj¥ 2; A4,B;+ ¢,
i=1 =

siles bases sont suffisamment petites.
§ 8. Ayant achevé tous les préliminaires, nous pouvons passer

& la construction principale.
Soit N>>4 un nombre qui ne sera déterminé que plus tard,
Considérons la suite des directions:

2y
@2) L5 — y—}—z.-NZ, (=0,1,2,..., N—1),

ol y= g — (@ f), (comparez (2)).
Pour qu'on ait
—5+etp) <u<—g+@tp e
(23) b b2 '
7 (a4 <l < i (a8,

il suffit de supposer que
2

(24) - N>~

‘Sdpposons done que N satisfasse & Ia condition (24), et qu'on ait
(24 bis) Ve

Soit 0 < »' < »"" < p<Tr, ol 7' et y sont les nombres intro-
duits dans I'énoncé du théoréme auxiliaire (p. 118). Marquons le point
W Q'intersection de la demidroite O (Z,) avec la circonférence du cercle
5(0,0) et soit W’ le point de la méme eirconférence, diamétralement
opposé & W. Soit Ny,Z>4 un nombre naturel assez grand, pour que les
cotés des polygones réguliers (3 4 N, -2 sommets) inscrits dans le
cercle S(0, ¢) n'aient pas de points communs avee la circonférence
du cercle S(0,r). Envisageons un polygone dont W est un des
sommets. W’ en est aussi un. Soient

I’V, Wl"-') WA'n) WNg—}-l)"'v WQNM Wl
W;"“J W;Voj WLVO-H)-"; W;Nn) W

les sommets consécutifs, considérés dans le sens positif de parcours,

(25)

?
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Envisageons la summe suivante de segments fermés rectilignes:

No N '
(26) B 3 < Wi Wy, > + J'<W Wipapa®> + <W W',

k=] k=1

L’ensemble F, satisfait aux conditions du lemme IT en ce qui
concerne les projections proj4, o

T
(27) —E_agxg-g—{-a.

Cela résulte du fait que, en ‘vertu de (23), la droite O (},) ne passe
pas par le domaine convexe de I'angle [0 (— y—;‘— a),O(-——g—}—a)].
Par conséquent, quelque soit 4, satisfaisant & (27), Pensemble proj* F,
est identique & la projection proj* du polygone régulier dont les
sommets sont (25). Comme, d'aprés ce qui précéde, le cercle
8 <0,7"> se trouve dans l'intérienr du polygone, il s'ensuit que:

mes proj* Fy > mes proj* 8 <0, r'">
_¢est-a-dive:

(28) mes proj* Fy > 29",
Soit maintenant o, > 0 tel que les cercles

S<W1 01>7 ‘g< u’k361>|
S< W” a] >, S< W;‘)G1>

n’aient pas de points communs ni deux & deux ni avee la circon-
férence S(0,7) et que 20, soit inférieur aux distances mutuelles
des segments envisagés dans la somme F,. Soit 5’ > 0. Appli-
quons & la somme F la remarque I faite dans le § 2, en remplagant cha-
que segment. par un parallélogramme y appartenant. respectivement,
dont la base est suffisamment petite et inférieure & o,. On obtient ainsi
2 Ny+1 parallélogrammes normaux dont les cotés ont la direction
5. Ils v'ont pas de points communs deux & deux et ne sortent
jamais de l'intérieur du cercle S(0,7). En désignant par B, la somme
de tous ces polygomes, on a pour ¢ (voir la remarfue mentionnée)
suffisamment - petit:

(k=1,..., Ny)

mes proj? By < mes proj® Fy + o
F, CE
quelque soit ¢.
9*


Yakuza


132 Otton Nikodym:

2
lz*f-l1|=7%’:~°“ a:
mes prof* Fy 411}

Soit d, la somme des longueurs: de tous les segments

En particulier, si |4~ h| <
<

mes proj* B
(26) dont

F, se compose.

On a
: . 2y 2vd
mes proj* Fy < dy sin —N')—' < —yﬁ-‘«.
On obtient ainsi: proj* Fy C proj* By et
. 2yd .
(30) mes proj* By =< -—A;l +1
2
pour [A—h|= —l%
™ n
. =_7 :
Si R e<<i= 2+a. on a
(31) mes prof* By = mes proj* Fy > 29",

Voila le premier pas dans la construction.

Pour aller plus loin, convenons d’appeler ,cdté supérieure’ d'un
parallélogramme normal celle de ses deux cbtés, & laquelle ,appar-
tient“ le parallélogrammie suivant la définition du § 2 (Rem.I) L’en-
semble E, c'est la somme d’'un nombre fini de parellélogrammes nor-
maux et F, la somme de ses cOtés supérieures. Appliquons & £,
Topération 6'(o,¢0;) ol ¢ et & sont des nmombres positifs sutfisam-
ment petits, (nous indiquons iei seulement la marche générale des
considérations détaillées, qui vont suivre), de sorte que l'on obtienne
un ensemble-somme F, ‘de segments situés dans E,. On remplace
ensuite los segments de F, par des parallélogrammes y appartenant.
On s'arrange de maniére & ce que la somme F, de ses parallélo-
grammes soit contenue dans E;. On procdde ainsi de suite en envisa-
geant succesivement les directions ly,..., ly;, D'une maniére gé-
nérale, supposons qu'on a déja obtenu les ensembles E;, et F,
(1<Xi<<N—2) ot F, est somme d'un nombre fini de segments
droits et fermés; — désignons les par:

(32) A B, A\Bi,...,

sans points communs et ayant tous la méme direction I, (voir 22)
et oh E, désigne la somme des parallélogrammes fermés, sans po-
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ints communs deux & deux et appartenant respectivement aux se-
gments (32). Soient

(33) 41 BiCi Dy, 43 ByCy D, ...

ces parallélogrammes. Les segments (32) présentent leurs cOtés su-
périeures. ‘
Supposons de plus que:

a) s ——-%—-—as S ———7-22—{-05 on ait:
mes proj* E, Z= mes proj* I, > 29 (i—1y"

b) si d; désigne la somme des longueurs de tous les segments
(82), on ait: '

cos (I, + @)
(l; = dl vos (Z:':F"—z*)'

¢) Quelque soit p:
‘ mes prof* B, << mes proj* K + 7'

' désigne ici le nombre introduit plus haut (p. 131) et % > 0
un nombre positif. arbitraire.

Soit @, > 0 un nombre inférieur aux longueurs de toutes les bases
des parallélogrammes (33).

Appliquons & F, lopération 6’ (0, & ,) conformément & la re-
marque- H, et en choisissant e =% et ¢ < 0, En verfu de (22),
(24) et (24bis), on obtient ainsi pour chaque parallélogramme

AL BLCL D}, un ensemble 17, jouissant des propriétés suivantes:

1) la hauteur de T\ = %‘,
2) la somme des longueurs de tous les segments dont I T, se
k

compose, est inférieure oll égale &

cos (ki + @)
‘_ c08 (luya+ )

3) 8 — —g—-—a_<_l_<_—-——_7;+a, on a:

mes proj* F, << mes proj* 2 T4+ 7’
k
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4) Les segments, composant les T7, ont la méme direction 7,
ils sont fermés et sans points communs deux & deux. On a en
outre T C 4} B, C; D;.

Définissons
‘ ' Fpy= }2 T,

et désignons par d,;, la somme des longueurs de tous les segments
de F,,. D'aprés b) et 2j on trouve:

cos (I, 4 &) cos (I, 4 )
s = 4y cos (I, -+ @) " cos (lt + a)

¢’est-a-dire:

i = o .+ ay

par conséquent, la propriété b) se conserve d'une maniére inductive,
si Pon passe de ¢ & i 1.
Comme d'aprés 4):
T, C 4. B.Ci D,
et d'aprés 1) la ,hauteurt de 7% est‘_<_%' , on peut trouver un
nombre o’>0 tel que, si I'on remplace chaque segment de 7% par
un parallélogramme y ,appartenant’, et ayant la hase << o', on

ne sorte jamais du A; B, C; Di. En y appliquant la remarque I, choi-
sissons un nombre ¢>>0 et < o' tel que, quelque soit @, on ait:

(35) » mes proj? iy << mes proj® Fiy 4+ o'
(36) proj® Koy C proj® By,

ot E, désigne la somme de tous les parallélogrammes nouveaux,
étendue & £="1,2,.., On a E,, C E,. Nous avons eu la relation 3):

mes proj* I, < mes proj* F,, - 9,

si ""—272 —e<AZ ——%—{-a, done, pour les mémes A on a, en
vertu de a) et (36):
mes proj* By 2> mes proj* Fyyy > 2¢" —ig,

clest-h-dire, la propriété a) se conserve, si l'on pesse de 7 & -~ 1.
En outre (35) montre que la propriété ¢) se conserve aussi par
- I'induetion.
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Des raisonnement ci-dessus il résulte qu'on peut former deux
suites d’engembles
(86 his) B, DE D D By, et

FU Fh"') FN—],;

ol F, se compose de segments droites fermés, ayant la méme di-
rection [, et ol J est la somme des parallélogrammes appartenant
aux segments dont se compose F, et tous peut étre arrangé de
sorte que, pour 4 =1, 2, ..., N—1:

1) Si —»g——aSZS———g-}-a, on ait:

mes proj* By > 20" — (i —1) 5",
2) 8l Iy S A<<1y,, on it
mes proj* B, << mes proj* F, + 1,

3’) 14 somme d; des longueurs des segments dont F; se compose
soit an plus égale &:

g, 008 (h+a)

1 cos (I, + )

En vertu de 3') et en rapport au lemme I, on a:

dy
d, < =
done, en vertu de 2'), si [, <A<, on a:
, 5 .
mes proj* I << %1 sin TV};' + 7 (voir (22))

(i=1,2..., N—1),
done d'aprés (22), (23) et (36 bis):

. n -
R S

on a g

37 . mes proj’-EN_,<—Tl‘\.7x+n'_

. . m b .
On a en outre! si —E—aSl$—§+a.

(88) mes proj* By > 21" —(N—2) "
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Les propriétés (37) et (38) peuvent étre réalisces quelques soient
o, 4" et N, ce dernier nombre étant seulement assujetti de satis-

faire aux conditions:

2

Disposons de ces nombres de sorte que:

u< (17;’ ——27‘_), nr<%

N>4+ﬁ (3/+4~M+L‘2’

ot 7 cest le nombre introduit -dans I'énonce du théoréme auxiliaire

p- 113.
On obtient ainsi de (37) anes proj* K,y <7 pour

—S+etp=isi—(a+p)
done & fortiori pour
~St@tpH=i<F—(a+p)
et mes proj* Ey_, > 2" pour
—z-;——aS/l<—-——+a

L’ensemble E,_; est fermé, contenu dans le cercle ouvert S (0,r)
et est une somme d'un nombre fini de parellélogrammes fermés.

‘Envisageons maintenant l'ensemble £’ de tous les poirts (du
plan considéré), dont la distance de l'ensemble £, , est <<z ol
7> 0 est un nombre 1) inférieur & la plus courte distance de E,_,
7

2’ ob u désigne

4 la frontidre du cercle S(0,r) et 2) inférieur &

le nombre de-parallélogrammes dont K, , se compose. On trouve

facilement que E'( S(0,7) et que:
mes proj* £’ < 29

pour — 2 (@B = 2=+ % — (a4

D'autre part d’aprés le théuréme de Heine-Borel on peut trouver
un nombre fini de cercles fermés dont les rayons sont == et dont
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les centres appartiennent & F,_,, ces‘cercles étant choists de ma-
nidre que leur somme contienne Pensemble E,_,. En désignant
cette somme par & on conclut de ce qui précéde que: E( S(0,r)
et que: '

1) si —-—g-——aSlS——g—{—a,‘on a:

mes proj* B> 27,
2) s —5+ (@t <I< 47— (atp), ona

mes proj* B> 21,

Notre théoréme auxiliaire (p. 118) est ainsi démontré,

§ 4. Ceci posé, envisageons dans lespace & trois dimensions un
systéme des coordonnédes rectangulaires z, y, 2.

Nous avons besoin de considérer des projections des différents
ensembles sur les droites (¢):

=0, y=tcosp, z="tsinp,

& savoir des projections obtenues au moyen des plans y perpen-
diculaires. La prc)Jectlon de I'ensemble E, obtenue de cette fagon, sera
désignée par proj, E. "('est un -ensemble de points situés sur la
droite ().

Soit
oD fasa<)h
M Ca xyz{(?/“yo)g'}‘(z“zo)gs’d}

un cylindre, olt y,, 2, sont des nombres réels arbitraires, » un nom-
bre positif et a, b, des nombres satistaisant & l'inégalité:

7 P b
(2) —ZSa\bS+4.

Soient d'autre part +' et ¢ des nombres tels que
®) 0 r <r
“) e>0.

Posons ‘ )

—a

(5) T 10~
et »
(6) ‘:1_).__1:_?_‘—2]5 (k:——?,""l, 0, 1, 2)'
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Les intervalles
() <Poamy @at0>; <Py~ Pat0>y <Po~h Pot0.>,
<‘P1 = P1 +17>7 <‘p2_77a P +')7>
c’est-d-dire les intervalles:
bta b=a bt pb=a
(G ek=1T @) )
(k=—2,—1,0,1, 2),
n'ont pas de points communs, Iabstraction faite de leurs extrémités,
et la somme des intervalles (7) est précisément l'intervalle <Ca,b>>.
Envisageons le cercle

) 7N =0
(8) K = oy2 {a —yo)t + (2 — )t =<2 }

qui -est identique avee l'ensemble projy,,C.
Soit & >0 un nombre, satisfaisant & inégalité

(8 bis) g < 0

Envisageons dans le plan 0y 2 un ensemble & jouissant des pro-
priétés 1. 2. 3. 4, énumérées dans I'énoncé du théordme auxiliaire I,
aprés la substitution suivante:

S(O,)’)IK, P 2"7|8l7 al"?w ﬁl’?

On sait qu'un tel ensemble existe.
L'ensemble E est somme d’un nombre fini de cercles fermés et

9) ECK.

Outre cela on a:
(10) mes proju, B > 2v'

pour toutes les direcﬁons ¥ situées dans le bi-angle
ang <-m,+n> et

(11) : mes proji,, B < ¢

pour tous les o situés en dehors du bi-angle
ang < —2m, +29>.

Désignons par S(6) la rotation de I'espace autour de l'axe y=1yj,
z2=2,, la grandeur algébrique de cetle rotation étant 6 (on prend

icm

Sur les ensembles accessibles. 139

&

un tel sens positif des rotations, qui fait transporter 'axe 40y dans

Vaxe -0z par une rotation de grandeur. —722)

Définissons les ensembles:

A =L <<
12 F,= {% n—x—tpkw}
() YT e s proE
+2
{13) F ZF"'
]

On voit que les ensembles F, sont congruents deux & deux aun
sens euclidien et se produisent l'un de lautre par une simple ro-
tation, suivie d’une translation convenable.

On a
(14) 2r0jo, By = <pu~1, @ptn>
et
(15) proju. By = S(g,) pro E.
Outre cela on voit que:
(16) FCce

et que [, est une somme d'un nombre firi de cylindres fermés, dont
les rayons sont égaux et dont les projections sur l'axe Oz coinci-
dent avec lintervalle (14). '

Soit maintenant

17 YE<Pet)y PAn>.
On a:
18) { mes profy, Fi = mes proji,_g, [S(— @) pro F,] =
== mes Projy_q,, B=2r"  daprés (10)
parce que Y — @, &<-7,+9>
Nous en tirerons une conséquence importante pour la suite.
Soit e <Ca,b>, il existe alors hin indice k, tel que:
Y& <@~ Ptn>-

On en déduit en vertu de (18) que: mes proji,, Fy > 27, doi
& fortiori:

(19) mes proji, F 2= 2r°
pour tous les y, olt ye<<a, b>.
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Cela posé, soit ¢ un nombre arbitraire. Posons:

+oo
@) P, ﬁzx/y\z (p— 80 N < 2 < p+8q+ Na).

s

Allons étudier la mesure de l'ensemble  projg, [F—P,].

On a d'aprés (11)
(1) mes proj,, F, < &
dans le cas, ot la bi-direction o se trouve en dehors de

ang <@, — 21, P.-217>.

Cela résulte du fait que, pour le nombre 4, on a:

mes proj,, K, = mes projy_,, [8(— @.) pro Fy] == mes projy, -, £,
la bi-direction % — ¢, se trouvant en dehors du bi-angle

ang <—27, +2n>.

De (21) il s'ensuit qu'on a -
(22) ' mes proj, F,< &'
pour tous les indices %, pour lesquels la bi-direction ¢ se trouve en
dehors du bi-angle <@,-27, @, +27>.

Ce sont précisément ces indices, pour lesquels la bi-direction ¢,

est située en dehors du bi-angle <¢— 2%, ¢+ 25>. Done, seu-
lement pour les indices %, pour lesquels

(23) peeang <@ —2n, 429>,

l'inégalité (22) peut étre en défaut.
Pour ces k on a:

ang <@,— N, P+ 9>C ang <o — 3y, o+ 39>

done d’aprés (14)

+OO -
A\
F,C Y oyz{p—3n+ No<a<< 94 314 N
Nm~o00
cest-d-dire F,,C-PP.
Il g'eusuit que 'ensemble ¥ — P, n'a pas de points communs

avee F, si l'indice & et tel que (23). est satisfait. Done F—P 0 C 2,

la sommation étant étendue & tous les indices A restants.
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On a done:
mes projiy (F' — P) < mes Projig, &' Fy < 3’ mes Projg, F), =< 10¢
clest-i dire d’aprds (8 bis):

(24) mes proji, (F— Py) < &
pour tous les g.
Nous avons ainsi démontré le suivant
L Théoréme auxiliaire: Etant donné d’une part un cylindre:

e=x=<b
(y— yo)*-l—(z——zo)’<v}

oh a<b et r>0, et dautre part deux nombres ' et & ol
0<»<r €>0, on peut construire cinq ensembles:

F—‘-’a F—n Fo: Fla F,

C’ xyz{

jouissant des propriétés suivantes, que nous apellerons les proprié-
s (B) pdr rapport au cylindre C et auw nombres »* ¢t &

1. chacun des ensembles F, est une somme dun nombre fini de
eylindres circulaires, fermés, de méme rayon et de la méme lon-
gueur; leurs axes sont perpendiculaires au plan ye.

2. la projection (sur l'axe Ox) du chaque cylindre dont se com-
pose F, coincide avee lintervalle:

_Jadb | @i—1)b—a) a+bd -(2i+1)(b——a)
‘lU< + 10 El 2 + >

8, 8l weangd, on a:
 mes projuy Fo =2 (i=—2,—1, 0, 1, 2).

4. pour tous les nombres y on a:

. +. +oo A~ 3 (b - a)
mes profy, [2 F— nyz{zp-— 10 —+ N,
=2 Nsa—00

|

b. F,(C C pour tous les i.
Pour aller plus loin, nous avons besoin du lemme suivant:
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IIIl. Lemme?). Solent 0 <<% < k et >0, soit d'autre part M
un nombre naturel. Dans ces conditions il existe un nombre I, tel
que, quelque soit I'ensemble E, qui est une somme d’un nombre fini et
<M d'intervalles, dont chacun a la longueur 6, si Uon remplace
ces intervalles par des ensembles n'importe quels, respectivement
y situés et de mesure >17.d, la somme de tous ces ensembles (rem-
plagants) aura la mesure =%,

Je donne ici la démonstration suivante, que M. Saks m’a bien
voulu communlquer, cette démonstration étant beaucoup plus sim-
ple qué la mienne.

Soient A, 4,..., 4y, (N M) les intervalles de longueur 4,
ot tels que E= E'NA,.

i=1

On a d'aprés I'hypothése:-

N
() -mes B = mesZ‘A‘ =k> k.

1]

Si l'on remplace chaque 4; par un ensemble Ky, ot F,C A4, et
mes F, 2> 14, on obtient:

mes (B— 3 F) < Smes (4, — F) < M.6. (1 —1),
. fe=] . i=1 '
‘done, en rapport 4 (a):

mesZE mes B — M6(1-—l) k— Md(1—1).

IL sutfit, done, prendre [, =>1— k=¥ pour qu'on ait pour

M6’

chaque [ supériear & I meszl’ﬁ" =k Le lemme est done
: =
démontré. '
§ 5. Soit @ un nombre satisfaisant 3 inégalité:
8] I<ac< 1.

Envisageons une suite infinie

PN S >
ot 0<aq<1 et lzmg,,._I

00

) M. 8aks » simplifié le lemme que j'ai utilisé dans la premidre rédaction
de ce travail.
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On a évidemment:

@ Ao >aqy >...>aq, >...
ef;
(2 bls) lim (a q,,) == q,.

n—0C

Considérons le eylindre cireulaire:

7 7
Al v
3) O,xyzl raS A
.W+ﬁ<l
D’aprés le résultat obtenu dans le § 4, il existe les ensembles:
(4) Foup Gy (h=—2,~1,0,1,2)

satisfaisant aux conditions (8) par’ rapport au cylindre (3) et.aux-
nombres ag, et ¢ oli & est un nombre positif, qu'on se donne ar-
bitrairement & l'avance.

L’ensemble F, est une somme d’un nombre fini des cylindres fer-
més, que nous désignerons par Cy, ), Cy qy...; ces cylindres ont

leurs rayons égaux pour tous les indices et ont la méme longueur

On a

i
25

proje, Copmp=4, (b, =12,...)
ol par définition

A n(26,—1) (2L + 1)\
i df \\ ]0 ] 10 /..
\ ' b1
Un a mesd, = 55
Outre cela
(6) mes profe, G, 2> 2a g,
pour chaque direetion w située dans le bi-angle ang 4, .
Posons
42
(b bis) Foo ¥'6,
=2
On a »
e N[ Bm L Nn} —
(6) mespm/(,p)[]“ )—nyzltp—ﬁ+Nn<w\tp+E+ <e

New—00
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Faisons maintenant des constructions analogues en prenant pour
Je point de départ les. cylindres Cj,,, au lieu de C. Soit ¢, le ra-
yon des cylindres Cy, -

Envisageons deux nombres & et plod &>0 et 0<p' <]
ces nombres ne serons déterminés que plus tard. Pour chaque cou-
ple (i, k,) des indices considérés il existe, d’aprés le § 4, cing

ensembles

F(iu ki) (7’2 = - 21 —_ 1, 07 1, 5)

qui satisfont aux conditions (B) par rapport au cylindre (., ot
anx nombres ¢, p' et &.
Posons

ttb, | @—)m  agFb, | Citl)7
4,,= "“jg_““"l‘( Tt 0 ‘+_—4752—”>’

ot a,, b, désigoent les extrémités de lintervalle 4,.
7
On a mesAh,,,=2.bz;
On a
M mes proju Fu,w == 20 7

pour Y €ang 4., et’
B T S P
mes Projig) [2 O 2“”%’ {‘P — e TSI oe+

igm—2 Nds —00

2

(7 bis) +§g; N n}] <e

pour tous les nombres .

Les longueurs des tous les intervalles 4, ;, étant égaux, on peut
construire les ensembles Fy, ,, , de sorte, que les rayous de tous les
cylindres, dont ils se: composent, soient égaux, parce qu'on peut
choisir les ensembles F,,,, de sorte quils soient congruents au
sens euclidien et se produisent 'un de l'autre par une simple ro-
tation, suivie d'une translation convenable,

Supposons qu'on ait arrangé tous cela de cette maniére. Pour
préciser le nombre p’, observons d'abord que les intervalles 4,,,

(i, =—2, —1, 0,1, 2) n’ont pas de points intérieurs communs et
+2
: 2 4,y =A4,.
g

m
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L'ensemble F; ,,, se trouve dans le cylindre Cipyen doat le ra-
'yon est ¢,, donc I'ensemble
8) 2oy Fuaymy. s

est situé dans un intervalle de longueur 2¢,, qui se trouve sur la
t.ir01'te ¢=0, y=*tcosyp, z=1sinp, et est produit par la pro-
jection de C ,,.

Done l'ensemble

proj(tp) ? ‘F(iu Fydyie
g'obtient en remplagant chaque intervalic
_ Py Cory (b1 =1,2,...)
par l'ensemble (8), dont la mesure est, d’aprés (7), >2¢,p’, si
weang 4, .
Mais

i

%: Pr0jiy) Copiy = P"Oitw)kg Gl iy = P”Oi(q» G
1

et d'aprés (5) mes proj,, G, >>2aq, pour weangd,, Cang 4.
En outre I'ensemble projy, @, est toujours situé¢ dans un.segment

- de longueur 2. D’aprés (2) on a: 0<<ag <<ags.

On se trouve donc dans les conditions du lemme III, d’aprés
lequel on peut choisir p’ (indépendumment du choix des indices
iy, 3, et de la direction ) de sorte qu'on ait:

mes projigy 2 Fryp > 2ags.
1

Définissons:
(8 bis) Gin i Y Fumn:
ky

On a d'aprds ce que nous venons de dire:

mes projo,y Gy, 2> 2aq, pour Weangd, .

Définissons

(9) oy 3 ¥a,,
il i

Je dis que, siope ;_:~— g, +E>, on a:

mes proji,y F® 2= 2aq,.
Fundamenta Mathematicae t. X. 10
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En effet, soit ws<—— %, —}——Z> |

1l existe un indice i,, tel que: wed,, donc il existe un autre

indice i, tel que We4,,,,.
Pour ces indices on a

mes profiy, G, » > 284y,
donc d'aprés (9):
mes proji, F'® > 2ag, .

Soit maintenant @ un nombre arbitraire et posons

e Smlo— 3% | oot 3Ty
wﬁ?}‘”!lz{q"—m‘f‘ ”\x\¢+z.5—,+ "‘}

Nes—00

D’apreés (7 bis) on a
+2
mes pro;'w [2 F(,Pmm— qu] <é.

=2

Mais d'aprés (8 bis) et (9). on a

FO__ ng =22 [2 Foron— Pq,,],
LR i .

done mes proj [F® — P,j < m, ¢,

ot m, désigne le nombre de couples (i,, k), c'est-i-dire, lo nombre-

de cylindres desquels se compose l'ensemble F.
Le nombre & n'est pas déterminé jusqu'ici. Déterminons le

de sorte quon ait m, & < %

Nous aurons ainsi:
) €
mes proji, [F® — P] < £,
pour tous les nombres ¢. _

En outre on voit que FW ( J 0 ¢

Cela posé, faisons une construction analogue (4 celle que nous

venons de corisidérer), mais en partant des cylindres G, 4y x ©F

des nombres 2% et 2ag,.

D'une fagon générale, supposons qu'on ait déja fait le #?me pas dans
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cette suite de constructions. A savoir, supposons ce qui suit: 1) L'en-
semble F™ est une somme d’un nombre fini de cylindres fermés:
(10) O(fu"‘l)y [CR O Ry »]

ol &,..., 4,, prennent des valeurs —2, —1,0,1,2 et les indices
ky, ky,..., k, admettent des valeurs naturels en nombre fini.

7 4
TISISY
!

3) Les ravons de tous les eylindres (10} sont égaux deux i deux,
leurs axes sont paralléles & 'axe 0z et I'ensemble

an 9 FO Cage

P70%F0x sy iypoes (1,2,

coincide avec Pintervalle

(12) A

[ N

pour tous les &y, k,,..., k, considérés.
4) Les intervalles (12) n'ont pas de points intérieurs communs
et on a:

(13> | 22 . ZAlt,l,,".,in': <-— Z, + g>.

i i i
5) On a toujours

T -
(14) mes Ail, igyesey ¥y = _2—.-5—,..

6) Les ensembles

(15) G’l”z-- iy T 2"2‘ . '2 0(‘1;"1)"-"(‘,."‘,,)

ke kg ¥

ont la propriété:
(16) mes Projyy G i, 2= 20 Gy

pour toutes les bi-directions ¢ appartenant au bi-angle ang 4, .., .
En outre 6) mes proi,, F” > 2aq,, pour

o vl 5+

10*
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oA 3n |
(18) 7) mes proj, [F"‘)—Z zyz {(p —i5 +Na<e<p+

Nes—00
3
+ 25+ v <

et 8)
(19) FO C -,

Notre procédé étant supposé d'étre ainsi préeisé jusqu'au niéme
pas, le #-}-1%" pas se présente comme il suit: Soient &’ >0 et
0 < p"” << 1 deux nombres, dont le choix ne sera précisé qu'ensuite.

Envisageons le cylindre
(20) Gl s i ey Gy 0
un de ceux, dont F'™ est la somme (voir (10)).

Soit ¢, le rayon du cylindre (20). La projection du eylindre (20)
sur I'axe Oz coincide avec lintervalle 4, .., dont la longueur
est ;g;. .

11 existe des ensembles:
_§2 l) ‘F(‘t- LV CTR D IRV CE N T
(in+1=“"2 —-1,0, 1,2
satisfaisant aux conditions (8) par rapport au cyhndre (20) et aux
nombres ¢,p’’ et &

L’ensemble (21) est une somme d’'un nombre fini de eylindres

fermés, que nous désignerons par:

2
(22) Cimd, G G K Gy Kacger)
. ('Icn-H = 1, 2, .. -)

- 7T ‘
’ Leurs longueurs 'sont égales, & savoir = SHE et leur projec-
tions sur l'axe Oz coincidént avec linlervalle
(23) Bty

qui, par définition, est identique avee lintervalle:

A+B  m 2i,,—1 A+B 2 1
©@4) <——+25,. 4 ) 4.1 Al

25" 10 ’
oh 4 et B désxgnent les extrémités gauche et droite de linter-
valle 4

1y fayerey 1y
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On voit que les intervalles
Ai., g b gy
(in-i-l = —2, —1, 0’ 11 2)
n’ont pas de points intérieurs communs et qu'ils remplissent linter-
valle 4., tout entier. Les longueurs des intervalles (23) sont
égales deux & deux et le raissonnement du § 4 montre qu'on peut
construire les ensembles (21) de telle manitre que tous les eylin-
dres, ‘dont ils se composent, aient le méme rayon indépendamment

du choix des indices.
Définissons:

(25) R—— 22 Y Fnnees turvini
' ok K

et
42 42

(26) pen=3 3. 2 Gt i’

iy g2 iﬂ+1=——2

D'aprés la définition des ensembles (21) on a:
(27) F(t,,k,),..., it knds ingy C C(i,lq)..-‘, (k) 3
(28) mes proi(l}') FUI»":)’:‘ (s s ',..H 29"?

pour Weangdy i, Ot

+2
(29) mes Profy { 2 F g aien G b fpr
x‘n+-l-—ﬂ .
- LE
"‘2 xye {(P 451.+]+Nn I<(p+4bn+1+Nn}]

Noz o 00

pour tous les nombres @.
Soit 4 une bi-direction située dans le bi- angle:

ang Ai,, fgieeey fys 1 *
D'aprés (27) l'ensemble
(30) D70 F Gy ke + G
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est situé dans un intervaile de longueur 2 g,, qui se trouve sur la droite
x=0, y=tcosyp, y==siny,
et est produit par la projection du cylindre

Gl ) (i -
Done I'ensemble

: | .
(31) D10Jp, 2‘2, .. 2' Flio e Gt 44

ky Ry fyy

g'obtient, en remplagant chaque intervalle
(32) P70y Clbins Gy, (Bayvny Bn=1,2,..0),
dont la somme, étendué & tous les %, ks, ..., k., est identique &
(32) proj(v«p) Gi, B iy
par un ensemble convenable, & savoir par l'ensemble:

gy Flay by iy, LRy
dont la mesure, d'aprés (28), est > 2, p".

Le nombre de tous les intervalles (32) est fini, d’ot le nombre’

d'intervalles (32), pour 4, Ggy..+, 1, fixes, est majoré par un nombre,
qui est indépendant du choix de la bi-direction ¢ est des indices
iy yeeny dy.

Outre cela, d'aprés (11) ‘et (15), 'ensemble.
Projeyy Gy iy
est situé toujours dans le méme segment de longueur 2 et d’aprés (16)
mes projyy G, it > 20 gy
pour veang d; s, ;.
D'aprés (2) on a:
0<ag, < agu.

On se trouve donc dans les conditions du lemme IIL Dlaprés
ce lemme, on peut choisir p” (indépendamment du choix de y et
des indices i, 4y,..., 4,4,) de sorte qu'on ait:

‘mesper(q)) 2‘2' . ZF@LL‘Q’;"- (s ) ’},+1> 2“%"

P by
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Supposons qu'on ait choisi p” de cette maniére,
On a done
(83) mes Profuy G, iy.niy g 2= 209,

pour tous les groupes d'indices 4,,..., ixq1 ©f pour chaque ¥ tel que

Yeang 4., .., fyty -

-Je dis que, si 'zpe<~g, —}—%>, on a

mes projo, F ) > 2ayq,.
En effet, soit
7 AN
ve—o s
Il existe certainement, un groupe d’indice 1400,y in, telle que
'/J € Az}, gpuenyTpgd
done il existe un indice i,., tel que
w & Az},z’,...., Ty iﬂ+1
Done on a, d’aprés (33),

mes profu G, 7,1 2> 20 gu.
Mais, en vertu de (26), on voit que

Proj(lp) F@ty D pro_j(yb) Gfx. B Byt o

d’'oti enfin

(34) mes projiy, F+tD > 24,
/2 N\

pour Pe __Z’+Z/'

Envisageons maintenant un nombre arbitraire ¢ et posons

oo
A 3n 3n
P, 7—;‘2 zyz {9’,“2{_574?1 FNaae<<p+ 5 +Nn}.

N=w—oa

D'aprés (29) on a:

+2
(29) mes proj(q:) [ 2 F(fw(’x) ~~~~~ o fnd Pt _‘PW] <

Tnpy=—2
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Mais d’aprés (25). et (26):

Ny v N\ o
F(n+1)=2... 2 2 2 2 B it s o) e
i ik

by Tyt
done :

v r= 33 30 3 3 b s B)
i Iy ;

iy n g
Le nombre de tous les groupes considérés d’indices
By dgyenny by Ky Koyerny K
est égal au nombre de tous les cylindres (20), (dont la somme
est = F(); il est dome fini, soit m,.
On a done:
mes projy, [FO+) — Pl < m, .&".

Le noinbre &’ n’étant pas préeisé jusqu'iei, choisissons le de
sorte qu'on aif:
(35) M’ <
Il en résulte Vinégalité:
. €
{36) mes Projiy, [FotD — Pq;] < G

pour tous les g.
En outre on voit que F®+\ est un ensemble fermé, composé
d’un nombre fini de cylindres fermés
Clisy ). 12 ) g 11 )

ayant le méme rayon et la méme longueur.
On a aussi:

(87) Fo+) ( Fl,
§ 6. Nous avons obtenu une suite infinie d’ensembles fermés:

1) FO D F™Yy .

situés dans le cylindre

n ]

— .

)] : 0=:;y;z 4 _.xS4
yr4e =<1

et qui jouit des propriétés suivantes: Pour chaque bi-direction g,
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située dans le bi-angle ang <— —}, Z—>, on a
3 mes P"oj(go) F®>2a.9,,
ol lim g, = 1.

Pour chaque nombre ¢ on a:

. oA 3 £
(4) mes projy, [F “— 2 xyz {fp —15 TV ¢t 15 +Nn}] <

]
]
<'2—;__17
ol ¢ est un nombre positif et donné d’avance.
Définissons:
®) Ha)z o (voir (1) §5)

=i

Cet ensemble est fermé, non vide et on a toujours

(6) Proje H(a)= ]I Projig F

n=]

parce que les ensembles F™ sont fermés.
Outre cela, en vertu de (1). on a

) projy B Cproj, F (n=1,2,...)

d’otr il suit, d’aprés (6):

®) mes proj, H(a) = lim mes proj, F®.
De la propriété (3) on tire: "

® mes proj, H(a) > 2a

TN
pour (p£<—'— Z, Z/.
Soit maintenant (p£<-— —g, ‘—"Z— ; je dis que

~
(10) mes proj g H(a) — xyz {z=g@}] =0.
En effet, posons
+o0

S 3n 37
(11) P,,Tnyz {q)——‘}b”-f—NnSxSqJ—}—Z'—ﬁ—,-l—Nn}.

New —0Q
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On a d’aprés (5)
H@CF", (n=1,2,..) donc

H(a)—P,C F™ —
d’ol, en vertu de la propriété (4):
. €
(12) mes projg,(H(a) — P] < G
Mais on a évidemment:
(13) POPuD...
et
(14) ]I Pou= xg/z (=g + N,
d'otr " N-m
o w
(18 H)— Y zyzlo=p+ Nay= D [H@) — P,
Ne=--00 k=0
On sait que F®( (¢; done H (@) C ¢, d'ou on obtient
' projo. H(a) C projy. C
, n 17
‘ (16) projo. H(a) C/““ i -+ Z>'

La longueur de I'intervalle <—- —:T-, +§> étant inférieure i 7,

il s'ensuit que le nombre

¢+ Nn

7 b
-1 +Z> pour N =k 0.
Done, d’aprés (16)'

n'appartient pas i

17 H(@— Yw/z (o =9+ Nn) = H(®) — oy (o = g

d'ol, en vertu de (15):
(18) H(a) -—xyz{:v—(p) —2 — P

k=(
et par conséquent:

. N c
mes projig, [H(e) ~ zyz (s = g)) <Y mes proji,, [H(a) — P, ).

k=)

icm
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En vertu de (12) on en. déduit:

mes proj [H(a) — ez fr= )] < o5 [1 5+ ]_ .

Si I'on fait eroitre » vers linfini, vn en obtient enfin

Fa
19) mes projy, | H(a) — wyz {z=@}] =0,
£ AN
. oo~
Ceci posé, envisageons une- suite infinie
(20) << <...<a, <...

convergente vers 1 et construisons des ensembles correspondantes:

) H(a,), H(ay)...
pour lesquels on ait:

21) mes projy H(a.) 3> 2a
ot mes prof,, [H(a,) — x;/\a: {z=¢}| =
pour chaque® ® e<— E, 7{
Définissons
(22) H 72' H(a,).
ntem]

On a toujours

projigy H=_Y proj, H(a)
m=1
d < nZN on a:
onc, pour @&l —7,7 /1 on a:
mes proj, H 2> mes proj, H(a.) 2= 2a,
Ceci étant vraie pour m=1, 2,..., on en tire la relation
“mes proj, H>>2.
On o H(CC parce que H(a,)CC.

On a done
mes proj,, H <2, d'ot on obtient enfin  mes proj, H=2 pour

non
(23) ¢£< ey
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Je dis que
Fay
mes projy, [H — xyz {z = ¢}| =

pour chaque nombre . appartenant i <- g, +g> En effet,

en vertu de (22), on a lindentitd suivante:

B —ayele =yy = ¥ [H(a,) - aps (=),

d’ot il suit: "
) Pa hod A
mes proj,y [H — ayz{z=1}] _<_2 mes projiy [ H(a,)—ayz{z=1}] =0,
Cela posé, définissons: "
N
(25) Ly o projo.[H zyz (x = p}]
pour — g So< Z

§ 7. On obtient ainsi une classe indénombrable d’ensembles se
trouvant dans le cercle y°+-22<<0, x=0 et jouissant des pro-
priétés suivantes:

1) mes pr 0j, & B,=2 pour chaque
y /S #mon
Ve~ 1 3
la sommation étant tendue & tous les @, ol

J_m AN

PENTR LS
2) mes proj,, 3 £y, =0 pour chaque
@ul=afs
/S mom
VENT DI

la sommation étant étendue & tous les o situés dans ¢ . §>
N 41
et différents de .
La premitre propnété résulte de I'identité:

proj,, }.714,9g = proji, H
4
et la deuxidme est une conséquence deﬁ identités suivantes

3 E’ = — =
el = proj,. [H xl/z {x Py,

projy, projo, M= Projis AL pour chaque ensemble 3/,
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La classe {E_} d’ensembles, que nous venons d'obtenir, va nous

servir pour le point de départ pour la denxiéme partie de raison-

nement, qui sera d'un caractdre un peu différent. En restant sur
le plan Oyz, faisons .des projections obliques sur I'axe Oy, dog diF4.
rents ensembles K.

On démontre aisément que, pour des projections obliques consi-
dérées, on a

et N
(4) mes proj, 52 ]y?—@.
(6) mes pro]¢+’2,‘E =0,
yei=y
pour tous les nombres w, situés dans lintervalle
T W
AR

Nous avons ainsi obtenu, dans le plan Oyz, une configuration com-
posée du cercle K:

®) z=0, y»+2<1 )

des ensembles K, (—~ 17: LKo<< Z) y situés, des faisceaux F, de
droites:

) =0, ycospt+z2singp —c=0

ol . le] <1

et de I'axe 0y. [On emploie ces droites, en faisant la projection
oblique du cercle K:

(8) oK.

Ayant cette configuration, en faisons la projection centrale sur
le plan Oxy, au moyen des rayons partant du point fixe 7:

(9) T: z=2=2 y=0.

Cette projection produit une corespondance entre les élémeunts
mentionnés plus haut de la configuration considérée et les éléments
correspondants, situés dans le plan Ozy. Dans la suite- nous em-
ploierons le signe ,*“ pour désigner des éléments correspondants
aux différents éléments de la dite configuration.
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On voit qu'au cercle K correspond une ellipse K* et aUX en-
sembles E,, correspondent les ensembl'es E3, situés _dans cette ellipse.

Cherchons, quel est I'image du faisceau Fy, (voir (7). Les équa-
tions (7) équivalent &:

¢

(10) =0, y=—21gp+

cosp’
puisque cos p=£0, d'aprés la supposition
7 7
e <<-.
4 — =1
Le nombre
c
(11) C_O;q;

est égal & la coordonnée y du point d’intersection de la droite (10)
avee l'axe Oy.

On voit, que le faisceau K, de droites paralléles se transforme
en un faisceau de droites passant par le point

12) Ty,
dopt les coordonnées sont:
(18), =2 y=2tg¢p, 2=0,

Done, & la droite (10) corresponde la droite, qui joint le point
Tyig avec le point:
¢
$=0, Y= L'(;S;’E’ 2=0.
On obtient ainsi la droite:
¢
e M Tay
y cosp  2—0
B 2 '
y cosp ( 99— ?—c'é_m;) a:
(14)_] y.2cos0 +x(c—2sing) — 2e =10
| 2=10, jei<<L

Les droites (14) forment précisément le faisceau % elles rem-
‘plissent un angle, dont les brus sont:

(15) 2ycosp 4 (+ 1—2sing) F2=0, 2=0.
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Il s'ensuit que la projection oblique et paralléle .

Fi
pr 0_76,:*—2- EW
dans le plan Oyz, se transforme en une projection centrale, i savoir

ATetg) o,

projl, *E (Eg)

sur la méme droite Oy, cette projection étant produite par des droi-
tes du faisceau F'*

On voit que

s X T % ‘
16) projg BB,y = progly B B3
done, d’aprés (4) et (5):

o) B e 2
17 mes proj, ;qu = ey
et
T &
(18) mes projg, W)Z ES =0
afep

pour tous les ¢ et ¢’ _Z, +7£>

Remarquons, ce qui sera important dans le suite, & savoir quer
I'ensemble

T x
(19) proit 9”?)2 B
<

se trouve dans un segment ferxﬁé, dont la mesure est précisément
égale b la mesure de Pensemble (19). Cela résulte du fait que:

ki3 . £
proie, * 3 B, C projy ¥ &,
¢I
et 'ensemble du second membre est un intervalle fermé de lon-
2

glleur (‘;)sbq).

On peut dire briévement que ,l'ensemble (19) est de mesure
pleine“, pour exprimer la propriété dont on vient de parler.

Ceci posé, appliquons & la configuration, obtenue dans le plan
Ozy, la transformation polaire @ par rapport au cercle K,:

(20) E: @—2+@+ar=1 ==
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cest-b-dire, faisons correspondre au chaque point 4 du plan Ozy:
(21) (@, 41,20 =0) ot (@5, ) F (2, —4)

la droite @ pro 4:

(22) z—2) (@ —)+F+4Hn+4H=1

et & chaque droite I: ax-+by+¢=0, ne passant pas-par le point
(2, —4), faisons eorrespondre le point @ prol:

0) t=2+ Gy T _m—n Ty M+w)

Voyons ce qui se prodmt par la transformation @, si l'on lap-
plique & notre conﬁguration.

Remarquons d'abord qu'aucune droite du faisceau F'} ne passe
jamais par le.centre (2, —4) du cercle K;. En effet les équations
de ces droites sont d'aprés (14):

y-2cos¢p + 2 (c—2sin @) — 2e=0

le] =1 ’
done, si Pon prend pour x et y respectivement les valeurs 2, —4
on obtient Ia valeur :
— Beosp+2(c—2sing) —2e=
= Beosp —4sinp=—4 [2cos ¢ + sin @),
qui n’est jamais =0, parce que dans le cas contraire, on obtien-
drait la relation
tgp = -—2,

ce qui est impossible, puisque |@p|=<C 4

Il sensuit que pour chaque droite [ des faiseaux f7% considérés,
le symbole @ prol a un sens préeis.

On peut aussi démontrer que lellipse K* n'a pas de points
communs avec K;. On en déduit que 'ensemble de droites @ pro B¥
est complétement déterminé.

"Au point T z, dont les coordonnées sont (13)

r=2 y=24p,
correspond la droite:

(24) tprg 7 @ pro T(P_}_g,’
dont I'équation est:

- . 1
(25 S
(25) Y =geaa
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On voit que les droites tpid, pour |p] < —;f,_remplissent la bande:

(26) -4+ ISysS—4+-4
et sont paralléles & l'axe Ox. On voit aunssi que la correspondance
ainsi obtenue entre les nombre ¢, ol {p| << 5 et les ordonnées des

droites correspondantes ty1 est biunivoque et bicontinue.
Au faiscean F¥ de droites correspond, d'aprés (14) et (23), l'en-
semble de points (&, %), ol:

2singp —c
. £=2 +— dsing — 8cos @

" T

—I<e<+41
Done, si ¢ varie dans lintervalle <{—1, -+ 1>, £ varie de

2sing — 1
—dsing — 8cos’

2sing 1 .
2
—4sinp — 8cos b2+

(28) 2+

de sorte que le point (&, #) déerit un segment reetiligne fermsé.
Nous avons done
——a

2sing 1 2sing — 1
2 =r<24
= 4siinp —Scos(p*z " —4sinp—8cosp)

A
(29) @proFy =uxy

La différence de ces quantités:

2
—4sing — Beosg

o) =

n’est jamais U, d’oll en raison de continuité, cette fonction est tou-
jours < 0 dans -——g == —|—g et sa valeur absolue dans cet

intervalle est supérieure 2 une quantité pesitive fixe. Si Ton
désigne par 7, lordonnée de la droite ..z, on voit que-la quan-

Fundawenta Mathematicae t. X. 11
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tité f (@), considérée comme une fonction continue de #,, a une
valeur absolue supérieure & un nombre positif fixe (voir (26)).
Done, l'ensemble de points 1):

(31) 2 D proF'y
»
posséde des points intérieurs.
Définissons
. 3
(32) ey PproEy pour flp[SZ;

6, est un ensemble de droites.
Désignons par

(33) {lphy

Tensemble de toutes les droites du faisceau /7, qui contiennent au

moins un point de I'ensemble EJ. Ce sont précisément ces droites
(dudit faisceau), dont on doit faire usage, en effectuant la pro-
jection : proigyT*I"f;’%)Ei.

Définissons

(24) {Lqp w7 @ pro{ly),.

Cet ensemble, dont les éléments sont des points, se trouve dans
le segment (29) & pro Fff, et se compose de points dintersection
des droites, appartenant & e, avec la droite ty+. Daprés une re-

marque faite plus haut, I'ensemble
proj;/;"‘gzv E;
"

est de mesure pleine. Donc le faisceau 3 {{g}y (pour o fixe) estun
» ,

faisceau de droites partant du point 7., et passant par les points
d'un ensemble de mesure pleine. Par conséquent Pensemble:

(25) Opro Flyy= I Opro{l,), = P XIAN
’ 1 4 ¥

1) c'est & dire l’ensemble de points - correspondants aux ragyons employés pour
les projections des différents points du cercle X,
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est un ensemble de mesure pleine et on a:

(26) mesz {Ly}y, = mes [@ pro F3l,
®
car on sait que
en DL}, COpro P,
, ®
D’une fagon analogue, on a
@8) mes 3' (L}, =0,
ek
parce que

mes proj‘;fgz E;=0

Pry
et
5
@ pro 2, {ptp= 2 D pro {I,},, =2 {Lgby-
Pt P o
Définissons:
(29) Mw T{Lt,t:}w "“2{Lga W
)

la sommation étant étendue & tous les ¢ appartenant & <-— g,

AN .
+1/ et différents de .
L’ensemble
DL ={Ly+ Ly,
14 Py :
est de mesure pleine, done, le deuxidme terme du second membre

étant de mesure 0 d’aprés (28), Densemble {Ly}, est de mesure
pleine: ,
(30) { mes {L,},, = mes [@ pro F}]
{Ly}, C Dpro Fy.
On en déduit que M,, est de mesure pleine:
(31) [ mes M, = mes [@ pro Fy]
| M, C @ pro F3.
11
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Envisageons les droites de I'ensemble

(32) X"
P

passant par les points de M.

Je dis que

I si 4eM,, il existe au moins une droite de l'ensemble (32)

passant par 4.
En effet, soit 4&M,; on a d’aprés (29)

(33) -~ Ae{Ly},-

L’ensemble {L,},, 'est précisément Iensemble de points d’inter-
section des droites de l'ensemble e, par la droite #,.,z; done il
existe une droite de lensemble (32) passant par 4,

Démontrons maintenant que

IL si Ast, et ] sEew, on a nécessairement; lee,, et n'ap-
»

partient pas & e, si ¢’ =9
En effet, soit

(34) AeM,, leZe,, Acensl.
2
Supposons qu'il existe un nombre g’, tel que
(85) oY, leey,.
D'aprés (29)
(36) A € {Lap}mp et
(31 A none{Ly},,.

L'ensemble {L,},, se compose de points d’intersection des droites
de l'ensemble. ¢, par la droite tyiz. D'aprés (34) et (35) on a:

(38) Aceensl, leﬂq,, H

outre cela, ona A4 eens ty+g, puisque (38).
Par conséquent:
deensl.enst, z,

d'ot  Ae{Ly},, ce qui esten contradiction avee (37).
On a done démontré que, si AeM,, Adeensl, ot leZe,, il sen-
4

" suit que Inon e, pour g .
Mais on a supposé que leZe,. Il en résulte que ! gey.
®
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OL Si AeM,, w4y, Be M, et sil est une droite, telle que

deensl, leZe,,
®

il g'ensuit que:
Bunon eensl.

En effet, supposons les hypothéses vérifides.
On a, en vertu de II:
Inon ee,, .

Si l'on avait Beensl, on en déduirait, d’aprés II, que
leey,
ce qui est en contradiction avec ce que nous venons d’obtenir.

IV. Si AeM,, il existe une droite /, passant par 4 et telle que:
ITd= ensl.fM(P .

En eftet, d’aprés I, il existe une droite ! satisfaisant aux con-
ditions:
lede,, Acensl
4

Soit ! une telle droite. On a:

(39) msl.ZMq,:ensl.M;,+ensl.2Mq,.
14 Py
Je dis que le deuxiéme terme du second membre est un en-
semble vide.
En effet, supposons que

Beensl. 2 M,;
gy

il existe un nombre ¢’, tel que

¢I=.:1/J’ Beﬂlq]'.

Done on a:

o'y, BeM,, Beensl, AeM,, lsi?eapy

d'oty, en vertu de III, on tire:
Anoneensl,

ce qui est impossible.

1) I 4 veut signifier I'ensemble composé d'mn seunl point A.
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On a done:
ensl.Z’Mt/,=0,
[ L

d'oll, d'aprés '(39):
ensl. 2 My, = ens I.M,Censl.ens by
¢

c'est-a-dire, ensl. 3 M, =11 A. e. q f d
On en tire une conséquence importante:

Si Aeld Mqo,
4
il existe une droite [, telle que:

(40) ensl. 3' M, =14
v

L’ensemble 2 M, est un ensemble plan. On sait déja que
q‘

M,C Pproly et

(41) mes Mq, = mes (@ pro l;(;, )

Outre cela, on sait que Vensemble

(42) 2‘ (@ pro % |
4
contient des poiuts intérieurs.
Il existe donc un carré:
(43) Nﬁ;\y{g" rEr=hte)
Nt =<y <o+
qui est contenu dans l'ensemble (42). :
D’aprés ce quon a dit plus haut ((41) et (26)). on voit que I'en-
semble
Ry N.2M,
¥

jouit de la propriétd suivante:

Si N — TSy S+t
T'ensemble

VAN
R.xy{y =y}

est de mesure pleine. Donc la mesure superficielle de I'ensemble R
est égale & la mesure du carré (43).
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En outre, pour chaque point A de l'ensemble R, on peut trou-
ver une droite 7, telle que

Rensl =1 A.
Si I'on y applique la translation

v=x—F, y=y—n,
et ensuite la transformation:

on obtient un ensemble R, qui jouit des propriétés suivantes:

1. R" est situé dans un carré de coté égal & un.

2. la mesure superficielle de I'ensemble R” est = 1.

4. pour chaque point 4 de l'ensemble R” il existe une droite,
qui n’a avec R que le seul point 4 commun.

Le probléme de M. S. Banach est ainsi résolu par négatif,
parce que tout ensemble ayant la mesure positive, contient un en-
semble fermé de mesure positive,

Le résultat obtenu peut s'exprimer d’mne maniére, qui semble
d’étre tout & fait paradoxale.

A savoir, on a obtenu un ensemble IT de droites coupant le carré
et tel quwon peut enlever de chaque droite de IT seulement un point
de maniére que Pensemble de points restants forme dans le carré un
ensemble de mesure nulle, tandis que les points enlévés forment unm en-
semble de mesure pleine.

On peut se poser la question analogue pour le plan entier:
Existe-t-il un ensemble I, de droites tel qu'ou peut eulever de
chaque droite de 7Z, un seul point, de sorte que ces points recou-
vrent le plan entier 4 un ensemble de mesure nulle prés?

Nous n'insistons pas sur ece probléme.

Note 1).

M. S. Banach a proposé, (dans une lettre) & résoudre le pro-
bléme suivant, concernant les ensembles plans. L'ensemble E étant
supposé mesurable (L), peut on affirmer que DPéquation

i TS (R.. E)

{1 li mes B =1

) de M. A, Zygmund,
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subsiste pour presque tous les points P de Pensemble Ji, R, désignant
ici des rectangles centrés en P, leurs diametres tendant vers 07

M. Zygmund a bien voulu me communiquer que I'exemple
construit ci-dessus permet d’y donner la réponse négative. En effet
on remarque que, si 5 est un ensemble fermé et si P est un point
de E, tel qu'on peut trouver un segment (B', B) ouvert et satisfaisant
aux conditions

Pe(B,B), (B,B).E=IP,

I'équation (1) peut étre en défaut, parce qu'on peut aisément con-
struire une suite infinie {&,} de rectangles, centrés en £ et tels que

1) leurs diamétres tendent vers O.

‘ . mes(E.R,)

D ek,

Envisageons done un sous-ensemble k' fermé de V'ensemble £
(p. 167), de sorte que mes F'>>0. Tout point de /' est accessible
par des lignes droites illimitées. D'aprés ce qui préctde, ancun point
de F' ne posséde la propriété exprimée par Déquation (1).

La réponse négative ci-dessus contient la résolution d'un pro-
bléme semblable au probléme de M. C. Carathéodory. concernant
le théordme de M. Vitalit). Cette question a été résolue ) pour
la premiére fois par M. Banach 8).

1) C. Carathéodory. Vorlesungen iiber reelle Funktionen 1918,
p. 304 (en bas de page). Le probléme de M. Carathéodory suppose que les
cotés des rectangles soient paralltles aux axes du systéme de coordonndes, tandis
que le probléme, dont on parle, ne le suppose pas.

* 8. Banach. Sur le théoréme de M. Vitali. Fund, Math. 1. V.
p. 130--136.

%) M, 8. Saks propose d’étudier le probléme de M, Banach (considéré dans
la note ci-dessus), en supposant que les cotés des rectungle's soient. paralléles aux
axes du systéme des coordonnées.

icm

Sur .une propriété caractéristique des ensembles
analytiques. '

Par

W. Sierpifiski (Varsovie).

Dans son Mémoire , Sur les ensembles analytiques® ') M. N. L u-
sin a démontré que, lorsqu'on néglige un ensemble énumérable de
points, tout ensemble analytique peut étre regardé comme ensemble
de valeurs d’une fonetion f(#) continue dans (0t << 1) du edté
droit en chaque point £

Le but de cette Nute est de démontrer que le théordme de
M. Lusin subsiste méme sans négliger un ensemble énumérable
de points: nous pouverons notamment ce

Théoreme: Tout ensemble (A) lindaire peut étre regardé comme
ensemble de valeurs dume fonction f(t) continue dans (0<<t=<1)
du coté gauche en chaque point t%).

Nous partirons de la définition des ensembles (4) (analytiques)
au moyen des systémes déterminants ?). Soit E un ensemble (4)
lineaire donné. Il existe donc.un systéme déterminant d'intervalles
termés {0,,,....,}» dont le noyau est E, cest-a-dire

(1) E =2 6"16"11"26"1:"2."1"'7

la sommation s'étendant & toutes lés suites infinies de nombres na-
turels #,, 7y, ng,..-

1) Fundaments Mathematicae, t. X, p. 12—1b. )

% il suffirait évidemment de pbser @(t) =f(1 —£) pour obtenir une fonction
continue du cdté droit dans (0t < 1), dont l'ensemble de valeurs est 1'ensem-
ble (A) considéré.

3) V. p. e. Fund, Math, t. VIli, p. 362.
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