Remarque sur la mesure linéaire des ensembles plans.

Par
S. Saks (Varsovie)
L.

§ 1. Le but de cette note est de donner la réponse affir-
mative & la question suivante posée par M. M. Bloch et Va-
liron: existe-t-il des ensembles plans dont la mesure linéaire
au sens de M. Carathéodory?) soit positive tandis que leurs
projections sur chaque droite soient de mesure nulle?

Je vais construire notamment, dans la deuxidme partie
de cette note, un ensemble parfait, contenu dans le domaine
1<x+y2 <2, dont la projection sur toute droite est de me-
sure nulle et qui admet des points communs avec toute demi-
droite issue de I'origine ?).

Un tel ensemble est évidemment de longueur positive au
sens de M. Carathéodory?).

Par une modification convenable du raisonnement on obtient

un ensemble qui jouit des mémes propriétés et dont la longueur
est, de plus, infinie.

) C. Caratheodory. Uber lineare Mas

vpes s von  Punktmengen.
Gétting. Nachr. 1914 p- 404 — 426.

%) Le procédé dont je me sers pour cette construction est analogue
a celui qui a été employé déja dans la Note de M. M a z urkiewicz et de
moi: ,Sur les projections d'un ensemble fermé”, (Fund. Math. t. VIII
p. 109—113),

%) Car, pour qu'un ensemble soit de mesure lindaire de Carathgé-
odory nulle; il faut et il suffit que, pour tout g > 0, il soit la somme d'un

nombre fini ou dénombrable d’ensembles dont la somme des diamétres soit
inférieure a g,
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§ 2. L'ensemble parfait dont les propriétés essentielles

viennent d’étre signalées met en évidence quelques relations entre
la mesure linéaire de M. Carathéodory et celle de Gross!).

Notamment, pour qu'un ensemble soit de mesure linéaire
nulle au sens de Gross, il faut et il suffit que sa. projection
sur chaque droite soit de mesure nulle,

Notre ensemble montre parsuite qu'il existe des ensembles
plans et parfaits dont la mesure linéaire de Gross est nulle
tandis que celle de Carathéodory est positive (et méme
infinie?. ‘

Remarquons que c’est Gross encore qui avait construit
déja dans le Mémoire cité un ensemble parfait dont les deux
mesures sont différentes®); mais dans son exemple ces mesures
sont toutes les deux, positives et finies.

§ 3. Une autre différence qui parait assez essentielle
a lieu encore entre les notions de la mesure de M. Carathéo-
dory et de celle de Gross.

Soit donnée une transformation univoque p == ¢ (p) d'un
domaine plan D et supposons qu'il existe un nombre fini N tel
que, pour tout couple de points difiérents p, ¢ du domaine D,
on ait;

e(p.a) _ y
e (p, q)

(;, q désignant les transformés de p, q, et p (p, q), p (o, q) les

1) W Gross. Uber das Flichenmass von Punktmengen. Monats-
hefte f. Math. u. Phys. Bd. 29. 1918, p. 145—176. Cf. aussi: J. P. Schau-
der. The theory of surface measure. 'Fund. Math. t. VIIL p. 1—6.

- Dans la note présente nous n’employons la notion de la mesure de
Gross qu’au sens du Mémoire cité; dans un autre Mémoire Gro.ss a donné
une autre définition qui n'équivaut pas & celle dont nous nous occupens ici.

2) Cela prouve que les mesures linéaires de Carathéodory et
de Gross sont dordres différents, plus précisément incompa-
rables, au sens de M. Hausdorff. On dit notamment que deux me-
sures sont d’un méme ordre lorsque, pour chaque ensemble mesurable, elles
sont simultanément nulles, finies ou infinies. (Hausdorff. Dimension
und dusseress Mass. Math, Ann. Bd. 7']%?‘@\8).

8 Gross L c. p. 163—173. f
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distances mutuelles des points compris dans les paranthéses).!).

Une telle transformation fait correspondre a toute ligne
réctifiable une ligne réctifiable, le quotient de ses longueurs
étant inférieur 3 N, Cette propriété reste valable pour la mesure
de Carathéodory: on voit, en effet, qu'étant donné un en-
semble F de longueur carathéodoryenne finie, le quotient
de la longueur de. son transformé et de celle de F ne dépasse
pas N. En particulier, tout ensemble de longueur carathéo-
doryenne nulle est transformé en un ensemble de méme

longueur.

Cela est en’ défaut lorsque, au lieu de la mesure linéare
de Carathéodory, on considére celle de Gross: on le verra
immédiatement sur l'exemple suivant d'un ensemble parfait qui
sera transformé par une homographie.

Considérons notamment le sous-ensemble E de l'ensemble
du § 1, contenu dans la partie x>0, y>0 du plan. E est de
mesure linéaire nulle au sens de Gross (§ 2). Soit h une ho-
mographie rejetant & linfini la droite x4y=0. Le domaine
1<2+y* <2, x>0, y >0 contenant E est transformé par b
en un domaine également borné. D’autre part, le faisceau de
droites my=nx (mn>0) est transformé en un faisceau de droites
paralléles remplissant une bande comprise entre deux paralléles.
Or, chacune des droites my =nx rencontrant 1'’ensemble E, cha-
cune de leurs transformées contient des points de b (E), et
b (E) est, parsuite, de longueur grossienne positive.

Observons que, en tenant compte de la remarque du § 1,
on peut méme construire un ensemble de longueur grossienne
nulle qui, par une homographie convenable est transformé en
un ensemble de longueur infinie. ‘

L

§ 4. Pour construire maintenant ’ensemble  annoncé dans
les §§ précédents, je vais considérer certains systémesde trapézes

1) On voit que cette condition est remplie, en particulier, pour toute
transformation determinée par deux fonctions x=f (&), y=¢ (x, y),
admettant toutes les dérivées partielles du premier ordre bornées uniformé-
ment dans le domaine D.
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contenus  dans . le domaine 1<<x%-y?<C2 et que j'appellerai,
pour simplifier le langage, les trap&zes réguliers. J'enten-

drai par la chaque trapéze situé dans le domaine envisagé .

et tel que ses cotés se trouvent sur les demi-droites issues de
P'origine. '

Jappellerai aire réguliére E toute somme d’'un nombre
fini de trapézes réguliers et tels que chaque demi-droite issue
de l'origine en traverse l'un au plus; (elle peut d’ailleurs toucher
a deux trapézes).

Je dirai que deux aires régulires sont. équivalentes
si toute demi-droite issue de l’orig'ine et admettant des points
communs avec l'une des aires envnsagees, les admet aussi avec
T'autre.

§ 5. Je commencerai par énoncer deux lemmes d'un ca-
ractére géométrique et élémentaire, et dont la démonstration
qui ne présente pas d'aucunes difficultés, peut &tre omise:

Lemme 1. FEtant données un trapéze régulier s et
une droite © passant par [origine et sans points communs

" avec s, on peut toujours subdiviser s en un nombre fini de tra-
.pézes réguliers tels qu'en chacun d’eux existe un segment pa-

rallel & 0 et dont les extrémités soient intérieures aux cotés
opposés du trapéze.

Toute aire réguliére étant, par defmltlon, somme d’un nombre
fini de trapézes réguliers, on conclut aussitdt du lemme 1 le sui-
vant

Lemme 2. Etant donnés un nombre ¢ > 0, une aire ré-
guliére S et une droite © passant par [lorigine et sans npoints
communs avec S, il existe toujours une aire réguliére S telle
que: '

1§58

2° S équzvaut a S;

3% S est une somme d'un nombre fini de trapézes dont
les bases sont paralléles & 8 et dont la somme des cotés est
inférieure & ¢
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§ 6. Le lemme 2 permet d'établir maintenant, pour toute
droite © passant par l'origine et tout nombre naturel n>>?2,
une opération <I>e’n qui fera correspondre a toute aire réguliére
une autre aire y contenue. '

~ Dans ce but, désignons par 6 la droite passant par I'origine
et perpendiculaire 4 6, et par ¢, ¢, les droites passant aussi par

l'origine et faisant avec 0 les angles aigus 711—

Je désignerai maintenant par X, la partie du plan contenue

dans deux angles obtus et opposés entre f# et £,; pareillement,

j'appellérai %, la partie du plan contenue dans les angles aigus
entre ces mémes droites.

S est alors ausi partagée en deux aires réguliéres: l'une
contenue dans 3; et l'autre dans 3,; on les désignera par S, et S,

respectivement. ‘
) étant contenu dans 3, et n’admettant pas parsuite des

points communs avec S;, on peut d’apres le lemme précédent
construire 4 l'intérieur de S, une aire réguliére S, satisfaisant

; 1 e .
. par rapport a ¢ = S, et © aux conditions (1°2°, 3% dudit

lemme. D’une maniére analogue, on construit dans S, une aire

réguliére S, satisfaisant aux mémes conditions relativement

]

1
.4 e=—, S, et a 6. On posera par définition:

S ‘I)G,n (S) - 31"|‘52

§ 7. En conservant les notations du § précédent désignons
encore par 4, §, (i=1,2) la somme des longueurs de toutes les
bases, respectxvement de tous les cbtés des trapézes dont 'aire
réguliére 'S, (i=1,2) vient d’étre formée.

Nous allons évaluer ces quatre nombres.

1) La manidre de construire S n’est pas *évidemment unique. - Mais
on voit facilement qu’étant donné o et n en peut toujours, si I'on veut, dé-
finir d’une fagon .univoque tous les procédés qui sont nécessaires pour dé-
termmer effectivement 1'opération d)e "
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D’abord, d'aprés la définition méme, on a:

1 1
W < @ &<

Pour évaluer A, on procédera comme il suit: soent d,
(i=1,2) plus grandes de deux bases des trapézes dont S, vient
d'étre formée. : On a:

@ A <2 Xd,
i

Soit, d’autre part, b, la distance de d, de l'origine. Toute
d, peut &tre régardée comme ‘la base d'mn triangle au sommet
a P'origine; ces triangles étant contenus dans le cercle x* 4 y*=2
et n'empiétant pas, la somme de leurs aires est moindre que

4n donc:

3) 2 b, d, 4ﬂ < 16;

d’autre part, les segments d, étant parallels a 9 et situés dans
¥, et en dehors du cercle x¥*+y>=1, on a, pour tout'j:

1.1
b, > sin — >2—

Done, d’aprés (3) et (2):
4) A <64n

On procéde tout pareillement pour obtenir I'évaluation
de A, On désigne par ¢, plus grandes de deux bases des tra-
pézes dont S, est formée, et par p; la distance de ¢ del'origine. -
On peut aussi regarder ¢, comme les bases des triangles aux
sommets a l'origine; ces triangles étant contenus dans le cercle
x>} y>=2 et dans I, on a:

8
O] '21‘2' P e <<
i

;c
Or, on voit facilement que pour tout i:

1.1
) cos = > 5
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done, d'aprés (5):
6 A<

§ 8. Lemme 3. FEtant donnés un nombre n > 2 et une
droite ©, on a pour toute aire réguliecre S et toute droite 0,
telle que

|a

S

(7)  angle (¢,0) < o

[t

mes () < 1-23

ol: S = fbe,n (S) et 39, désigne la projection de S sur la droitc 6.
Démonstration: en effet, en conservant les notations
des §§ précédents, on voit d’abord qu'en vertu de (1) et de (6)
la projection de 52 sur aucune - droite ne dépasse §n§
De méme, en vertu de (1), la projection des cotés des
trapézes dont on a formé S,, ne dépasse pas -}1-

II reste donc & évaluer la mesure de la projection sur 6
des bases de ces trapézes.

Or, ces bases étant perpendiculaires & , elles font, en
vertu de (7), avec la droite 0’ les angles aigus > —;— — ;:% Donc,
la mesure de la somme de leurs projections sur 6’ est au plus égale

ad,. sinfg<64n,i<ﬁ_'_‘l,
n* n? *

Par suite: ;
S 65 1

ce qui justifie notre lemme.

, 3
64.4<&’
n

n

§ ’9. 'Le lemme précédent prouvé, on peut définir I'ensemble
ar’u'fonce au debut de cette. Note comme le produit d'une suite
d’aires réguliéres.

icm

Sur la mesure linéaire : 23

Appelons d’abord, pour tout couple de nombres naturels
(n, m), par®, ,, la droite dont I'équation est: y = xtg N

Cela posé, désignons par S© une aire - réguliére telle que-
toute demi-droite issue de l'origine contienne des points de S

_ de telles aires réguliéres évidemment existent.

Soit encore
SQ’: @9 9 (SD), .

2,0/

et, en général, soit pour p > 2:

P+ — (S® .
S en+1.o’"+1(8 ), lorsque:
50 =@, o (5®),
n, n?—1
et:
S(P+1) = @en m+lln (S(P))’ lorsque; SO — @en iy n (S'(P— 1))’

ou: m<<n®*—1.

On obtient ainsi, par l'induction, une suite d’aires réguliéres
{S®)} é&quivalentes a2 S©), donc admettant des points communs
avec toute demi-droite issue de !'origine.

En posant donc:

S =TL5®),
p=1
on obtient un ensemble parfait et borné S contenant en vertu
du théoréme bien connu de M. Cantor des points communs
avec toute demi-droite issue de l'origine. o

Il reste a prouver que la projection de S sur toute
droite © est de mesure nulle.

Soit, en effet, n un nombre naturel quelconque, assez élévé
pour qu'on puisse désigner un nombre m tel que m < n*—1et
que la droite 6 soit contenue dans les angles aigus entre les
droites 04, m, et On, m 4+ 1.

I existe alors dans la suite {S®} une aire réguliere S®+?
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telle que
8 Srth= (I)e n (S®).

n,m—41
Or, on a:

T
angle (67, m+v 8) << ot donc en vertu

de (8) et du lemme du § précédent:

mes (S @+ 1) < 1,
e n
Par conséquent, S étant contenu dans SglP T

108
mes (Sg) < o d'ot:

mes (Sg) =0.

L'’ensemble S jouit donc de toutes les propriétés demandées.

Sur les ensembles compacts de fonctions mesurables.
Par

Maurice Fréchet (Université de Strasbourg).

Sens du mot compact. Dans une note récentel), M. P.
Veress a étudié les ensembles compacts de fonctions mesurables
au sens de M. Lebesgue.

Toutefois, il a attaché au sens du mot compact une signi-
fication qui n’est pas la seule qu'on pourrait lui donner. Il est
bien vrai que la définition générale des ensembles compacts
donnée dans ma Thése (p. 6, § 9) m’a conduit a traduire cette
définition dans le cas ou leurs éléments sont des fonctions con-
tinues sur un intervalle borné fixe sous la forme employée par
M. Veress dans un cas plus général. A savoir: un ensemble
de fonctions serait compact lorsque de toute suite infinie de ces
fonctions, on peut extraire une suite qui converge uniformément.

Mais la notion d’ensemble compact tire tout son intérét du
fait ‘qu'elle caractérise une propriété de I'ensemble quand on
tient compte de la fagon dont sont définies dans cet ensemble
les suites convergentes d'éléments. C'est dire que la définition
d'un ensemble compact de fonctions ne peut étre précisée que
si 'on a précisé auparavant quelle est la définition adoptée
pour la convergence d’une suite d’éléments de I'ensemble.

La définition de I'ensemble compact de fonctions continues
que j'avais adoptée comme conséquence de ma .définition géné-
rale était basée sur le choix préalablement fait de la convergence
dans le champ des fonctions continues. Il m'avait paru que dans

. ce champ, il convient, en vue des applications, de ne considérer

D Ueber kompakte Funktionenmengen und Bairesche Klassen, Fund.
Math., t. VI, 1925, p. 244.
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