Sur une hypothése de M. Mazurkiewicz,
Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Dans sa Note ,Sur la dérivée premitre généralisée“ (ce volume,
p. 145) M. Mazurkiewicz démontre que l'ensemble de disconti-
nuités d'une fonction mesurable f(x) satisfaisant (pour z réels) & la
condition
e 2h
est non dense, et ajoute qu'il est probablement dénombrable.
Le but de cette Note est de le démontrer.

D'aprés le résultat de M. Mazurkiewicz, il existe un inter-
valle (a, b), tel que

(2) o(x)=0 pour a<lz <},

o (x) désignant 'oscillation de la fonction f(x) au point .
Il suffira évidemment de démontrer que Pensemble

E=E{o®)>0, a <z

est au plus dénombrable.
Soit # un élément de E: nous avons done w(x)>0 et z—a>0,
done w(z)/(x—a)>0, et il existe un nombre positif o, tel que

o) >0, done w(z)> o(x—a)

z—a
Désignons par (o) l'ensemble
3) E(0) = E[w(x) > o(x —a), a < z;
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nous aurgns évidemment
K= FEQ1)4 B} + £ +...,

et il suffira de démontrer que les ensembles (3) sont au plus dé-
nombrables pour ¢ > 0.

Admettons, par contre, qu'il existe un nombre ¢> 0, tel que
I'ensemble E(o0) est non dénombrable.

D’aprés (2), il existe des nombres y > a, tels que l'ensemble

@) Elo(@)>0(z—a), a <a Y]

est au plus dénombrable (cet ensemble étant vide pour y ==b). Or,
Pensemble (3) étant non dénombrable, cela ne peut avoir liew pour
tout nombre y > a. Il existe donc des nombres y > a, pour lesquels
I'ensemble (4) est non dénombrable: soit ¢ la borne inférieure de
tels nombres y: il sera évidemment ¢ =6 > a.

Il s'ensuit sans peine de la définition du nombre ¢ que l'en-
semble

6) H=E|ow(x)> or—a), a <x <
est an plus dénombrable. et que Pensemble
(6) Elw@ >ax ~a), a<x<cHd

est non dénombrable, quel que soit le nombre positif d.
Or, il résulte de (1) (pour x==¢) et de c¢>a qu'l existe un
nombre positif d. tel que

) 0<lc—a

et

(8) (fie+h) — fle—h)! < oh pour 0<Th <26
Soit maintenant £ un nombre réel, tel que

Ch e< E<c+ 0

D'aprés la définirion du nombre w(2¢— &). il existe pour le
nombre £>> 0 un nombre 4, >0, tel que

(10) 6;<da b < E—e 61<%
et que

pour || < 6y, ¥] < 4.
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Or, d'aprés (9) et (10), nous avons pour [t| < 6y, ]t’l < 6;:
0<E—cti<20 et 0<TE—c¢ <24,
et l'inégalité (8) donne (pour k==& — ¢, resp. pour h=§—c—+#):

(12) FE+b)— FRe—E—t) <o(E—e-1)
et
(13) FEFt)—F2e—E—1t) < o —c+t)

Les inégalités (11), (12) et (13) donnent, pour |¢| <dy; |#'|<Td,,
vu les inégalités (10):

HE+8 — FE+ 1) <w@e—& + e+ oE—c+1) +
Fo(E—ctt) <w@e—E+20E—a) +3e

Il en résulte lout de suite que

(19) () < w(2e— &) + 20(E— o).
Or, d'aprés (9) et (7), nous avons
(15) a<<2c—E<ec

L'ensemble (b) est, comme nous savons, au plus dénombrable:
par conséquent l'ensemble @ de tous les nombres 2¢—z, ol x¢H,
est aussi au plus dénombrable. 8i fnone@, on a évidemment
2¢—Enone H et parsuite, daprés (15) et (5):

w@2c—§)<o2c—E&—a),
et Ja formule (14) donne:

o)< o —a)

Done, si w(€)> o(§—a), on a £ef
§ étant un nombre quelconque, satisfaisant & Vinégalité (9), nous
avons ainsi démontré que l'ensemble

Efo@)>o—a) c<a<c+dC¢

est au plus dénombrable. L'ensemble (5) étant aussi au plus dénom-
brable, cela est incompatible avec le fait que I'ensemble (6) est non
dénombrable pour d > 0 (done, en particulier, pour d = d).
L'hypothése de M. Mazurkiewicz est ainsi démontrée.
La question #'il existe des fonctions non,mesurables (L), satis-
faisant & la condition (1), reste encore ouverte..

Sur les suites des fonctions convergentes
en moyenne.

Par
St. Kaczmarz et L. Nikliborc (Lwéw).

Le but de cette note est d'étudier la généralisation de la notion
de la convergence en moyenne, donnée par M. Noaillen, qui
a aussi le premier démontré deux théorémes importants sur ce sujet.
Les recherches de M. Noaillon ne sont pas jusqu’i ce moment

publies, et la connaissance des ces théorbmes (sans démonstrations)

nous devons 2 M. Banach, qui a aussi de son coté démontré?)
un des ces théorémes.

§ 1. Envisageons des fonctions g(x), définies dans tout I'inter-
valle [— 0o, 4 oo] et jouissantes des propriétés suivantes:

1°. g(z) est continue.

20, ¢(0).=0,

39 jz| 3= 0 entraine g(zx) > 0.

4°, 11 existe deux nombres positifs o et 4, tels que pour |z|=e

on a g(z)=A4.

Nous appellerons des telles fonctions ,fonctions (N)“.

Envisageons encore d’aprés M. Noaillon une suite infinie {f, ()}
de fonctions, presque partout finies dans lintervalle [0, 1], et sup-

" posons que les intégrales

1

[oth—ras  @a=12.)
existent. ’ .

1) P. Lévy Bull. des Sc. mat. (2), 49 p. 378.
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