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Or, d'aprés (9) et (10), nous avons pour [t| < 6y, ]t’l < 6;:
0<E—cti<20 et 0<TE—c¢ <24,
et l'inégalité (8) donne (pour k==& — ¢, resp. pour h=§—c—+#):

(12) FE+b)— FRe—E—t) <o(E—e-1)
et
(13) FEFt)—F2e—E—1t) < o —c+t)

Les inégalités (11), (12) et (13) donnent, pour |¢| <dy; |#'|<Td,,
vu les inégalités (10):

HE+8 — FE+ 1) <w@e—& + e+ oE—c+1) +
Fo(E—ctt) <w@e—E+20E—a) +3e

Il en résulte lout de suite que

(19) () < w(2e— &) + 20(E— o).
Or, d'aprés (9) et (7), nous avons
(15) a<<2c—E<ec

L'ensemble (b) est, comme nous savons, au plus dénombrable:
par conséquent l'ensemble @ de tous les nombres 2¢—z, ol x¢H,
est aussi au plus dénombrable. 8i fnone@, on a évidemment
2¢—Enone H et parsuite, daprés (15) et (5):

w@2c—§)<o2c—E&—a),
et Ja formule (14) donne:

o)< o —a)

Done, si w(€)> o(§—a), on a £ef
§ étant un nombre quelconque, satisfaisant & Vinégalité (9), nous
avons ainsi démontré que l'ensemble

Efo@)>o—a) c<a<c+dC¢

est au plus dénombrable. L'ensemble (5) étant aussi au plus dénom-
brable, cela est incompatible avec le fait que I'ensemble (6) est non
dénombrable pour d > 0 (done, en particulier, pour d = d).
L'hypothése de M. Mazurkiewicz est ainsi démontrée.
La question #'il existe des fonctions non,mesurables (L), satis-
faisant & la condition (1), reste encore ouverte..

Sur les suites des fonctions convergentes
en moyenne.

Par
St. Kaczmarz et L. Nikliborc (Lwéw).

Le but de cette note est d'étudier la généralisation de la notion
de la convergence en moyenne, donnée par M. Noaillen, qui
a aussi le premier démontré deux théorémes importants sur ce sujet.
Les recherches de M. Noaillon ne sont pas jusqu’i ce moment

publies, et la connaissance des ces théorbmes (sans démonstrations)

nous devons 2 M. Banach, qui a aussi de son coté démontré?)
un des ces théorémes.

§ 1. Envisageons des fonctions g(x), définies dans tout I'inter-
valle [— 0o, 4 oo] et jouissantes des propriétés suivantes:

1°. g(z) est continue.

20, ¢(0).=0,

39 jz| 3= 0 entraine g(zx) > 0.

4°, 11 existe deux nombres positifs o et 4, tels que pour |z|=e

on a g(z)=A4.

Nous appellerons des telles fonctions ,fonctions (N)“.

Envisageons encore d’aprés M. Noaillon une suite infinie {f, ()}
de fonctions, presque partout finies dans lintervalle [0, 1], et sup-

" posons que les intégrales

1

[oth—ras  @a=12.)
existent. ’ .

1) P. Lévy Bull. des Sc. mat. (2), 49 p. 378.
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-Nous disons que la suite {f,(x)} converge ,en moyenne suivant
la fonction g(x)“, si on a
1

lim g(f,— 1) dz =0,
Py g~>-foa ¥
On doit 4 M. Noaillon la proposition suivante:
25 g(x) est une fonction (N), et si la suite {f,(x)} converge en
moyenne suivant cette fonction,
il existe une fonction f(x) définie dans [0,1), telle qW'on a
1

lim [ g(f,—/)dx=0

n—>oe

1

lim fg(f——f.) dz = 0%,

n—»00

Démonstration: D'aprés hypothéses on peut 4 tout nombre po-
sitif e faire correspondre un autre nombre positif w(e) tel, qu'on a

ly@)] = e Dl = wle),
et on voit, que w(g) tend vers zéro avec & Dans ce qu’il suit sup-
posons que €= 4, ce qu'entraine, que w(e) < .
Considérons maintenant une suite

1 £,y &y...
des nombres positifs, jouissante des propriétés suivantes:
1% sa<a<d (i=12..)
2¢.  les séries .
2o Yo
=] -

sont convergentes et posons w(e)= w;.

Il est evidemment possible & la suite (1) faire adjoindre une
suite infinie croissante des nombres naturels

Pry Pay--
telle, qu'on ait

1

f 9 (Foy— Fo) dx < &.

(]
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Soit E, 'ensemble

E‘ = E [g [f;’{+1 (x) - f"((‘r)] g E‘]

et CE, son complément. _
En désignant par mZ la mesure lebesguienne d'ensemble Z on

voit, que l'inégalité

emB = [, —f)de <&

#
entraine la relation
mE, < g

et alors la relation
mCE =1—g¢,.

Prenons maintenant un nombre pusitif # (g <C 1) quelconque et
détérminons N de telle maniére, que

o0

25;<"7,

i=N

Z=CjE‘.

im N

et posons

D'aprés ce qui précéde, on voit que mZ=1- 7, et comme
pour teut z appartenant & CE,

g(f;‘+‘ "’/;,() <¢g
If;’(_{,,] _fll(l < m‘)

on voit, que pour tout x, appartenant & (Z) on a

|f;¢+1_f):“ < wiy (1> i\‘y).

et alors

) o
En vertu de la convergence de la série 3 w, nous pouvons done
{=1
affirmer, que la suite

) Fot 3 Grs =15

converge dans un ensemble de la mesure si voisine de 1. que l'on
veut, ce que nous assure la convergence presque partout dans [0,1]
de la série (2), c. 4 d. de la suite

fn) fn""
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Posons
@)= lim 7, @)
On a evidemment ‘des rélations

9= 1) =g llim (f,— £,)] = lim g (fi— 1)

g(f"—fm) 3‘1_1)2 g(f;‘—"fm))

qui nous montrent, que les fonctions g(f,—7f) et g(/—/,) sont me-
surables. D'apres un théoréme connue ') il résulte des rélations qui
précédent et des inégalités :

1

JERIAL R

0
1

[otr—faae<s

0

qui subsistent pour p, et » suffisamment grandes, (¢ étant un nom-
1

bre positif si petit, que l'on veut), que les intégrales f g(fi—r)dx
. :

et f g (f—F,) dz exisleni, et qu'on a

[]

Jotti—raa<e

[otr=rde<e
C g fd ’

!) Voici lo théoréme mentionnd: ,8i la suite {g.(x)} converge presque pﬁr-
tout dans I'ensemble E, et si f |@. (@) dz << 4, alors
¥
10 flim @.(x)dz existe

®>00

2°i/lim|(p,(z)|dz§lim inff|q),,(:c)| dz ¥,
®—00 =00

V. p. e. Steinhaus, ,Rozprawy Akademji iej i
N ji Umiejetnoéei Krakéw 1916.
Tom LVIL Ser. A, Str. 184. : v
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Remarque. L’hypothése de la mesurabilité des fonctions {,(2);
rinterviennant pas dans notres raisonnaiments on voit, que le théo-
réme de M. Noaillon est absolument générale. On peut facilement
construire un exemple de la suite f(x) des fonctions non mesura-
bles, pour laquelle le théordme subsiste. Il suffit 4 ce but poser

Jo(@) = ()
ot p(z) est une fonction arbitraire non mesurable.

§ 2. On peut poser le probléme de savoir, si la fonetion f(r),
Slimite de la suite f,(x). convergente en moyenne suivant la fone-
tion g(z)“ est unique.

On peut aussi poser un probléme beaucoup plus générale:

La suite {f,(x); étant convergeute en moyenne suivant denx
fonctions (N)==g(x) et g,(x), peut-on affirmer. que les fonctions
limites sont identiques?

Dans ce numéro nous donnerons des solutions affirmatives des
ces questions,

Théoréme. Si les fouctions g(z) et gy (x) sont des fonctions (N)

et st
1

Km [ g(f—f)dz=10

n-—>0a

1

im [ g(p—/)dz=0

on a présque partout
flz) = g@)".
Démonstration Fuisons adjoindre & un nombre &£>>0 un
autre nombre positif N, tel qu'on ait

/ g(f — fi) dw < &

f gulp—1.) da < &t
0

pour n > N. Les considérations du § 1 nous montrent, quils exi-
stent deux ensembles £ et E;, dont les mesures sont plus grandes
que 1 —¢g, et tels, qu'on a

E=E[g(f—/f)<d

k= E[g(9—f) <2l
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On voit immédiatement, que
m(E. E)>1—2¢
EE=klg(f—r)<e et g (p—f)<e|
Soit @ (g) la fonction, définie dans § 1 et w,(¢) soit la fonetion,
jouissante des mémes propriétés par rapport & ¢,(x) que w(e) pos-
sede par rapport & g(z). Il suit des rélations précédentes et des

propriétés des fonctions w(e) et w,(¢), que dans l'ensemble £.E,
doivent &tre vérifiées des inégalités

If fl<<wle
I‘P‘"/:.I < w,(g)

IF— ol < (&) + (o).

On peut donc & toute couple des nombres w (£) 4 ,(¢), 7> 0,
faire correspondre un ensemble Z, tel, qu'on aura :

mL>1—ng
Z=E(|f—p| < 0(&) + w,(¢)]

ce qui est équivalent & I'assertion du théoréme

§ 3. Dans cet ordre d’idées on peut de méme poser la question
suivante: Denx fonctions g(z)-et g, (x) étant des fonctions (&), dé-
términer des conditions suffisantes auxquelles doit satisfaire la
fonetion g, (z), pour que toute suite {f,(x), convergente en moyenne
suivant la fonetion g(r). soit aussi convergente suivant la fonction
91 (x).

Nous pouvons établir sur ce sujet la proposition suivante:

»SI les fonctions g(x) et g,(x) sont de la classe (N) et de plus
#ils existent deuz nombres positifs X et M, tels que lu rélation

|z|> X
0z << Mglx)

et alors

entruine la relation -

alors toute suite {f,(x) convergente en moyenne suivant la fonction g(x),
converge auasi suivant la fonction g, ()%

Dém. & étant une quantité arbitraire, soit ¥ un nombre positif,
tel qu'on ait

3
P’9>NDJ 9(f,“"f,)(ift’< e

icm

Sur les suites de fonctions 157
Draprés les raisonnements, employés dans la démonstration du
théoréme de M. Noaillon, il existe un ensemble E, ,, tel que
mE >1—¢
Ep,q= E(g(f; _fv) < E‘)

B o= E(|f,— /] < @(e).
Envisageons I'identité

et alors

®  [at,—ni= [ath—rd+ [ar—r)
0 ) CE,,

P19

Décomposons l'ensemble CK,, en deux sous ensembles 7. et
dout le premier est définie par la formule

Zh=E(f—fl=X).CE,,

7@

Pa?

et dont le second est son complément par rapport & CL, .
On a evidemment

c[ nlhi—f)de = [qU,—fda+ W, [glf—r) iz <
'k,

Py Zgl), Zﬁ?)q
§j o (fi—1)dz 4+ M. €2
Z

Soit L la borne supérieure de la fonction g,(x) dans lintervalle
[—X,+ X] On aura

n(f—F) =L mZO<LmCE,, =< L.e
z,
On a done X
) j G (fo—f) dze < (L+ M.g)e.
CE,,

Cherchons maintenant la borne supérieure de l'intégrale

E/gl(ﬂ—ﬁ,‘l dx.

P e .
A cet but introduirons la fonetion @, (d): soit £, (d) le plus pe-
tit nombre tel, qu'on ait

l2l < 6D g (2) = 2,(9).
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D’aprés la définition de Iensemble E,, on a pour tout z appar-
tenant & E,, la rélation:
g (fi—1) < &lw(E)
Il soit de I3, qu'on a
©) [t rrdo < ot
EF:Q .
Il vient des rélatons (3), (4) et (B), que

1

/ oo f) i < @, [0(0)] +L+ H. ),

pour p, ¢ > N.
On voit done, qne

1
J a(f—1f)dz — 0. C.qfd

§ 4. Comme nous avoss deja remarqué, M. Noaillon a démon-
tré une deuxidme remarquable proposition sur les suites des fon-
ctions convergentes en moyenne suivant nne certaine fonction ().

Adoptons, pour 'abréger, la définition suivante:

,Nous disons, qu'une fonetion g(x) appartient & la classe (M), si

. 1°. g(x) est une fonction (),

20 il existe un nombre positif M, tel quon a

glo+y) < Mg(z)+9(y)]
pour toute couple (z,y) des nombres réelles”.

Ceci posé, ajoutons encore, que pour les fonctions (N,) subsiste
la proposition reciproque A la prémiére proposition de M. Noaillon.
La démonstration de cette remarque est immediate.

Voici le deuxiéme théoréme de M. Noaillon:

Hypothése : :

19, Les fonctions f,(x) sont définies dans [0, 1] et presque partout

finies.

20, g(z) est une fonction (N,),

30, les intégra’es.

j 3y(f,,r— f)dz

f g(f)dx

existent.
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49, lim | g(f,—f)dx=0.

Thése:
10, L'intégrale
1

[onds

[
existe, f(x) étant fonction ,limite® de la suite {f,(x)} au sens du § 2™

20 . /Jg(fl.)d:r% fg(f)dz“.
. 1} 0

Démonstration: Pour la démonstration de la premiére partie

de notre thése il faut d'abord s'assurer, que la fonetion g(f) est
- mesurable.

Ce point est une consequence immédiate de la remarque sui:
vante: La suite f,(x) étant convergente en movenne, ou peut, comme
nous deja savons, en extraire une suite {f, ()} convergente presque
partout vers la ,limite® f(x). La function ¢(f) est donc fonction
limite des fonctions g(f,) mesurables (d’aprés hypothése 3m°), et
parsuite est aussi mesurable.

Pour démontrer qu'elle est sommable, il suffit remarquer, qu'on a

gN=M.Jg(Ff ~7)+ 9

c’est 4 dire, qu'elle est bornée par une fonction sommable.

1
Pour aller plus loin, montrons que les intégrales / g(f.)dx sont
[

bornées dans leur ensemble.
En effet on a

fy(fuldxé M [fg(f,.mf) dw—{—fg(f) dz].

1
La suite f g(f,—7) dx étant convergente d'aprés la premietre
0

1
proposition de M. Noaillon, est bornée. done les intégrales f g(f.) dz
0

sont aussi bornés,
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1
La suite f g(f.) dz posséde done des points-limites et nous allons
[]

1
montrer, que le nombre f g(f) dx est sa unique point-limite.
1]

A cet but supposons, quun nombre A est un des points-limites
de la suite
1

fy(f,) dz.

[

Il existe alors une suite partielle {f,} telle, qu'on a
4
/ 91/, de = .
0

D'autre part ou peut evidemment trouver une suite partielle
{f..} de la suite {7, }, telle que

fu> f
presque partout,
Envisageons maintenant Pidentité

f lo() —gNlda= [ lgtr)— g0 do+ f l9(£,) — 9(P)| da,

valable pour toute décomposition de [0,1] en deux ensembles me-
surables,

Soient £ et 4 deux nombres positifs arbitraires.

On peut d'aprés une proposition hien connue de M. Egoroff
trouver un entier N et un ensemble E, telles, que

mE>1—q
le(£)— 9N <,

pour 2> N et sur ensemble E.
On a done pour # < N I'inégalité

fly(f,,,)——g(f)l dz < e
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Poar évaluer Pintégrale f l9(f,)—g(f)] dz nous nous servirons
CE
d’inégalité
l9(f)—9 Nl = Mg(f.—1) + g ()]
dont la démonstration est immédiate.

On a
flg(fq,,)——y(f)ldx_.—<_Mfy(f,—f)dx-FMfy(f)dx.

et alors
J1st)—gPlas et it [ot.—nas+ a1 [ o) d

L'intégrale f g(f)dz étant une fonction absolument continue et
CE

1
V'intégrale f g(f,— f)dz tendent vers zéro, on voit, que

0

Siatt)—gplas o,
0

Done
1

[t aa f 9()dz = 4,

0

Cqf d

§ 5. Passons maintenant au probléme suivant: soit {f,(2)} une
suite des fonctions, convergentes presque partout dans lintervalle
[0, 1]. Existe-il une fonetion (N) g(), telle, que la suite {/,()} soit
aussi convergente en moyenne suivant cette fonction?

Dans cet ordre d’idées nous établirons deux propositions.

Théoréme. Si

10. les fonctions {f,(x)} sout mesurables et presque partout finies

" dans [0, 1).

20, la suite {f,(x)} comverge presque partout dans [0, 1].

30, il existe une fonction g(x) de la classe (Ny) telle que les in-

tégrales

Fundamenta Mathematicae t. XI. 11
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existent, et une constante A, telle que
1
[ oty < 4
0
alors la suite {f.(z)} converge en moyenne suivant loute fonction
¢ (z) de la classe (N,) pour laquelle

im 9@ o0
lel >0 (%) ‘
Démonstration. Soit g,(x) une fonetion (¥,) vérifiante la
condition
tim 2@ o,
te| > 9(2)
En désignant par gz un nombre positif arbitraire, il existe evi-
demment un autre nombre positif X, tel qu'on a

(6) 2| > XDg @ =<un.g).

Les fonctions g,(f, — f) étant mesurables, nous allons montrer,
quelles sont aussi sommables. En effet dans I'ensemble ot |f,— /] S X,
la fonction g, (f,—f) est bornée et alors sommable, et dans son com-
plementaire cette fonction est d'aprés la rélation (6) bornée par une
fonetion sommable. ‘

Soit maintenant ® un nombre positif arbitraite et 6 un autre
nombre tel, qu'on ait ‘

|$c|<6___)gl(.z;)<w.

D'aprés le théoréme de M. Egoroff on peut a toute couple 6, 7
(n étant un nombre positif arbitraire) faire correspondre un entier N'
et on ensemble E, dout la mesure surpasse 17, ot dans lequelle

IF—rl<é
pour n> N.
On aura done pour #>> N dans l'ensemble E
nfi—N<o

Envisageons maintenant I'inégalité

1
Jotr—niz=o+ [att—naz,  @>x),
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Soit (ZM) Yensemble
Z0=E||f,—/| < X].CE
IO = CE— 2z,

En désignant par L la borne supérieure de g, (x) dans linter-
valle [— X, + X] nous aurons

et soit

19;(/;.—f)dx§w+ G(fi—fde + [ gfimp) de<
a/ f’ f

o 7@
o4 LmZO4p gifi—frdz =<
7o

<o+ Lnp+ u,][.[fg(/;)-dx—l—fg( -/ de =
Z,('g) Z,(‘ﬂ)

§w+L17+yJV[.[fg(f.)dr+fg(~f)dx]§

= w+L1;+le[A +fg(—/‘)de. e.q fd

Remarque. La proposition, demontrée plus haut, ne donne ‘pas
la solution générale de la question. posée au debut du paragraphe
présent, mais elle nous permette sous les conditions du théoréme
trouver effectivement cette fonction g, (x).

Ajoutons encore, que la deuxitme partie de I’hypothése peut
étre remplacée par I'hypothése moins restrictive, & savoir par la sup-
position de la convergence ,en mesure¥,

Passons maintenant 4 la solution générale du probléme traité.

Théoréme. Si

1% les fonctions f,(x) sont mesurables et presque partout finies

dans [0, 1].

20 la suite {f,(x)} converge- ,en mesure vers la fonction f(z).
alors i

W existe une fonction non bornée g,(x) de la classe (N,) suivant
lagquelle la suite f,(x) converge en moyenne')~.

1) L'existence de la fonction gz} de la classe (N), mais bornée, jouissante
de la propriété du théoréme, est dejh démontrée par M, W. H, Young. Quarterly
Journal, T. 44. (1913), p. 137.

11#
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Démonstration: Rappelons la définition de la convergence

nen mesure®:

Nous dirons, que la suite {f,(z)} des fouctions définies et mesu-
rables dans un ensemble mesurable et borné £ converge en mesure
vers la fonction f(x), #'il est possible & toute couple des mombres
positifs &, 7 faire correspondre un entier N tel, que pour toutn >N
il existe un ensemble B, tel, qu'on ait

mE. >mE -9
= E(|f.(x) - fx)] <e).

En passant & la démonstration du théoréme prenons £=1 et
envisageons la suite 5, = /—fl—z (k=1, 2...). Soit N, lentier, tel, qu’qn
ait pour n > N,

[fil@) —f)] <1

dans un ensemble E,, dont la mesure surpasse le nombre 1 — 7,.
Supposons encore qu'on a N, < N,.
Soit # un nombre, vérifiant Pinégalité

N <N,

La mesure de CE, , étant moindre que #;, ou voit, qu'il existe
. un entier p(n), tel, que la mesure de l'ensemble des z, pour les
quelles
p(")glfu “fl:
est moindre que 7,.
Soit
Py =max [p(N; + 1), p(N;+2),... p(M)].

Envisageons maintenant des nombres n

(7) N <n<N,,
et détérminons un entier p, =2p, de telle maniére, qu'on ait
pa<SIfi— 1]

dans un ensemble, dont la mesure est moindre que 7y, pour les
indices 7, assujettis & la condition (7).

En continuant ce procédé nous obtenons une snite croissante des
nombres entieres p;, jouissantes des propridtés suivantes:

icm

Sur les suites de fonctions 165

1% pyy = 2.
2°, Pour les indices #

Ny <aN
Piws é Vn—fl

dans un ensemble de la mesure moindre ‘que 7.
Aprés ces préliminaires nous allons construire la fonction g()
jouissante des propriétés du théoreme précédent, ’

on a

Soit:

10 g(0)=0.
20 g(e)=g(|x|)
3. g(p)=V7i.

i i
V—+ + V (—p).
Cette fonetion étant de la classe (N) on voit facilement qu'elle

est aussi de la classe (N)), parce qu'on a

9z +y) = 2lg(x) 4 9(v))

Pour démonirer, que les intégrales

fy(fL —f)dx

existent, envisageons un entier » arbitraire et soit
N<nN,,.

Désignons par Z, |ensemble
Z=Ek—1<|fi—fl<h.

On aura pour tout x appartenant i I'ensemble

4 p=r=pg.Dgln)=

(k=1,2,...).

Fig1

3

kwmp1

g(lfi— ) < Vi1,

et les fonctions f, - f étant mesurables, il suit, qu'on aura

fg(f,,-—-—/) dr < |+“2

la relation

’i+1

k=p;+1

k
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Done

lfﬂﬂ—ﬁ¢ﬁ<b+jggiﬁ%-

1
Nous voyons done, que les intégrales jg(/',,— f)dz non seule-
0

ment existent, mais de plus qu’elles sont bornées dans leur ensemble.
En appliquant la proposition précédente et en prenant

a@) =g (0<e<<)

on voit, que la suite {f,(x)} converge en moyenne suivant la foric-
tion g, (z). ’

Remarque 1. On peut en modifiant legérement la dérnidre partie
du notre raisonnément démontrer, que la fonction g (z) possede deja
cette la propriété, que

fg(f,—f)dx—->0.

Remarque 2. Des théorémes précédents montrent, que toute
suite des fonctions {7, (x)} mesurables et presque partout finies con-
vergente en mesure converge aussi en moyenne suivant une cer-
taine fonetion (N,) et inversement, toute suite convergente en mo-
yenne suivant une certaine fonction (N) sussi en mesure. Pour
completer ce resultat il faut ajouter, qu'il w'existe pas une fonction
9(z) non bornée possédante la propriété suivante: toute suite {f. (@)}
convergente el mesure converge aussi en moyenne suivant cette
fonction g(2). On peut établir ce point en démontrant, qw'a toute
fonetion g(z) de la classe (N) il existe une suite {f, (z)} convergente
presque partout, qui ne converge pas en moyenne suivant cette
fonetion. En effet :

Soit g(z) une fonction quelconque de la classe (&), non bornde.
On peut déterminer une suite {m,} croissante indéfiniment tel, qu'on a

xZm ) g(x)=mn.

Soit f£,(x) fonction égale & m, dans Pintervalle [0,;1] et & zéro

1 . . .
dans (;l—, 1]. Or on voit facilement, que la suite {f.(x)} converge
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presque partout vers zéro. D’autre part on a

/ZMrJWw=jinm=jzwmh=ﬂm%jéL

donc mnotre suite n'est pas convergente en moyenne suivant g(x).
§ 6. On a souvent employée des suites convergentes en mo-
yenne dans les cas particuliers

g@)=|z  p=0.

Pour p=2 M. Fischer!) a demontré le premier le théoréme
du § 1. Pour les p > 0 les théorémes sur la convergence en mo-
yenne a démontré M. Plancherel 2).

Nous terminons cette note par la remarque suivante: Pour les
2 =0 les fonctions g(x)=|x|** jouissent de la propriété suivante:

Si
1
[z,
0

alors

1
/|a,—f|1+”da:—'-50,
ol on a posé

g,

n

_hthtoth
n

11 s'agit de savoir, si toutes les fonetions g(x) non bornées
jouissent de méme propriété. On verra, qu'il n'en est rien méme
#'il g'agit des fonctions de la forme xz't* pour p < 0.

Cest une conséquence immédiate de la proposition suivante: si

, - z
g(x) est une fonction de la classe (N) et telle que lz:n _::f gi_x) =0,

il existe toujours une suite de fonctions {f,} convergeant en moyenne

}:’—-tf’—j;———-t—é} ne converge

suivant g(z), tandis que la suile {a,,:
pas en .mesure.
En effet, on peut determiner une suite de valeurs {z,} telle que

(8) Iim '.q_(‘fg = 0, et

k00 Ty

1) C. R. 144 (1907), p. 1022/4,
3) Bull, 8e, Math, 1923,
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k—1
@ n,,>k2:ci k=2, 3,..)
=1
ol n == Ex,. .
Posons, pour chaque n de la forme n,+i (1=1,2.., n),
i—1 i )
f.(x) = =, dans lintervalle (l P i) et = 0 partout d'ailleurs.

Si # r'est pas de la forme précédents, on posera identiquement

f.(@) =0. On voit de suite que, dans ce dernier cas
1

[atryaz=o,

0
et, dans le premier, pour n=n, i (i=1.2,...n,) on a:

(

x,)
x,

Sotr dr=" (o) <2

On a donc d'aprés (1):

1

lim [ g(£)dz=0.

x—>00

Envisageons, & son tour, la suite de {0,} On a, en vertn de (2)
pour tout k et tout z de lintervalle 0, 1):
1 ¢ _ 1
o‘-hg , 215 < F et: . oﬂl' 2

=1

L

1
5;2“?5,

ce qui prouve que la suite {c,} nc converge pas en mesure.

Réeiproquement. Envisageons la suite

Julx)=cos nz,
et posons g(x)=|x|. On voit, que

f]o_]dx—)o,
3

pendant quil n'existe pas une fonction g,(x) de la classe (N), telle
qu'on ait
]
[ 9.7 d= 0.

k)
En effet, la suite f,(x) n’est pas convergente en mesure.

Sur les décompositions semi-continues d'espaces
métriques compacts.

Par

e
Casimir Kuratowski (Varsovie).

§ 1. Propriétés générales.

1. Définition I. Une fomille d'ensembles (nou vides) H pré-
sente une décomposition semi continuel) d'un espace mélrique
compact K, lorsque 1° F est la somme des ensembles de la famille H,
29 ces ensembles sont disjoints denx & deur, 3% élani dunnée une
suite convergente®) d’ensembles appartenant & H. il existe dans H un
ensemble qui contient lu limite de cette suite.

'} M. R. L. Moore appelle la famille H ,upper semi-continuous collection®;
voir ,Concerning upper semi-continuous collections of continua which do not se-
parate « yven ser, Proc. Nat, Acad. Sc. 10 (1924), pp. 356—360, et Concerning
upper semi-conlinuous collections of ¢ nitinua, Trans Amer. Math Soc 27 (192 ),
pp. 416—428. M. P. Alexandroff emploie dane le méme sens le terme _stetige
Zerlegung®; voir Ueber stetiye Abbjldungen kompakter Rdume, Proc. K. Akad.
Wet. Amsterdam 28 (1925, pp. 997—999, et Math. Ann. 96 (1926), pp. 535—571.
Draccord avec M. Vietoris je réserve le terme .décomposition continue* pour
le cas oft une décomposition semi-continue est assujettie 4 des conditions supplé-
mentaires (précisées uun § 2). Voir L Vietoris Ueber stetige Ablildungen einer
Kugelfiiche, Proc. K. Akad, Wet, Amsterdam 29 (1926, pp. 443—453. M. Den-
joy {Journ. de Math. 7, 1, 1913} emploie le terme famille semi-fermée supérien-
rement dans un sens analogue, mais sans la festriction 2°

%) Une suite d'ensembles {X.} converge vers la limite Lim X, lorsque Lim
inf X, = Lim sap X,. Lim inf X, est défini comme ’ensemble de tous les puints p
pour lesquels il existe une suite {p,} telle que p,e.X, et lim p, =7. Un point p
appartient & Limsup X, lorsqu'il existe unc suits d’entiers croissants {k,} telle
que pe LiminfX, . ('es notions sont dues 4 M. Painlevé, Cf. aussi  ensemble
limite“ et d',accumulation® de Janiszewski (Thése) et ,unterer (uberer) abge-
schlossene Limes¥ de M. Hausdorff (Menyenlehre, Berlin 1927, p. 146).
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