192 H. Steinhaus.

Il existe une telle série, m&me & termes positifs, et méme telle
que la convergence de (2) soit absolue (p. p.).

o0
En effet, 3¢, étant une série convergente & termes positifs on
k=l

peut déterminer une suite {n,} des entiers positifs croissants de ma-
nidre que l'on ait '

A <<e& pour n>mn,

& l'exception d’'un ensemble E; de mesure moindre que &; soit {4}
une suite  termes positifs tendant vers zéro, définie comme il suit:

0, =& pour n, < k< vy, d,=1 pour k<n,.

o0
On détermine la série divergente i termes positifs ¥ a, de ma-

k=1
niére que

=5}

Za,, d,

k=]

soit convergente, ce qui implique presque partout la convergence
absolue de (2)

Néanmoins il existe une suite {), ()} a termes mesurables (méme
positifs) tendant partout vers zéro telle que quelque soit la série

divergente S a,, la série (2) devient convergente dans certains points.
kw]
Cela tieat encore au fait que lensemble D de séries divergentes

o

Ela,, est de la puissance du continu, de maniére quil y a des en-
sembles linéaires (méme de mesure nulle) qui sont des images bia-
nivoques de D.

De méme, si {\()} est une suite 3 termes mesurables tendant
vers -}-co presque partout, il existe une série numérique conver-
gente (& termes positifs) qui rend (2) divergente presque partout.
La restriction presque de la thése est inamovible 1). La question ana-
logue pour les {), ()} mesurables qui sont presque partout non bor-
nés ne nous semble pas facile.

1) Voir 1) p, 190.

icm

Sur la relation lim f(x+/A,)= f(x).
hn—~0

. Par
H. Auerbach (Lwéw).

M. Steinhaus a posé en 1925 le probldme suivant: Etant don-
née une fonction f(x) mesurable dans lintervalle 6 et une suite
{h.} tendant vers zéro et d’ailleurs quelconque, peut on affirmer
que la relation :

lim fa4h) = £@)

a lien dans presque tout?) point de 6?

M. Sierpinski a démontré sur un exemple (non publié) que
la réponse est négative. Ep cherchant des propriétés caractéristi-
ques des fonctions vérifiantes presque partout la relation ci-dessous
j'ai obtenu les. théorémes faisants objet de la note présente.

Soit f(x) une fonction définie dans lintervalle . Nous dési-
gnons par maximum essentie]l M(z) et minimum essentiel m (z) deux
fonetions définies comme les fonctions connues de Baire, mais en
négligeant les ensembles de mesure nulle. Ces fonctions sont semi-
continues, la prémiére supérieurement, la seconde inférieurement et
remplissent presque partout I'inégalité

m(2) <fla) < M=)

Leur définition est un cas particulier d'une définition générale
donnée dans la , Theorie der reellen Funktionen® de M. Hahn, Vol. I.

1) Bien entendu Fensemble de mesure nulle dans lequel la relation n'est pas
remplie peut varier avec la suite {h.}.
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194 H. Auerbach:

Chap. II, § 12,, ou lon trouve aussi démontrées les propriétés de

M(z) et m(x) que nous venous d'énoncer. -
Théoréme 1. f(z) élant une fonction mesurable il existe une

suite {h), =0 et tendant vers zéro pour laquelle presque partout

Him f@+h) = M(x).
HwD émonstration. Nous prouverons d’abord que r étan.t donné
il existe une suite {h.}. k.= 0, tendant vers zéro et remplissant en

presque tout point x de B (M > 7) Pinégalité nlitg flx+th)=r
Soit z un point de densité 1 de l'ensemble £ (M >_r). E.n vertu
de la définition de M(z) il existe un nombre » == 0 aussi petit qu'on
le veut de maniére que z-% est un point de densité 1 de E(f>r).
Les points £ de E(M>>r) tels que {+h CE(f>r) former.lt un
ensemble mesurable dont # est évidemment un point de densité 1.
On peut par conséquent & tout nombre paturel £ et & tout
point x de densité 1 de E(M>r) faire corespondre un nombre
hy(x) est uue suite {F™(z)} des ensembles fermés de sorte que

1
1 0< @) < 4

20, F*x)C (x——%, T+ ;1;),

» lmg

.mes F}(x)=1,

4% pour tout £ C Z F¥z) on a f(E+h () >

Rl

D'aprés un théoréme de M. Vitali & tout k& naturel corres-
ponde une somme finie @, des ensembles F,(x) recouvrant Tensem-

. 1
ble E(M>r) & un ensemble de mesure <7c- pres. Presque tout
point de E{(M>r) appartient donc & l'ensemble lim @,.

k—o00
Considérons la suite des ensembles F%(x) formée en écrivant
suceesivement les ensembles de @,, de @, ete. A chaque de ces
ensembles corresponde un nombre k,(x) (appartenant au mémes
valeurs de z et k). Nous designerons ces nombres simplement par
hyy hoy Byy... Ils sont 5=0 et tendent vers zéro, en vertu de 19
chaque @, ne contenant qu’un nombre fini des F}(x).
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Par ce qui précéde presque tout point de E(M > ) est contenu
dans une infinité des ensembles de la suite considerde et par con-
séquent, en vertn de 4° satisfait & une infinité d'inégalités fle+h)>r
done aussi i l'inégalité Tim f(z—+h)>>r.

Cela pos¢ désignons par {r,} un ensemble dénombrable partout
dense et par {2} une suite tendant vers zéro telle que 0 < || < 1
(#=1,2,8,..) et que ,Eli f(@x~hi) =>r, dans presque tout poift
z de K(M>r,). Soit {h.} une suite formée par tous les A? ran-

gés dans un ordre quelconque. Cette suite tend vers zéro et on
a nlz:i f(z—+h,) =7, dans presque tout point de E(M>>r,). Par

conséquent 1151 /(@ ~h,) = M (x) presque partout. On a d'autre part

f(x)<< M(x) presque partout, done aussi f(z—-h,) <X M (® =4 h,) pour
presque tout x et tout n, d'ot, & eause de la semi-continuité supé-

rieure de M(z), lim Jlx-+ k)<< M(z) presque p;a.rtc:ut.

Théoréme 2. La condition néeessaire et suffisante afin qu'une
fonction mesurable f(z) soit semicontinue supérieurement dans wune
épaisseur pleine de 0, est que lon ait presque partout -

lim f(z + h,) < flz)

pour toute suite {k,} tendant vers zéro.

Démonstration. Supposons que f(x) est semicontinue supé-
rieurement dans 0— N, N &tant de mesure nulle. Soit {h.} une
suite quelconque tendant vers zéro. Désignons par N, Vensemble
des points x tels que x|/, (C N. Les ensembles N, sont de me-
sure nulle 6t on a dans 6— (N3 N,) l'inégalité I'i—r—{f(z—{—b,,)g

< f'(z). La condition est donc nécessaire.

Si la condition est remplie alors, en vertu du théoréme 1 et
de inégalité f(x) << M(x), il vient f(z) = M(x) presque partout. La
condition est donc suffisante.

Corollaire. La condition nécessaire et suffisante afin qu'une
fonction mesurable 7(z) soit continue dans une épaisseur pleine de 1)

') ('est-a-dire de la deuxiéme éspéee de M. Carathéodory (Vorlesungen
ither reelle Funktionen p. 412)
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196 H. Auerbach:

est que l'on ait presque partout
lim #(s— h,) = f(2).

pour toute suite {h,} tendant vers zéro.

Une fonetion mesurable ne-satisfait pas done en général & cette
condition. Mais on a le

Théoréme 3. f(x) étant une fonction finie*) et mesurable duns 4,
il existe une suite {n,} & termes positifs, telle que presque partout

“1131:0 fle+h)=f(=)

powrvu que [hf<7n (n=1,23,..).
Démonstration D'aprés un théoréme fondamental de
M. Lusin®) il existe dans 6 un ensemble fermé F, de mesure

> |6|-—;1; dans lequel f(x) est continue (n=1,2,3,...). La con-

tinuité étant uniforme il existe un #,>0 de sorte que
1
VEet+h)—r@l <,

pourvu que x et z-A appartiennent & F, et k| < ..
Donnons & & une valeur fixe 4, (|A.] <<7.). I’ensemble des po-
nts x de F, pour lesquels x4 %, n'appartient pas & F, étant évi-

1
demment de mesure <op ome

dans un ensemble E, ((C F,) de mesure > d——% Un raisonne-
ment connu montre que presque tout point de J appartient a len-
semble lim E,. On a donc presque partout hm f(a:—{——h)--f ().

Exemple. Décomposons Iintervalle (0, 1) en un infinité dénom-
brable des ensembles E, mesurables et de mesure positive aux en-
virons du chaque point du cet intervalle et posons

flx)=1 ——;11— dans E, (n=1,2,3,..).

1) Le théoréme est valable sans cette restriction,
%) Dont les démonstrations trés simples ont ét§ données par M. Sierpinskij,
Fund, Math. t. 111, p. 320) et par M. Cohen, (Fund. Math. t. IX, p. 696),
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La fonction f(z) est mesurable et s0n maximum essentiel
M(x)==1. D’aprés le théortme 1 il existe une suite {h.} tendant
vers zéro telle que hm f(@+-h,)=1 presque partout. D’auntre part

la suite {f(£+h ) conhent en vertu du théordme 3, une suite
partielle convergente presque partout vers f{).

La suite {/(x4-4,)} est done presque partout divergente, bien
que les %, tendent vers zéro.
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