Sur I'ensemble de valeurs qu’une fonction continue
prend une infinité de fois.

Par

Karol Borsuk (Varsovie).

M. M. Mazurkiewicz et Sierpifiski ont donné une con-
dition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble de nombres réels
puisse étre regardé comme l'ensemble de toutes les valeurs qu'une
fonction continue d’une variable réelle prend une infinité non dé-
nombrable de fois *). ’ ,

Dans le méme ordre d'idées je dunnerai une condition nécessaire
et suffisante pour qu'un ensemble de nombres ‘réels soit un ensemble
de valeurs qu'une fonction continue d’une variable réelle prend une
infinité de fois.

Je démontrerai notamment le

Théoréme. Pour quwun ensemble de nombres réels E soit un en-
semble de valeurs qu'une fonction continue d'une variable réelle prend
wne infinité de fois, il faut et il suffit que E soit une somme de deux
.ensembles. domt Uun est un Gy (ou vide), et Uautre est au plus dé-
nombrable.

§ 1. Lemme 1?), L'ensemble [', de toutes les valeurs qu’une
fonction continue f(x) prend au moins » fois est une somme de
.deux ensembles, dont I'un est ouvert (ou vide) et 'autre au plus
-dénombrable.

" Démonstration: Désignons par P lensemble de toutes les
valeurs extrémales de la fonetion 7. L'ensemble P est an plus dé-

1) Fund. Math. t. VI p. 161, ss. V. aussi: W. Sierpinski, Fund. Muth.
+. VI, p. 870. i
%) Cf. G, Vitali, Fund. Math. t. V111, p. 176.
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nombrable 1). Soit ze(I',— P). Il y a » nombres réels ¢,,4,,..., ¢,
tels que

(1) ft)== (i=12,...v), znoneP

Draprés (1), il exisle évidemment » intervalles 6, (1=1,2,..., %)
disjoints, tels que #,&d, et qu'il existe ¢, t;"ed; tels que

@) FE) <fl)y==<fE)

Désignons par « le plus grand des nombres f() (i==1, 2,... v),
et pareillement, par g, le plus petit des nombres /().
" Alora: ' '

(3) )< <x<<B<F(t') pour i=1,2,.. 2

Or, la fonction f est continue, done pour chague nombre 7 tel
que @ <<y <f il existe dans tout intervalle d, un nombre 6, tel
que 7(8)=1n. Or, pour i=j, 6,.0;=0, domc aussi §,56,, d'ou
résulte que nel’,.

Si done xeI', — P, il existe un intervalle (@, 8) entourant z, et
contenu dans I',; ainsi, tous les points de Pensemble I',, excepiés,
aun plus, ceux de I'ensemble au plus dénombrable P, sont intérieurs
a I',; T, est, par suite, une somme d’un ensemble ouvert (ou vide)
et d’un ensemble au plus dénombrable, c. q. f. d.

Pour démontrer maintenant la premiére partie de notre théo-
réme, d¥signons par G, I'ensemble de toutes les valeurs que la

1) A, Schoentlies, Berickt 1, p. 159. Cf. W. Sierpinski. C. R. de la Soe.
des Se. de Varsovie 1912, p. 236 et Prace matematyc:no-fizycene t. 27 (1916),
p 17, ot la proposition est démontrée pour les fonctions quelcenques d’une va-
riable réelle. Voici lo raisonnement de M. Sierpinski.

Soit
(8) (@10 By)y (@ By). (g, B3
une suite infinie formée de tous les intervalles aux extrémités rationnelles. Boit
#lx) une fonction donnée d'une variable réelle, m — un des maxima de la fonc-
tion # (). On voit sans peine qu'il existe un intervalle de la suite (8), soit (@, b.),
tel que la fonction f(x) atteint & l'intérienr de (@n, ba) (au moins une fois) la va-
leur m et ne prend & V'intérieur de (a,, b.) aucune valeur >>m. Faisons mainte-
nant correspondre & tout maximam m de f(x) le plus petit indice n, pour legnel
Vintervalle (an, b) jouit de ces propriétés. On voit' sang peine qu’aux maxima dif-
férents de f(x) correspondront ainsi des indices différents, d'ol résulte que l'en-
semble de tous les maxima de Ja fonction f(x) est effectivement énumérable,
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fonction continue f(x) prend une infinité de fois!). Nous avons ,
évidemment:

4 G.=1T,

v=1

Or, en vertu de notre lemme, I',=H, 4 @,, ol l'ensemble H,

est ouvert et I'ensemble @, est au plus dénombrable. D’aprés (4),
on a: ’

Go= I[(H,+ ¢,)= I H,+H,
p=1 p=] .

ol HC Q;+ Q.+ ...; donc H est dénombrable.
L'ensemble G, est, par conséquent, une somme d'un G, et d’un
ensemble au plus dénombrable,

Remarque. Nous avons supposé. dans I'énoncé de notre théoréme que la fone-
tion considérée soit continue. Or, on voit facilement que tont le raisonnement pré-
cédent subsiste si 'on suppose seulement que f(x) remplie la condition de Dar-
boux, c.-i-d. qu'elle prend chague valeur intermédiaire entre deax quelconques
de ses valeurs,

§ 2. Pour établir la proposition réeiproque, nous prouverons
d’abord deux lemmes préliminaires.

Lemme II. Chaque ensemble linéaire G; est la somme d'un en-
semble dénombrable P et du produit d'une suite monotone des en-
sembles ouverts {G,} vérifiant les conditions suivantes:

1° chaque G, est lu somme d’une suite d’intervalles ouverts et

disjoints {d*} de longueurs < ;_;
20 pour tout n 2= 0:.d%,, C.G,, 2.
Démonstration: Soit donné un ensemble G;, H. Posons:

H:——ﬁH.)
1

{H,} désignant une suite non-croissante d’ensembles ouverts. Soit

encore:
o0
2
H— 2 &,

kol

'} L'ensemble Goo a 4ié étudié déja par M. Vitali (L c. p. 181), aussi par
M. Banach. Fund. Math. t. VIL, p. 229 (corollaire 1).

%).d désignant un intervalle ouvert (e.-A-d, les extrémités exclues), & déai-
gone sa fermeture,

icm

Sur les fonctions continues. 281

ou {d¥} (pour n fixe) forment une suite d’intervalles ouverts et dis-
joints. :

Désignons, pour chaque d¥, par P} un ensemble de points situé
dans d} et ayant ses seuls points limites aux extrémités de d;
on peut évidemment choisir les ensembles P% de manitre que les
longueurs des intervalles contigus & P* dans d soient de longueur
<5

Posons:

m:j@; ffja.
K| L)

Chaque ensemble P, étant fermé dans G, correspondant, les

ensembles
G,=H,—P,

sont aussi des ensembles ouverts et la relation évidente

H=1IG,+ P.H,
n=1
fournit la décomposition demandée de l'ensemble H.
Lemme 3. Etant donnée une suite d’ensembles ouverts et bornés
{,} vérifiant les conditions 1° et 2° du lemme précédent,
il existe toujours dans (0, 1) une fonction continue y = f(x),

telle que I @, soit Vensemble des valeurs y quelle admet une in-
1

finité de fois.

Démonstration. On peut supposer évidemment que tous les
ensembles d, sont situés dans (0, 1).

Nous allons construire par linduction dans (0, 1) une suite de
fonetions continues {f,(x)}.

Soit, dans ce but, f; (x) la fonction linéaire telle que 7, (0)= 0,
A =1.

Supposons que f,(x) soit déterminée et vérifie la condition (C)
suivante:

(C) pour chaque k Ulensemble de points =, o f.(z)ed:Y), est
somme de 3" intervalles disjoints et dans chacun de ces intervalles

%) nous conservons les notations de I'énoncé du lemme precédent relatives aux

~ensembles G, et ,aux intervalles g*,


Yakuza


282 K. Borsuk:

/(%) est lindaire, non-constante, en admetiant & lewrs extrémités les
valeurs égales resp. aux extrémités de O}

Soient (a%, b5)1) (¢1=1, 2,...,8"") ces intervalles. Pour déter-
miner la fonetion f,;(x), on partagera chaque (af, ) en trois par-
ties égales (af, c¥), (cf, df) (d% bY) et on définira £, (x) daps (aj, b})
de maniére 4 Vérifier la conditions suivantes:

L0 fus(a) =fulah; fon 0 = 2 (0);

20 dans chacun des trois sous-intervalles (af, cf). (ai, a}), (df, UF),

fupa(®) est linéaire;

3° aux points ¢}, df f,,(x) admet les valeurs égales resp. aux

extrémités de l'intervalle d%.
La fonetion est ainsi définie dans tous les intervalles (af, bf)

k)

(=123 k=12..), c-ad. en tout point x ol f,(x)e 56:.
k=1
On posera en chaque autre point, par définition :

fun(2) = Ju(2).

On voit de suite que la fonetion f,,,(x) satisfait aussi & la con-
dition (C) st l'on y remplace n par n41. La suite {f,(z)} est done
définie complétement.

Il est aisé & voir que les fonctions {f, (%)} ainsi définies jouisseut
encore des propriétés suivantes:

(C,) si, en-un point x, f,(x)e CG,, on a alors, pour chaque 'n2==m:

fu(@) = fu(2);
(Gy) si, en un point x, f,(x)e0%; on a alors, pour chaque nZ=m:
fa(x) € O

On a done, pour chaque x et n_>=m:

[fu(@) — ful@)| < max nes (08 << _2:1'_',

car, en verlu de la condition 1° du lemme 2, les longueurs des in-
tervalles 4% ne dépassent jamais é

Les fonctions f,(x) tendent donc uniformément vers une fune-
tion continue /(z). Nous prouverons que f(z) vérifie les conditions
de notre lemme.

') nous omettons, pour simplifier I'écriture, l'indice n.
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Soit, dans ce but:
Yo & G,
done, pour un indice k:
Yo € On.

En vertu des propositions (C) et ((y), il existe donc un systéme
de 3™ intervalles disjoints, tel que dans chacun d’eux teute fone-
tion f,(z), pour n>=>m, admet une fois au moins la valeur y,. Il
s'en suit que la fonction limite f(z, admet la valeur y, au moins 3"~
fois dans (0, 1). Done, si

yell G,
L
la valeur y est admise par f(x) une infinité de fois.
Supposons maintenant qu’inversement

yoe CIT G,

n=1

c.-h.-d. que pour une certaine valeur m
(1) % elCG,,
et considérons Iensemble des valeurs 2 vérifiant 1'égalité
@) Fi) = yo £C G
Nous prouverons d’abord que (2) entraine
3) Jota () € C U s

En effet, dans le cas contraire, f, . (x)eC@,,,, et il existerait
un intervalle ouvert d%y, C G, tel que

Sapi () E 6::-1—1;

done, op aurait. en vertu de (C,) et de la condition 2° du lemme
précédent

fa)edny, C G

ce qui serait contradictoire avec (2.
La relation (3) ainsi prouvée, on en déduit en. vertu de (Cy)

4 S@) = Tun(®) =y,

pour tous les points x satistaisant & (2).
Or, toute fonction f,(z) admet chaque valeur un nombre fini
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de fois, done I'égalité (4), et, par eonséquent, I'égalité (2) ne sont
remplies qu’en un nombre fini de points .

Notre lemme est ainsi démontré compldtement.

§ 3. Soit maintenant £ un ensemble linéaire qui est somme
d'un ensemble @; et d'un ensemble dénombrable. Désignons, pour
tout entier z, par K, la partie de cet ensemble contenue dans ’in-
tervalle (s, 7-+1). En vertu dn lemme 2, ou peut poser .

E,=H 4P,

F, étant un ensemble dénombrable et H, le produit d'une suite
d’ensembles ouverts satisfaisant anx conditions (1%, 2°) dudit lemme.

Soit maintenant f(z) une fonction définie sur l'axe des z de
maniére suivante: :

1° dans tout intervalle de la forme (3n, 3n--1), #(x) soit une fone-
tion continue et telle que 7 (3n)==n, f(3n-t1)=n-1, < fle)<n+1
et que H, soit Pensemble de toutes les valeurs que f(z) prend une
infinité de fois dans (3#,7 -4 1). Une telle fonction existe en vertu
du lemme précédent; ‘

2% dans tout intervalle (8n -1, 3n42) f(x) soit une fonetion
monotone, f(3n4-1) =n-+1, f(3n+2) =1, et telle que I'ensemble
dénombrable P, soit I'ensemble de toutes les valeurs qu'elle
admet dans les sous-intervalles de (3n--1, 314 2) ol elle est con-
stante; '

3¢ ensuite, dans tout intervalle (8n42, 3n3) F(x) soit une
fonetion linéaire telle que f(3n +2)=n, fBn+3)=n-41.

La fonction f(x) ainsi définie, est évidemment continue ; l'en-
semble de valeurs qu'elle prend une infinité de fois cofncide avee
l'ensemble E. La seconde partie du théoréme annoncé dans le §1
est done démontrée,
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Remarque sur une classe d'ensembles ordonnés.
Par

Samuel Steckel (Bialystok, Pologne).

Le but de cette Note est d’établir une condition nécessaire et
suffisante pour que tout sous-ensemble d'un ensemble ordonné
donné ait soit un élément premier soit un &lément dernier. Nous
démontrerons le suivant

Théoréme 1). Pour que tout sous-ensemble non-vide d'un ensemble
ordonné donné M ait soit un élément premier, soit un élément dernier,
il faut et il suffit qu'on puisse présenter Uensemble M comme une
somme ordonnie de dewr ensembles P et B (sans éléments communs):
M=P-R, ot P est un ensemble bien ordonné (ou vide) et R —
un ensemble ordonné inversement au bon ordre (ou vide).

Démonstration. Il est évident que notre condition est suf-
fisante. Pour prouver qu'élle est aussi nécessaire, considérons un en-
semble queleconque M, dont tout sous-ensemble non-vide a soit un
élément premier, soit un élément dernier. Pour tout élément x de
M désignens par A(r) l'ensemble formé de x et de tous les élé-
ments de A qui préeédent 2. Soit P I'ensemble de tous les éléments
2 de M, tels que l'ensemble A4(x) est bien ordonné; posons: R—=M— P
On voit sans peine que la décomposition de I'ensemble M: M—P-4R
est une coupure et que l'ensemble P est bien ordonné (ou vide).
De plus, = étant un élément arbitraire de E, l'ensemble de tous les
éléments de R qui préeédent xx n’est pas bien ordonné, car dans le
cas contraire 4(z) serait bien ordonné aussi et x appartiendrait & P.
Or, je dis que tout sous-ensemble non-vide de R a un ‘élément der-
nier. En effet, admettons qu'il existe un sous-ensemble noun-vide Z

1) Je viens d’apprendre que ce théordme a été trouvé par M. Lin‘denbau@
en 1926, mais n'a pas été publié. ’
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