112 S. Saks et W. Sierpinski.

oréme. La fonction (p(x) tant mesurable, il existe, d’aprés le théoréme do M. Bo-
rell), un polynome P(z), tel que .

(36) [P(@) = P)|<e

pour tous les points zz de (0, 1) sauf les points fonmant un ensemble de mesure
< e, L'inégalité (1) ayant lieu pour tous les points z de (0, 1), sauf les points
formant un ensemble de mesure intérieure nulle, on en déduit, d'aprés (36) (et
d'uprés 22=1) que I'inégalité (35) a liea pour tous les points x de’(0, 1), sanf
les points formant un ensemble de mesure intérienre <& <7, ¢. q. f. d.

1) C. R. t. 154, p. 415; v. aussi Fund, Math. t, 1T, p. 316.
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Sur les fonctions absolument continues des fonc-
tions absolument continues.

Par

S. Banach (Lwéw) et S. Saks (Varsovie).

§ 1. Dans une Note de C. R."), Mlle Bary et M.Menchoff ont -
signalé (sans démonstration) le théoréme suivant: pour qu'une fonc-
tion continue f(x) soit une fonction absolument continue d'une f. ab-
solumeut continue, il faut et il suffit que ensemble de valeurs f(x)
o la dérowvée (unique et finie) f'(x) Wexiste pas, soit de mesure nulle.

Nous nous proposons ici de prouver qu'une propriété étudiée
déja par S. Banach dans une Note antérieure?) et appellée la
propriété (S) fournit également une condition nécessaire et suffisante
pour qu'une fonction continue soit une f. a. c.®) d'upe f. a. c Il
est aisé en déduire le théoréme de Mlle Bary et de M. Menchoff

§ 2. Nous rappellerons d’abord quelques notions utiles pour les
considérations qui vont suivre.

f(x) étant une fonction continue et £ un ensemble de valeurs
x, E, désigne Dlensemble de valeurs f(x) admises aux points z&E.

La fonction f(x) satisfait & la condition (N) (de M. Lusin),
lorsque mes E==0 implique toujours mes B,==0. On dira encore
qu'elle vérifie la condition (S) lorsque, & chaque &> 0, correspond
un nombre 5> 0 tel que mes £ < 7 entraine mes E, < ¢,

Nous désignons, pour chague nombre y, par N,(3) lo nombre de
valeurs différents x vérifiant I'équation f{x) =y. Nous disons que la
fonetion f(x) vérifie la condition (') lorsque N(y) est fini pour
presque toute valeur de y.

1 C. R, t. 182, p. 1373,

%) Banach, Sur une classe de fonctions continues. Fund, Math. 1926. vol,
VI, p. 166. .

% Nous désignons, pour abréger, par f, a. c. toute fonction absolnment continue.
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114 S. Banach et S. Saks:

On prouve que la condition (S) équivaut & l'ensemble de con-
ditions (N) et (T)2).

§ 3 Lemme. y = o(z) étant une fonction mesurable et presque
partout finie dams (0, 1), il existe toujours dans l'intervalle (0, 1)
une fonction croissante et absolument continue ¢(x) (9 (0) =0,
p(1)=1), telle que:

- 19 Vinverse de ¢(2), p (x) est une f. a. c.).
29 p[p(x)] est sommable dans (0, 1).
Démonstration. Soit, pour chaque entier n =1,

E,=En—1< Iv(@)l <7l

et posons, par définition, pour chaque, zeE,: o (z)=mn"%
La fonction #(x) déterminée ainsi presque partout dans (0, 1)
soit encore pour tout 0 << xS 1:

6(z) = —llc—f.p(t) d, oh: k=f¢(t) d.

On voit que 6(z) est une fouetion croissante et absolument
continue, et que §(0)= 0, 6(1) =1. L'inverse de 6(z), qu'on dé-
signera par @(z), est done encore une fonction déterminée et crois-
sante dans (0, 1). De plus, 6(x) admettant presque partout la dé-
rivée positive 6 (z)=1(z), l'ensemble de valeurs de @(x) o
cette fonetion @(z) n'admet pas de dérivée finie, est de mesure
nulle. La fonetion (), est par suite, (ainsi que f(x)), absolument
continue,

Nous prouverons maintenant que la fonetion v[p(x)] est som-
mable?) dans (0, 1). Posons, dans ce but, pour tout #>1:

H,=Blu—1 < o[pla)]| <

On voit immédiatement que l'ensemble H, coincide avee celui de
valeurs « pour lesquels @(z) appartient & E,, ou bien, ce qui
équivaat, avec celui de valeurs de la fonction 0(x) qui correspondent

1) Banach, L e.

%) 1a fonction v[p(x)] est une fonction mesarable ot presque partout finie;
c'est une conséquence immédiate du fait que »(x) est une telle fonction et que
Pinverse de ¢(x) est absolument continue.
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aux valeurs z¢E, On a done, en vertu de la définition de la
fonction (x):

mes H, =f6’(m) dz =f'¢/)(:v) dr=200 1
x. xﬁ

nd

00

Done: Zn.mes H, gz 712-, d’olt la .sommabilité de la fone-

R n=1 =1
tion v[p(z)].

La fonction @(x) jouit done de toutes les propriétés désirées.

Théoréme: Pour qu'une fonction continue J(x) soit une f. a. ¢
d'une f. a. ¢, il faut et il suffit quelle jouit de la propriété (S).

Démonstration: la néeessité de la condition (S) étant bien
évidente, il suffit de démontrer que toute fonction continue dans
(0, 1) et vérifiant Ia condition (S) et une f. a. ¢ d'une f. a, e Soit
done f(x) une telle fonction, satisfaisant, par conséquent, aux con-
ditions (N) et (T) & la fois (voir: § 2). On peut évidemment sup-
poser que les bornes inférieure et supérieure de J(x) sont égales
respectivement & 0 et 1. La fonction correspondante & f(x), N(y)
étant mesurable !) et, en vertu de la condition (T), presque partout
finie, il existe, d’aprés le lemme préeédent, une*fonction croissante
et a. ¢ dane (0, 1), @(z) (p(0)=0, p(1)=1) telle que son inverse
qu'on désignera par 6(z), est aussi a. ¢, et que Nlg(y)] est som-
mable dans (0, 1).

Posons:
u(x) = 0[f(2)}.

L’égalité u(xr)=y étant évidemment équivalente & f()=0"1(y)=0q(y),
on a, pour chaque y:

N.(y) = Np ()

Or, N[p(y)] étant, d’aprés le précédent, sommable dans (0, 1),
il en est de méme de la fonction N,(y) et, par suite, u(z) est une
fonction & variation bornée?). De plus, les deux fonctions f
et f satisfaisant & la condition (N) (la premiére par hypothése, et
la seconde en vertu de sa continuité absolue), la fonction composée

') Banach, Sur les lignes rectifiables etc, Fund, Math, 1925, vol. VII,
p. 225.

%) car, pour qu'une fonction continue f(x) soit & variation bornée, il faut et
il suffit que N/(y) soit sommable. Voir; Banach, L. c. p. 228.
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116 9. Banach et S. Saks.

u==0(f) vérifie la méme condition et, par suite, elle est abso-
lument continue ). La fonetion

f=06"(u) =9

est ainsi une f. a. ¢. d'une £ a. ¢.

Remarque. On peut aisément déduire -de I'énoncé qu’'on vient de prouver
la proposition de Mlle Bary et de M. Menchoff. Soit, & cet eﬁé.t, J(x) une
fonction dans (0, 1) satisfaisant & la condition de ces auteurs, En désignant fionc
par M l'ensemble de tous les points x ob J () n'admet pas la dérivée finie et
unique, on &: ’

[¢)) mes M; = 0.

Boit  un ensemble quelconque dans (0,1) de mesure nulle, f(x) admetiant
la dérivés en chague point de E — M, l'ensemble (E — M) est, en vertu d'un
théoréme de M. Luein %), de mesure nulle. Done, en vertu de (1), B(C (B— M)y My

est aussi de mesure nulle, et la fonction f(z) posséde la propriété (N).

Soit maintenant 4 l'ensemble de valowrs y telles que Ny(y) y est infini,
A chaque valeur ye 4 on peut donc faire correspondre uwn point &, qui goif un
point d’accumulation d'une suite de points wg") tels que (™) =uy. Désignons

par B lensemble de valeurs ye4 pour lesquels 2,2 M. On a done
@) B(M;, donc: mesB=0.

D’antre part, si @, n’appartient pas 4 M, la dérivée f'(x,) existant en ce
point, elle &'y annule nécessairement et, par conséquent, l'ensemble 4 — B de
valeurs correspondant aux tels points egt de mesure nulle3). .Done, d'aprés (2),
on a: mes 4 =0, c.-a-d. f(x) satisfait encore 4-la condition (T').

Les conditions (N) et (T') vérifies par la fonction f(x), elle est d’aprés le
théordme précédent une f. a. ¢, d'une f. a. c.

Remarque post seriptum. Aprés lenvoi par uous de la pré
sente note & la Rédaction des ,Fundamenta“, Mlle Bary a publié
une mouvelle Note (C. R. t. 183. p. 469) ou elle a signalé (sans
démenstration) la méme proposition que nous venons d'obtenir. Or,
la démonstration de Mlle Bary étant (d’aprés les renseignements
que Mlle Bary a bien voulu nous faire parvenir) essentiellement
différente de la ndtre, nous croyons de pouvoir publier cette der-
niére, d'antant plus qu'elle semble &tre aussi simple que naturelle.

Les raisonnements complets de Mlle Bary et de M. Menchoff
paraitront dans le recueil italien ,Annali di Matematica®.

Y) Banach, . ¢. p, 229.

?) Lusin, L'intégrale et lo série trigonoméirique (en russe) Moscou. 1915.
p. 105. Of. aussi: Saks. Sur un théoréme de M. Lusin, Fund. Math. 1924
vol. VI p. 111,

HLe
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Sur les projections des ensembles complémentaires
aux ensembles (A).

Par

W. Sierpiniski (Varsovie).

Le but de cette Note est de démontrer la proposition suivante:

Théoréme: Il existe un ensemble de nombres réels H, complé-
mentaire d'un ensemble (A), tel que tout emsemble lindaire qui est
une projection d'un ensemble plan complémentaire d'un ensemble (4)
est une image univogue et conlinue de l'ensemble H (et inversement).

Aprés avoir démontré ce théordme, nous indiquerons sa géné-
ralisation concernant les ensembles projectifs de M. Lusin.

Soit U un ensemble analytique wuniversel (plan), c'est-a-dire un
ensemble (4) de points du plan XOY, tel qu'on a en le coupant
avec les droites paralldles & l'axe OY tous les ensembles (4) liné-
aires possibles!). Soit V' =CU le complémentaire de U (par rap-
port. au plan XOY): ce sera évidemment un ensemble plan C4
universel. ‘

Le plan XOY, en tant qu'un ensemble (4), est, comme on sait,
une image univoque et continue f(N)*) de l'ensemble N de tous les
nombres irrationnels. Désignons par H Vensemble de tous les
nombres # de N, pour lesquels f(x) appartient & V's).

9 N. Lusin: Fund. Math. t. X, p. 79. Cf auesi: W. S8ierpifiski: Fund.
Math. t. VII, p.-201. ‘

%) g étant uné fonetion définie dans I'ensemble ¥, g(E) désigne l'ensemble
de toutes les valeurs que prend g dans E.

%) L'ensemble H pourrait 8tre défini effectivement.
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