Sur une condition nécessaire et suffisante pour .

qu'un sous-continu d’un continu jordanien et plan
soit lui-méme jordanien.
Par

Stanistawa Nikodym (Cracovie).

M. J. R. Kline, pendant son séjour a Cracovie, m'a proposé le
probléme suivant: chercher une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un sous-continu vrai C dun contina jordanien J soit lui-
méme jordanien, cette condition n'étant exprimée que’par une pro-
priété de l'ensemble J——C1). Clest dans cet ordre d'idées que j'ai
trouvé pour les continus .J plans une- condition exprimant une sorte
daccessibilité du coté de J— C pour les points de la frontiére re-
lative ) C.J— C. Le présent travail a pour but d’etablir cette con-
dition.

Dans la suite nous considérons des continus jordaniens ordinai-
res ou généralisés (au sens de M. Mazurkiewicz®). On appelle
done jordanien tout continu J qui est localement connexe ¢) dans
tout son point a. Clest-i-dire: pour tout entourage (cercle) &(a)
du point ¢ on peut trouver un autre "0(a) de sorte que tout point
bed.d(a) puisse étre relié avee a par un sous-continu de J.&(a).
On obtient une définition équivalente, si I'on remplace dans I'énoncé

1) 8i J est constitué par le plan entier et C est borné, une telle condition
et fournie par le théoréme suivant de M. R, L. Moore: Chague domaine sataré
du complémentaire de C doit étre uniformément ,connected im Kleinen et en
outre, quel que soit £>>0, le nombre de domaines saturés du complementaire
dont le diamdtre est e doit &tre fini.

3) On désignera par E 1a somme de 'ensemble E ot de son dérivé.

3 Sur les lignes de Jordan. Fund. Math. 1., p. 193.

4) Dans ses traveaux fondamentaux sur les continus jordaniens M. Mazur-
kiswicz a employé le mot ,point de 1+ genre“, ibid. p. 170.
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ci-dessus le mot ,un sous-continu de .J.e(a)* par ,un are simple
contenu dans J.&(a)“.

En cv qui concerne- les notations, nous désignerons par S(r,a) le cercls
ouvert de rayon a et centré en z. f,[4, P| désignera la constituante de P con-
tenant A, c'est-a-dire, le plug grand ensemble fermé et connexe contenant 4 et con-
tenu dans P (n. b. #'il existe un tel ensemble) cet ensemble £, pouvant se réduire

"4 un seul point saivant le cas.

Conformément & la terminologie généralement admise, on' dit
qu'un point p de la frontiére J' d’un domaine P est accessible du
coté de P si, quel que soit le point ge P, il existe un arc simple C
(ou, plus généralement, un continu), tel que peC, geC, C—(p)C L.
La notion d’accessibilité se préte & des généralisations et modifica-
tions de diverses sortes. Remarquons d'abord qu'au lieu de sappuser
que ' soit la frontiére du domaine P, on peut supposer que F' et
P ne sont que des ensembles quelconques de points.

F et I étant des ensembles nous dirons qu'un point pel’ est
accessible au sens large ‘dans F et du c6té de P si, quelque
goit le point geP, il existe un continu G, tel que peC, geC,
C— £,[p, ¥]C P. La uotion d’accessibilité prise scit dans le sens
ordinaire soit dans le sens large peut étre ,localisée“, d'olt la défini-
tion suivante:

1. Définition. On dit quun point p appartenant & F
est dans F localement accessible au sens large du coté de P si
quelque so0it lentourage &(p) du point p, on peut
trouver un autre d(p) de. sorte que, pour tout point
ged(p). P il existe un continu C tel que peC, g¢eG,
C—£[p, F.e(p)] C e(p). Silon n’a affaire quavec des points et
des sous-ensembles d'un continu fixe J, on peut considérer les en-
tourages &(p) et d(p) comme relativisés par rapport a J.

Remarquons que, dans le cas des ensembles du plan ou de I'espace,
on obtient une définition équivalente en remplagant dans I'’énoncé
de ‘la définition les mots ,enfourages® par les mots ,cercles,
sphéres centrées en p“. '

Voici maintenant le théoréme dont la démonstration est le but

principal du présent travail.

1. Théoréme. Pour quun sous-continu C dun continu
jordanien planJ soit luiméme un continu jordanien,
il faut et il suffit que tout point de la frontiére rela-
tive de C: ‘

c.J—C
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soit dans C localement accessible au sens large du
eité de J—C. ’

Comme on verra dans la suite, le théoréme n'est pas nécessaire-
ment vrai pour les continus J sitaés dans l'espace & 3 dimensions.

La condition du théoréme exprime une propriété locale des points
de la frontiére relative de J— C, et consiste en une relation entre
les points de J— C et des points de C.

Nous démontrerons 4 la fin du présent (ravail qu’il n'existe
aucune condition générale i la fois nécessaire et suffisante, pour
qu'un sous-gontinu ¢ du continu jordanien plan J soit lui-méme
jordanien, condition qui n’exprimerait qu'une propriété de I'ensemble
J—C seul; il n'existe non plus aucune condition exprimant une
rélation entre les puints de J-— C et de la frontiére relative C..J— C,

On démontre aussi dans la suite que la condition donnée dans
notre théoréme est un invariant d’homéomorphie.

Pour démontrer notre théoréme, nous avons besoin d’un théo-
réme auxilisire que j'ai retrouvé contenu implicitement (sous une
forme un peu différente) dans la méthode employé, d’aprés M. R.
L. Moore), par des topologues américains,

Démontrons d'abord quelques lemmes.

Lemme I Etant donné dans le plan une suite infinie de con-
tinus K, dont la somme

(1) 2K,

est bornée et les diamétres surpassent un nombre positif fixe, il
existe une suite partielle ’
2 K, n=12..)

et deux droites paralléles 7 et m telles que:’

l.K, 0, m. K, +0
Démonstration. Supposons que

®3) d(K,)>6>0.

Formons dans le plan donné un réseau dont les mailles sont
constituées. par des carrés, de coté 6/4. Le réseau est formé par
deux systémes de droites dont l'un soit composé de droites paral-
léles & Taxe 2 et lautre de droites

paralléles 4 l'axe y &’ -
stéme des coordonndes rectangulaires. k yamey

1 P. ex. R. L. Wilder,
p. 371 i

pour n=1,2,..,

Concerning continuous curves. Fund. Math. t. VII
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L'ensemble (1) étant borné, on peut déterminer une suite finie
(4:) lla Zﬁ)"') Zu (3>2)

de droites consécutives appartenant au premier systtme de droites
et une suite finie

(®) by byeees by

de droites consécutives appartenant au second systéme, de sorte que
P’ensemble (1) se trouve inclus dans la bande (ouverte) /,, J, et & la
fois dans la bande (ouverte) I . '

Pour tout #» on peut trouver deux droites consécutives, soit dans
(4), soit dans (5), de manidre que ces deux droites coupent K,. En
effet, supposons que cela ne soit pas vrai. Dans ce cas le continu
K, n’a des points communs quavec une au plus des droites (4) de
chacun des systémes (4) et (D), parce que si K, éfait coupé par
I, et l,, ot v/ —v >1, ce continu serait coupé aussi par l..,
étant douné que cette droite couperait le plan entre deux point du
continu K,. Done K, serait coupé par deux droites consécutives
Loy loyy, ce qui est contradictoire. On peut raisonner d’'une maniére
analogue sur les droites (5). K, n'ayant des points communs qu'avec
une des droites (4) et une des droites (5) au plus, il s'ensuit que

t=>2)

~

K, est contenu dans un carré de cdté = et par conséquent

2
(KN << g V2 < 6, ce qui est impossible & cause de la relation (3):
O(I) > 9.

_ Supposouns done que K, soit coupé par deux droites k™), I qui
forment une paire de droites consécutives soit de (4), soit de (5).

L’ensemble de toutes les diftérentes paires de droites consécuti-
ves dans (4) et () étant fini et Iensemble de K, étant infini, il
en résulte qu'il existe une paire k= k", 1=19 de droites et une

‘suite infinie

(6) ' ‘ K, K,,...
partielle tirée de la suite {K,}, de sorte .que ‘chaque continu (6)
goit coupé par les droites k™ et 1. B .
Lemme II. Soit dans le plan un continu borné A ayant des
points communs avec chacune de deux droites paralléles I et k.
Dans ces conditions il existe un sous-contina K, de K tel que
11+
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1) K,.10 K, .k50,
2) K, soit contenu dans la bande fermée (}, k).

Démonstration. Désignons par B la bande ouverte et par B
la bande fermée dont la frontiére et I F.
Pour démontrer ce lemme il suffit évidemment de supposer que

. 1) K B0

L'ensemble K et par conséquent K.B étant borné, il existe
deux segments de droites KF et G H fermés et perpendiculaires
4 ktels que Eel Gel, Fek, Hek et qu'en outre K. B soit con-
tenu dans le rectangle fermé B ainsi produit et que K. EF—0
K.GH=0. On a donc K.B=K.R. Parmi les points du o
ctangle ouvert R il y a des points de K.B. Cela résulte du fait
que toute droite m illimitée ef contenue dans le bande ouverte B
coupe le plan entre deux puints de K dont I'un se trouve sur I et
Tautre sur k.

D’éterminons pour chaque point aeK.R le continu (ou point)
saturé contenant a et contenu dans R.K .

Dé~signons ') ce continu par £(a, B.K). Remarquons que g qui
a:ppa.rtlent au continu K, est en méme temps un point intérielylr de
1ense.amble formé et borné R. Par_suite, en tenant compte de la
relation: K— R 50, déduite de (1), on obtient d’un lemme ] (ie
M Mazurkiewicz la relation suivante

L(a, B.K). F(B)$0?).

I_;es cotés EF et GH n'ayant pas de points communs avec K
on tire de cefte derniére relation:

£(a,R.K).(1+k)30.

1 L'en;emble ;_l . K peut étre considérs commé la somme de deux
classes 4 et g dont la premidre 4 se c i
oo Tos ompose de tous les points @

%) L(a, R.K).140,

1) Janiszewski. Thése p. 20 5 M iawi

. e oo 170 P et E. Mazurkiawics Fund. Math. Sur les
3) ibid. Jemme [J,
3) F(E) désigno 1a frontiére de K,
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et dont la seconde p est définie comme l'ensemble de tous les points

a pour lesquels:

) L(a,R.K). k=0

Nous prouverons que 4.u == 0. Démontrons d'abord que les en-
sembles 4 et w sont fermés.
Soit done lim a, = @y, Gn.€4 pour m=1,2,...
Posons:
M, = £(a., B.K), (m =1,2...)

Choisissons une suite de points {p,}, ol
Pl M.

Lensemble des p, (m=1,2,.. .) étant borné, on en peut extraire
une suite convergente
pu:’ puﬂ‘ ..

Désignons sa limite par p,.
En vertu d'un théortme de M. Zarankiewicsz, la suite infinie

My My

contient une suite convergente d’ensembles ), dont la limite M
contient évidemment les points o et’p,. D'ailleurs M est, en vertu
d'un théoréme connu de Janiszewski?), un continu ou un point.
Mais on voit que, si ge M, on a ge K, purce que, daprés la défini-
tion de la limite d'une suite convergente d’ensembles, tout cercle
centré en ¢ contient des points de M, & partir d'un certain indice m.
Le point ¢ est donc la limite d'une suite de points appartenant

4 Yensemble fermé K, d'ol ge K-

1) Fund. Math. 1X. Sur les points de division dans les ensembles connexes

p- & Théor. 1. N )
On dit que 4 est limite d'une suite infinie d’ensembles A, 81 4 est a 1a fois.

ensemble limite et ensemble d’accumulation pour A, (selon la terminologie de Ja-

niszewski, Thése).

Dans ce cas on dit que
Le théoréme en question dit que de toute suite infini
une suite partielle convergente.

?) Thése p. 20. Théor. L. M est I'engemble @

continus,

A, est une suite convergente, et on éerit Lim 4, = 4.
o d’ensemblies on peut extraire

accumulation pour la suite des
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D’autre part M C B. =
Il s'ensuit que M est un point ou un sous-continu de K.K et
contient a, ainsi qu'un point pel.
Comme

M £,(ay R'K):

on obtient enfin que a,e4.

D'une maniére analogue on démontre que I'ensemble u est fermsé.

Cela posé, supposons que 4. pu=0.

Dans ce cas on a 4.k=0 et u.l==0, parce que, dans le cas
contraire, tout point de A.% appartiendrait nécessairement a g,
d’'ol il résulterait

A.uE0.

On peut dire la méme chose au sujet de pl.
Posons '

K=K . B+K.B+4+KB,

. ol B, et B, désignent les demi-plans ouverts déterminés par les droites
l et k et ne contenant pas respectivement k et I
On en déduit:.

@) K=(E.B+ )+ @+ K. B)

Les ensembles spécifiés dans les parenthéses sont ferinés et non
vides, puisque 254=0 et x==0. Done: '

(E.B+A(u+E.By=4.u+2.K.B,+
+u.K.B+EK.B.B.

Le premier terme de la somme est nul en vertu de 1'bypothése,
le dernier I'est aussi évidemment. Quant an second terme on a:

A.KCB,
d’ol ’

2.E.B,CB.B=F
AL.K.BCA.k=0

et d'une manitre analogue on démontre que

ﬂ.K.E:O,
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La formule (2) nous donne ainsi une décomposition du continu
K en deux ensembles fermés, non vides et sans points communs,
ce qui est impossible. Lia supposition que 4.p =0 étant donc fausse,
il s'ensuit qu'il existe un point aeR tel que:

L(a;R.K).10

et
L(a; B.K). k0.

L'ensemble £,(a; E, K) représente donc le sous-continu cherché
K’ de K.

Lemme III Soient et s deux droites paralldles (dans le plan)
est situé sur ! et le second sur i Soient K et L deux continus
bornés tels que:

1) aeK, cekK, 2) bel, del,

8) K et I soient contenus dans la bande fermée (I, /).

Daus ces conditions on u:
K.L=EO

Démonstration. Pour démontrer cela il suffit évidemment de
supposer que
L.K.l=0 e L.K.h=0.

Liensemble K -+ L étant borné un peut trouver quatre in,m, p.
jouissant des propriétés suivantes:

1) m, nel, p,qeh,

2) les segments (m, p) et (n, g) sont perpendiculaires a [ et h,
3) L+ K est contenu dans les rectangle fermé R =mnyp.

4) L + K n'a pas de points communs ni avec le segment fermé

(m, p) ni avee (n, ).

On peut démontrer le lemme proposé p. ex. en approchant les
continus en question par des arcs simples situés (leurs extrémités
excluses) dans le rectangle ouvert I et en leurs appliquant le thé-
oréme de Jordan sur la courbe simple fermée.

Néanmoins nous préférons de présenter ici le raisonnement sui-
vant due & M. Kuratowski. :

Désignons par « Yare simple (fermé) bampd, par f Pare simple
(fermé) bngecd et par y la frontitre du rectangle R.
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En vertu des hypothéses on a
¢.K+0£p.K e (a.K).(8.K)=0.-

Il existe done un continu K, contenu dans K et irréductible?)
entre ¢. K et B.K, Alors l'ensemble S'= K, —7y est connexe et

on a en outre _
S.ag=04S.6
Supposons que
1) LCRE—K

Soit a,eS.a et ¢ eS.p. Joignons les points @ et ¢ par une
ligne simple brisée M se trouvant, ses extrémités excluses, en dehors
du rectangle R. Soit re M et se S, Or, I'ensemble o - L ne découpe
pas le plan entre s et 7, lensemble S+-(¢;)+M—(a;) étant connexe.
De méme f-}L ne découpe pas le plan entre s et 7, puisque
S - (@) + M — () est connexe. D'aillenrs on a.

(@+L).+L)=a p+L=L

d’ol on déduit que l'ensemble a4 8+ L ne découpe pas le plan
entre- s et  ce qui est impossible, étant donné que le point s se
trouve dans lintérieur tandisque » se trouve i l'extérieure de la
courhe fermée y. o
Le supposition (1) étant fausse, il s'ensuit que le lemme est vrai.
2. Definition, Nous dirons que le point p est un point
de convergence monotone pour la suite infinie de continus

K,y K., K

nys e

g1l existe une suite infinie partielle {Kz,.}" une suite
infinie {L} de souecontinus respectifs de K, et un
nombre ¢>0 de sorte que, quel que soit le nombre d,
satisfaisant & Vinégalité 0 << o<y,

1) il existe un indice =, tel que

L..8(p, 9% 0;

?) si geL,.8(p, d), tout sous-continu de &(p,& qui
relie g avec p, coupe L,,;. .

‘1) C. lfuratow ski et 8, Btraszewicz, Généralisation d'un théoréme éc*
Janiszewski. Fund. Math. T. XII, p. 152. f, f,
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Théovl'éme auxiliaire. Si K est le continu de conver

3 - - %
gence?) de la suite de continus {K} et si K+ 2K, est
. . - - "‘1
borné, il existe sur K au moins un point de conver-
gence monotone pour {K,}.
Démonstration.
1. La somme

) K+ Y'E,
nel
étant bornée, on peut considérer les diamétres 6(K), 6(K,) (n=1.2,..)
de ces continus. _
Je dis que les diamétres d(K,) surpassent un nombre posilif, fixe.
Il suffit évidemment de démontrer qu'il existe un indice mp

’

. , )
3 partic duquel les diamétres d(K,) somt ==, ol on a posé

& =0(K)

Soient a, b deux points de K tels que leur distance o(a, b)
soit égale & ¢'. Il existe nécessairement de tels points. Les points
a et b appartenant au continu de convergence K, les relations

61

1) s(a, %) KO s(b, 'Q)'K"*O

sont vérifides pour tous les indices n & partir d'un certain indice
n,. Choisissons les suites infinies de points:

{a.} ot {b) (n=>70)
de sorte que

I

(l"G(s(a, 8)'K"

7

b,e§(b, %)K

1) ,Sur les poinis de division dans les ensembles connexes® par C. Zaran-
kiewicz, Fund. Math. IX. p. 1927 .

En modifiant 1égérement la définition donnde par M. Zarankiewicz nous
dirons dans la suite que K est un continu de convergence pour la suite infinie
{K.)} de continus, ei ‘

1° K,.Kn=0. (pour nz:m)

20 K.3K,=0.

nm]

8%, L=LimK,.
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On a:
0’ é
(’(a..,a)<—8-, Q(bm,b)<"8_1
d’ott
e(a,, b)) > ¢(a,b,) — ¢(a, a,)

= o(a,b) — o(b, b)) — o(a;a,)
=0 —d'/4> )2

Le diamétre 6(K,) étant >>9(a,, b,), il en résulte que pour n_>n,:
0{K,) = g

y4

On a 6(K,)>d, ot 6 est un nombre positif inférieur & %— et
4 0(K,) pour n << .
2, Les diametres des K, étant > J >0 et leur somme § K,

nel .

étant bornée, on peut-leur appliquer le lemme I.
Soient done /, & deux droites paralléles et K, (n=1, 2,..)
une suite infinie (tirée de K,) telle que
K, .10 e K, k0 pourn=1,2,...

En vertu du Lemme II il existe pour chaque K, un sous con-
tinu K, tel que '

1. A, (C B (B désignant la bande ouverte déterminde par ket l).
2. K, .10, K, . k%0 pour n=1,2,...

Nous avons ainsi construit une suite infinie de continus:

(10; K, K,,. K, ,...
jouissant des propriétés suivanles: ‘

K, CK,,
(11) K, 10 K, k0
(12; K, CB,
(13) K, K, =0, singm,

(puisque Kﬂ,“ Kﬂ'm - 0)7

(14) 2 K, est bornée.

n=]
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3. Envisageons maintenant la suite infinie d’ensembles situds sur
la droite I: '

(15) K,.l, K,..1...., K, .1,...
et tirons en une suite de points
(16) Poiy Ponreee3 Doy
ol
' Py, €K, .1 n=1,2,..).

Les ensembles K, mn'syant pas, d’aprés (13), de points communs
deux & deux, il s'ensuit que les points (16) sont différents deux
a deux et, par conséquent, la suite (16) contient une suite infinie
partielle monotone %)

(17) pm’ pun"“: pﬂ'n“"

La suite (17) est bornée; elle posséde done un point limite —
soit p.

L'ordre des points (17) détermine une direction @ de la droite /.

Choisissons une suite de points

(18) qm, qm,...’ gu,‘)‘-"-:
ol «
s, € K;ﬂ; k.

Je dis que les points (18) représentent ure suite monotone qui
détermine sur la droite % une direction s’accordant avee la direction
@ de la droite /.

Supposons que cela ne soit pas vrai, c'est-a-dire qu'il existe

deux indices n' et »”, tels que les vecteurs g¢,,g,. 6t p,,7,..
ajent les directions opposées.

Si I'on applique le lemme III, on en déduit que

K- Ko, F0,

ce qui est impossible. )

11 s'ensuit que (18) est une suite monotone et les points des
deux suites (17) et (18) procédent respectivement sur ! et k& dans
la méme direction @.

1) c'est-a-dire telle que tous les vecteurs p, g, - aient la méme direction
sur la droite I. )
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Cela posé, envisageons la suite infinie de continus disjoints
a9 K, K....

et appliquons lui le théoréme cité de M. Zarankiewiez?). On peut de
(19) extraire une suite infinie

(20) Ky Kooy (00 4 <A <..)
convergente.

Soit
@1) K, = Lim K,

K, est un continu ou un point, en vertu du théoréme cité de Ja-
niszewski. En outre K,(C B, ce qui se démontre facilement en
sappuyant sur (12). '

Si Ton envisage des points de 'K'Z".Z et de Kj .k, on démon-
tre aisément que .1==0 ot K.k=E0, dot il résulte que K est
un coutinu.

Je dis que K, (C K, ot K est le continu de convergence de la
suite primitive {K,} de continus dont il est question dans l'énoncé
du Théoréme auxiliaire.

En effet, soit aeK;. D'aprés (21), tout cercle centré en a con-
tient des points de tous les Kj A& partir d'un certain n. Comme
les K, sont des sous-continus des K, et, de plus si »’ ==n'’, on
a toujours 4, = 4,., il sensuit que tout cercle centré en a’contient
des points d’une infinité des K,; par conséquent a appartient & l'en-
semble d’accumulation pour {i}. :

Puisque nous-avons supposé que K est le continu de conver-
_gence pour {K,}, le dit ensemble d’accumulation est identique avec
E. On a done prouvé que a e K. Comme K, C K, on en déduit que:

K, j K, =0,

ce qui nous montre que K, est le continu de convergence pour la
suite {K, }.
=
d. Posons
L= K.

N L e p. 4. théor, 1.
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Je dis que, si C est un sous-continu de la bande fermée B,
borné et tel que K,.C==0 et L,.C==0, on a nécessairement
L,,+1. O:i: 0 (n—’: 1, 27.-.).

Pour démontrer cela, envisageons les points:

- Paoy Paaseees Page-et

dont nous avons déjh parlé [voir (17), (16)] et qui appartiennent
respectivement aux L, .l Envisageons aussi les {g;}, ot ¢, eL,.k.
La suite {K;} étant une suite partielle de {K7 }, les points

Pan < P %P;.,,\)\m
ot les points :

QJ:|<.(111"'<QA» <-"
forment des suites monotones et leurs ordres correspondent aux
mémes directions des droites ! et k respectivement. Le point

go = lim ¢,

n—+00

se trouve évidemment sur K.k et l'on a:

9, < o
pour tout indice. ‘ )

Les vectours go ¢z 11 et Pa+1 Pz, sont done de directions oppo-
sées et, par conséquent, le contiun L. joignant dans B le point
Piq avec ¢, . et le continu (K,+ C- L,) joignant dans Ble
point g, avec p, , ont necessairement au moins un point commun.

Cela resulte du lemme III

On a done

L. (K + C+ L) F0,

d'ol, comme
L. . Ko=0 et L.,. L,=0,
on obtient: '

C. L =0.

Soit maintenant un point pe Ky, se trouvant daus l'intérieur de
la baode. Il existe certainement de tels points. Soit 2¢>>0 la di-
stance de p A la frontitre de la bande. Tragons le cercle &(p, €) et
envisageons un nombre ¢ < 0. tel que 4 <T¢ arbitraire d'ailleurs.
Supposons que geL,.8(p, d) et joignons ¢ avec p par un continu M
arbitraire ne sortant pas du cercle &(p,¢). Je dis que M.L,.,=0.
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‘ En. effet on a M (C B, done, en vertu de ce.que nous venons
d’établir
JM . L,,+1 _:#: 0.

' Remarquons que, quel que soit 6>0 et <& il existe un in-
dice », tel que L,.8(p, 6)==0. Nous avons ainsi trouvé une suite
partielle {K, } extraite de {K.}, une suite de sous-continus {L,} des
continug {K.}, un point p situé sur le continu K de conver';ence
dg la suite {K,} et un nombre ¢=>0 tels que, quelque soit 6bsatis-

faisant & la condition 0<CJd<Cé, tout sous-continu de &(p, &) joignant
p avec un point quelconque de L,.8(p,d), coupe nécessairement
L,.,. Cest-i-dire, nous avons démontré l'existence d’un puint de
convergence monotone pour la suite {K,).

Le théortéme auxiliai i i
s théc auxiliaire étant établi, passons & la démonstration du

La condition est nécessaire.

}‘Ln eﬁ’ef, supposons que C soit un sous-continu jordanien du
continu .J jordanien et plan. Soit &> 0 et C

peC.T=0),

<£L: ]contmu ¢ ét:_m,t‘ jordanien, on peut trouver un &, > 0 et
el que. tout point de C.&(p,d,) puisse 8tre relié avec
un cctntlnu faisant partie de C. §(p, £). re
don(l? :;t:zel)al:;l péest un point du continu jordanien J. On peut
ot o >0.et <4, tel que tout point de J . 8(p, 6)
( avec p par un sous-continu de J. §(p, d,).

Soit ye(J— C). 8(p,8) et L un sous-coutinu Jjoignant p avec ¢

et’ tel que
On a: LC 8ty b))
LCW—0).8 e
Je dis que ) ([7; 61) + (’ . é(p; d])

C.8p, d)CT,
ot ;)En a posé T'=£,[p, C. 8(p, e)].
il i ;
. Sox:l :c:;,ﬁ I:c;utK po(llnt « do C.8(p,d,) peut étre relié avec p par
. de C.&8(p, &). Tl gensuit que (K, 4 T') est un
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continu contenant p et contenu dans C.8(p, &), doue

(K.A4+DCT,

d'ol I'on déduit

aeTl
et par conséquent
C.8(p, 6,)CT.

Il s'ensuit que

LC(J—C)4alp C:8(pe)]
et h
LC§(P, £).

Par suite, tout point ye(J— C).8(p, 6) peut étre relié avee p
‘par un continu situé dans &(p, ), les points de ce continu appar-
tenant soit & J—C soit & la constituante de C.8(p; &) contenant p.

La condition est suffisante.

Pour rendre la démonstration plus intuitive, nous allons donner
d’abord son idée générale. La démonstration sera indirecte. On sup-
pose que pour un sous-continu C non-jordanien du continu jorda-
nien J la condition du théiréme a lien. Dans ce cas nous démon- -
trons existence d'une suite infinie de sous-continus disjoints D, de
ce continu telle que le cuniinu de convergence K de cette suite
ne soit composé que de points dans lesquels C n'est pas localement
connexe. En vertn du théordme auxiliaire op trouvera sur K un
point p de convergence monotone pour {D.}. Ce point p, comme
on le verra, appartient nécessairement & C. J—C. Par consé-
quent, il est localement accessible au sens large sur C du ctté
de J— C. Comme p est, d’autre part, un point de connexité locale
par rapport & J, on en deduira une contradiction qui achévera la
démonstration.

Passons 4 la démonstration rigoureuse.

Démonstration.

1. Supposohs que la condition soit remplie et que C ne scit pas
jordanien. I existe donc sur C un point p, dans lequel C n’est pas
localement connexe.
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Considérons le point p, et appliquons lui le raisonnement
guivant du &4 M. Kuratowski').

Il existe un nombre 2>>0 et une suite infinie {p,} de points,
tels que

1) lim p, = p,,
PR
() 2) peC.8(r ),
3) si un sous-continu de C.8(p,, 4) contient p,, il ne contient
aucun point de la suite {p,}.
Posons '

(2) B, =4[p., C.8(p4)), (n=1,2,..)

et déterminons l'ensemble d'accumulation 4 pour la suite {B,}. On
a ACC De plus A est un continu auquel appartient p, M. K u-
ratowski démontre que tout sous-continu de 4. 8(py, 4)
contenant p, ne contient que des points dans lesquels
C n'est pas localement connexe.

On a
(2a) B,.A=0,

parce que dans le cas contraire, le point p, pourrait étre relié avee
P par B, + 4, donc par un sous-continu de C. 8(poy 4) ce qui est
impossible. ‘

2. Cela posé, reprenons le raisonnement se trouvant chez M. Za-
rankiewicz dans son travail cité plus haut ),

On démontre que pour chaque indice , il existe au plus un
nombre fini d'indices différents » tels que

B,.B, 0.

Cela permet de’ définir la suite infinie de continus {D.} que voiei:
On pose D; =3B, et on désigne par D, le continu B, ol
t==1(n) est le premier indice >mn et tel que B, nait pas de points

communs avec
n
S D,.

fomd,

) Quelques p;:opria’te‘s topologiques de la demi-droite. Fund., Math 1L p, 60,61,
*) Sur les points de division, Fund, Math. IX. Lemme 3. p. 132,
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On a donc:

(3) D, = By,

ot #(n) — co quand n—»co.
- De la définition ci-dessus on tire les relations- suivantes

ey D, CC.8(pa, 4),
6)) D,.D, =0 toujours, si n=m
(6) D, =£&(D,, C. $(py, ).

Répétons maintenant une partie du méme raisonnement pour le
A
cercle S(po, 2—)
A
On a daprés (1): ])t(,.)es(])o, »2~).

Drailleurs, en vertu de (2) et (3),

M Pien € D,

Posons o

: , 7
(8) D, =28, [p,m, C. 8(1)0, 2)]
On a '
, A

(9) D"CDn.oS(po,—2>-

Done .
(10) D. D=0

toujours pour n==m.

M.-Zarankiewicz a démontré que de toute suite infinie d'en-
sembles on peut extraire une autre pour laquelle I'ensemble d’accu-
mulation et l'ensemble limite (selon la terminologie de Janiszewski)
coincident.

Soit .
D, D,..., D, ,...
une telle suite,
. Posons
() K=Lim D, .

K est un continu puisque les diamétres des D, surpassent assuré-
ment un nombre positif fixe.
Je dis que
(12) ' ' KCA4,
ott 4 est Pensemble d’accumulation de B,.

Fondamenta Mathematicae. T. XIf.
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En effet, soit z¢K. Il existe une suite infinie de points {,}

tendant vers z, cette suite satisfaisant & la condilion
xn E-D,/-" C B‘(,.“).

D'autre part, d'aprés la définition des D, ,onaf(r,)—> oo quand
n—> oo,

Il Sensuit que dams tout entourage de z il existe des points
appartenant 4 une infinité de continus B, ce qui démontre que x¢A.

Mais d'aprés (2a), nous savons que

(13) B‘('n) . A. = O.
Done:
(14) E. 3, =o.
’ o]

Comme d'aprés (10) les D; sont disjoints, on peut dire que K

est ,le continu de convergence“!) pour la suite:
D, D,,..., D, ,...

3. Cela étant, appliquons le théoréme auxiliaire en vertu duquel
il existe sur K un point » de convergence monotone pour {N'}.

D'aprés (12) op a : : )
(15) peK. A

Je dis que p est un point de 2° genre (de M. Mazurkiewicz)
pour le continu C. :

En effet on a, en vertu de (9), (11),

KCeS‘(po, ~2—1)
KEC 4.8(p,, 4).

On a pyeX, car p,= lim p,,, Pume Dy (Qapreés (8)), lim D, =K.
En tenant compte de ce que K contient Po et est un sous-continu
de A.8(p,, 4), on voit, en vertu de No 1, que dans toat point de K
le continu C n'est pas localement connexe.

?ar conséquent p, comme point de K, est un point dans lequel
C n'est pas localement connex ‘

" Done, d'aprés (12)

%) voir p. 169 du présent travail (Note ).
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Démontrons maintenant que:
(16) peC.J—C.

Cela résulte du fait que, si un point appartenant & un souns-con-
tinu C du continu de Jordan J, est un point relativement intérieur
de C, il est necéssairement de 1° genre pour J. Donc comme dans
le point p le continu C n’est pas localement connexe, il appartient
nécéssairement & la frontiére relative de C.

4. Le point p étant un point de convergence monotone pour
{D;} il existe:

1°. une suite partielle {D:..} de la suite {D;},

20, une suite de sous-coatinus {L,} de {D;}:

(17) . LCD,
3% un nombre &> 0, tel que, si 0<Cd <,
@) il existe un nombre n pour lequel

§(p, 6). L, 50,
xe_t/,, -8(p, 0),

tout continu joignant x avee p et se trouvant dans §(p, &) eoupe
nécessairement L, ;.
Comme pe8(po, 4), on peut trouver un & > 0 tel que

(18) & <& &(p&)C S(poy A).

Le point p, comme appartenant & la frontiére relative de C est,
par hypothése, sur C localement accessible dans le sens large du
coté de J—C. On peut done trouver un pombre &, tel que

<< 8§
et que tout point de (J—C).8(p, ;) ‘puisse étre relié avec p par
un sous-continu de §(p,&) dont tous les points appartiennent soit &
(J—C).8(p, &), soit da £[p C.8(p &)l

D’autre part, p étant ‘un point de 1° genre pour le continu J
on peut trouver un nombre & > 0 tel que & <&, ef, quel que ‘son
le point

g) si

zed . 8(p, &),

il existe un arc simple joignant p avec x et contenu dans J.8(p, &),
12%
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On a
(19) : 8( ;&) C 8(poy 4).

5. Il existe un indice #, tel que:
Lnn ‘ 5(p7 EK) :‘: 0'

Soit
199 aeL, .8(p &)
et soit Z un arc simple issu de a, aboutissant en p et tel que
(20) ' LCJT.8(p &)

Rangeons les points de L dans la direction de a & p. On a né-
cessairement

(1) , L.L,. 0. .

Soit & le premier point de l'arc L appartenant d L, ;. Je dis
que L(a, b)') contient au moins un point de J— C. Si cela n’était
pas vrai, on aurait

@2) L(ab)CC,
d'ols, en tenant compte de ce que, d’aprés (19) et (20):
. L 8(p, &) C8(ps, &),
et que, d’aprés (9) et (17):
Lo+ L0, 8) + Ligys C C. 8(po, 4),
on déduirait, en vertu de (17), que
D, + L(a,b)+ D, .,

est un continu situé dans C.&(py,.4) ce qui n'est pas d'accord
avec les relations:

D."Q.D'Hrl-l——-:o
D'n,,= L[ 0y C’.S(po,zj]

qui résultent de (10) et (6).

Soit done
23) ceL(a,b).(J—C).
Alors
{24) L(a,¢). L, =0.

) L(a, b) désigne I'arc simple fermé joignant @ ot b et contenu dans L.
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Comme ce (J—C) 8(p, &,), il existe un continu M joignant ¢ avee
p et tel que -

(25) MCJT—C+ &]p, C. 8(p, 8)]
et
(26) M S(p, &)
Je dis que :
@7 L[p, C.8(p, )] . Li=0 (pour n=1,2,...).

En effet, si 'on avait pour un indice #:

L[p, C-8(p, &) . L0,
on eurait, d’aprés (17):

40, 0. 5(p ). D, 0,
d’ot, comme d’aprés (15): pe K, et comme d'aprés (12): K(C 4, on
obtiendrait que

A4 &[p, C. §(p, &)] +D'~,,
serait un continu joignant le point p,,, avec p, ce qui est impossi-
ble (voir N° 1).
La relation (27) est done démontrée. On a ensuite:

L,.(J—C)=0.
On en déduit, en vertu de (25) que
(28) M.L=0 (r=12,..)
d'ol, d’aprés (24):
(29) [M+ L(a, ¢)] . Ly = 0.

D’autre part, le continu M-+ L(e,¢) qui joint p avec aelL,
et se trouve situé (d’aprés (20)) dans §(p,¢), coupe nécessairement
L. :

On obtient ainsi la relation:

[ + L(a, ¢)) . L,y =F 0,
qui est en contradiction avec (29).
La supposition que C ne soit pas jordanien, est donc fausse.
Le théoréme, 1 est ainsi Qémontré.

Remarques. La condition exprimée dans I’énoncé du théoréme
que nous venons de démontrer est nécessaire pour les sous-continus ¢
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des continus jordaniens J situés dans l'espace eueclidien & x-dimen-
sions (n>>2), puisque dans la démontration de la nécessité de la
condition, comme on le voit, la supposition que J soit plan n’inter-
vient pas. On pourrait méme démontrer que la condition est néees-
saire pour les continus J situés dans des espaces plus généraux
convenablement axiomatisés. Cela ne pent pas se dire en ce qui
cnnct?rne la suffisance de la condition et, en effet, dans sa démon-
stration on s'appuie essentiellement sur des théorémes par excel-
lence plans, comme p. ex. le théoréme de Jordan. On pest méme
démontrer que le dite condition n'est pas suffisante pour
quun sous-continu C d'un continu jordanien J situé
dans l'espace & 3-dimensions, soit lui-méme jordanien

En effet, envisageons le continu C construit pas M. Hahn lj
et situé dans le plan z,y pourvu d’un systéme des coordonnées

recté.x‘xgulaires. Ce continu est défini comme la somme des segments
rectilignes et fermés suivants: '

. c esfz un continu non—jordapien. Envisageons maintenant sur le
gment: (z =0, 0 <<y < 1) les ensembles E, dont E, se compose

du point v — L . 1.3
u point y 30 E, des points (y=§, @)’“" E, des points dont

les ordonnées sont
1 3

—_— — 2”—_ 1
2!!’ 2.’

5
g T

Pour tout poi t( = =2E—1
» point {2 =0, y_.7~) de B, (n=1,2,...) con-
struisons daqs le plan parallgle au plan z2 et passant par ce point

un cercle coupant 1
pant le segment (x:;, 0y 1), passant par le

point envisagé et centré en un point situé dans le plan xy. Si lon

) Uber die Romponenten. Fund, Math. 11 p. 190
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fait la somme des circonférences de tous les cercles ainsi construits
et quon les ajoute au continn C, on obtient un nouvesu continu
J qui est évidemment jordanien. Le sous-continu C posséde néan-
moins propriété que tout point de C.J—C est sur C localement
accessible dans le sens large du coté de J—C.

Faisons encore une remarque. Nous n’avons pas supposé que C
ou J soient bornée. Il s’ensuit qu'on peut, en prenant pour J
le plan. entier, considérer C comme un continu arbitraire du plan.
Notre théoréme nous fournit ainsi une nouvelle condition nécessaire
et suffisante pour qu'un continu plan soit jordanien, cette condition
n'exprimant quune propriété locale des points de la fronticre du
continu.

2. Théoréme. Si 1°. C est un vrai souscontinu du con-
tinu K plongé dans un espace euclidien,

20, peK—C.C

3°. p est sur C localement accessible au sens large
ducdté de K—OC,

4% K, 6tant plongé dans un espace euclidien, est
une image homéomorphe de K.

be. p, et C; correspondent dans cette homéomorphie
respectivement & p et C, '

alors p, est sur C; localement accessible au sens
large du cdté de K, —C,.

Démonstration. Soit & > 0. Il existe un £>0, tel que les

relations '
zek, o(rp)<¢

entrainent pour l'image x, de x:

oz, p) K&~
Le point p étant sur C localement accessible au sens large du
coté de K—C, il existe un 6>>0, tel que pour tout point
ze(K—C).8(p, 9), il existe un continu M jouissant des propriétés
suivantes: ze M, peM, M — £[p, C. 8(p,e)) CK—C.
L’homéomorphie étant une correspondance bi-univogue et bi-con-
tinue, on peut trouver un d, >0 de sorte que les relations

e(pyy) <
entrainent pour I'image y de y;:
8(pyy) < 9.

yl € Kl:
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Soit done ¢ e(Ky— C)) . 8(p1, 0,) et soit y l'image de . On
a alors
ye(K— C). 8(p, 0).

A cause de ce que nouS avons dit plus haut au sujet de l'ac-

cessibilité locale au sens large du point p, il existe un continu I,

tel que
peM yelM

(D) M—2p, C.8(p, e)) <K—C.

Soit M, limage de M et 7, limage de L[p,C.8(p,€)]; M,
est un continu et Pensemble. 7}, en vertu de ce que nous avone
. remarqué su commencement du raisonnement, jouit des propriétés
suivantes !
pely, TyCC et en outre T3 C 8(py, &);

On en tire: :
T, C Lslpry - 8(ps &)1
d’ol

2). My — £[pyy O - 8(py &) C My — T;.

Mais M, — T étant l'image de M — £[p, C. 8(p, €)] il est con-
tenu, d'aprés (1), dans K, —C,.
Par conséquent, d’aprés (2):

| M, —2[p., Gy . 8(pu, El)] CK,—0,.

Le point y,, étant pris arbitrairement dans (K, — C,). §(p,, )

le théoréme est démontré.

La condition-du théoréme 1, étant un invariant de 'homéomor-
phie, on en déduit le théoréme suivant.

3. Théoréme. Pour quan continu jordanien'J situé
dans un espace euclidien ne soit pas I'image homéo-
morphe daucun continu plan, il suffit que J posséde
un sous-continu vrai non-jordanien Cpour lequel tout
point de sa frontidre relative soit sur C localement
accessible dans le sens large du c6té de J—C.

La condition ci-dessus n’est pas nécessaire, comme le prouvent
des exemples simples ef connus,

Montrons maintenant qu'on ne peut trouver ancune con-
dition généralealafois nécessaire et suffisante, pour
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quun sous-continu C d'un continu jordanien J plan
soit aussi jordanien, si I'on veut que cette condition
ne concerne que les points de (J—C). Il n'existe non
plus dans le cas plan aucune condition générale de
ce genre neconcernant que des points deJ—Cet de la
frontiére de J—C, sans toucher aux points restants
de C. : v
Pour démontrer cela, envisageons le continu jordanien et plan
de M. Knaster?l) se trouvant dans le travail cité de M. Zaran-
kiewicz %)

On définit le continu [ comme la somme des segments droits
et fermés: :
=0, —1<y<<l)

() ' l(»v=%‘, ——1<y<1) (n=12..)

o<e<g 1=55)
@) (h=1,2..)
(P=O, :tln ':t21"'7 :tgu_])'

Définissons son sous-continu vrai C non jordanien comme la
somme des deux segments fermés ‘

O<z<1, y==41)

et des segments (1).
J—C est la somme des segments ouverts

1 1 P
(w<””<‘2‘n’ -’f=§=‘—“x>

h=1,2,..) (p=0, +1, +2..., + 2 F1).

D’autre part définissons le continu jordanien 3/, comme la somme
des segments fermés:
(r=0, —2<y<+2)

1
(0<w<'2‘.'.a ?/—‘-“-g].?:l)
m=12...) (p=0,+1, £2..., £2

et formons un autre continu M, que Pon obtient de M par une

1 1. c. Fund, Math, IX, p. 167.
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simple translation définie par un vecteur paralltle b T'axe y, la de
grandeur irrationnelle plus petite que 1.
La somme J; ==J - M, est évidemment un continu jordanien

et C;= O M, estun de ses sous-continus qui est aussi jordanien.

Mais on a:
(3) Jx—ClzJ"q
puisque
J—C=J—0)—M,
et .
M, .(J—0C)=0,

les ordonnés des segments dont J—C se compose étant irrationnelles
et la droite = 0 n'ayant pas de points communs avec J— C.

Cela étant posé, supposons qu'on ait une condition (4) générale
necessaire et suffisante, pour qu'un sous-continu d’un continu jorda-
nien plan soit jordanien lui méme, cette condition n’exprimant qu’une
propriété des points du complémentaire relatif du sous-continu. La
coudition (4), comme nécessaire, serait satisfaite pour J; — (), puis-
que C; est jordanien. En vertu de (8), la condition (4) subsisterait
pour ./—C, d'ot lon déduirait que C serait aussi jordanien, puis-
que (4) doit étre une condition suffisante. Cela est en contradiction
avec le fait que C est non-jordanien.

Si I'on observe que dans notre cas

J—0'0=J1‘—CI.C,

on s'assire, par un raisonnement analogue, que la deuxi¢me partie
du théoréme est aussi vraie,

Il est vrai que le théoréme de M. Moore?) exprime une condi-
tion du type (4) pour les sous-continus Jordaniens C plans, mais ce
n'est pas un théoréme général, étant donné que J est, dans le cas
quil considére, un continu jordanien spéeial, & savoir le plan entier.

On peut & cet égard poser le probléme suivant: Trouver tous
les continus jordaniens J, pour iesquels il existe une
condition du type (4), nécessaire et suffisante, pour
quun sous-eontinu C de .J soit jordanien lui-méme.

Remarquons enfin que Iénoncé du théordme 1* peut étre mo-
difiée un peu de sorte que Pon obtient le théoréme suivant:

1) (voir p. 160 1)),
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4. Théoréme. Pour quun souns-continu C du econtinu
jordanien et plan soitlui méme jordanien, il faut et
il suffit que tout point de C.J—C soit accessible au
sens large pardes arcs simples dans Cdu coté deJ;C'.
Cela veut dire que, étant donné le point peC.J—C,
quel que soit £€<C0 on peut trouver un ('5<0, tel que
tout point de (J—C).8(p, 0) puisse &tre I‘f%llé avecp par
un are simple M, satisfaisant & la relation suivante:

M—28(p, C.8(p,e)CJ—C.

Pour démontrer cela, observons d'abord que la condition ei-
dessus est suffisante, comme étant plus restrictive que celle qui
est donnée dans le théoréme 1.

Pour en démontrer la nécessité, il faut répeter presque  sans
changement la démonstration de la nécessit¢ de la condition .du
théoréme 1%, Il n'y a qu'a remplacer les mots: ,un sous-contm:x
de J.S8(p,d,)* par ,un arc simple, contenu .dans J. 8(p, 6,)%.
Cela peut se faire en vertu d'une remarque, faite au commence-
ment de ce travail en ce qui concerne la notion de connexité locale

de M. Mazurkiewicz

Cracovie, février 1928.
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