Sur la décomposition des ensembles en sous-
ensembles presque disjoints.

Par
Alfred Tarski (Varsovie),

Dans son article , Sur une décomposition d’ensembles® *) M. Sier-
pirfski a introduit la notion d'ensembles presque disjoints et établi
le théoréme, d’aprés lequel tout ensemble infini de puissance m est
déeomposahle en une classe de puissance supérieure & m d'ensem-
bles presque disjoints.

Le but de cette Note est de démontrer, dans le méme ordre
d'idées, quelques théorémes ultérieurs, dont les "plus intéressants
semblent &tre les th. 14, 21 et 25. Dans mes considérations I'axiome
du choix de M. Zermelo jouera un réle essentiel; je me servirai
eu particulier du théoréme sur le bou ordre (Wohlordnungssatz),

fl“j en est la conséquence et d’aprés lequel tout nombre cardinal
infini est un aleph.

Jadmets la définition suivante-due & M. Sierpinski:

‘ 'Déﬁnition 1. Les ensembles M et N sont dits presque dis-
joints lorsqWon a simultanément:

M.N <M etd.N< N,
- Dans des cas ?ﬁ les ensembles différents formant une classe K
sont presque disjoints deux & deux. nous emploierons des expres-
sions telles comme p. ex.: ,la classe K est une classe d'ensembles

L )
)} Monatshefte fiir Math, und Phys., 1928. La counaissance de cet article

de M. Sie rp 68l P C p P
idski n st pas né 68saire pour comprendre les raisonnements qui
vont suivre.

3 » _-r y
) Le signe ,M* dénote, comme @’habitude, ]a puissance de 1'ensemble M.

icm

Sur la décomposition des ensembles. 189

presque disjoints“, ,la classe K se compose d'ensembles presque

disjoints*“ ete.

Jintroduis en outre la notion de degré de disjonction d’une classe
K d'ensembles.

Définition 2. Le degré.-de disjonction dune classe K
densembles, en symboles d(K), est le plus petit des mombres cardi-

naux p tels que Von a X Y<p pour tous deux ensembles diffé-
rents X et Y de la classe K. '
1l résulie facilement du théoréme du bon ordre que pour toute

classe d’ensembles un tel nombre existe et qu'il est unique. Si la

classe K est vide ou composée d'un ‘seul ensemble, on a D(K)=
—0; si K est une classe d’ensembles disjoints (composée d’au
moins deux ensembles différents), on a b (K)==1; de méme la for-
mule b (K) < x,, resp. b (K)=Sx,, désigne que les ensembles dif-
férents, qui forment la classe K, ont deux & deux un nombre fini,
resp. tout au plus une infinité dénombrable, d’¢léments communs.

Ceci dit, passons aux théorémes.

Théoréme 1. Si un ensemble infini M de puissance m se laisse
décomposer en . une classe d'ensembles K de puissance w et telle que
b (K)<p, alors on a n=mP"). : :

Démonstration Oun peut se borner évidemment, sans com-
promettre la généralité du raisonnement, au cas ott K est une classe
d’ensembles non vides. .

A tout ensemble X de puissance = p appartenant & la classe K
faisons correspondre & l'aide de I'axiome du choix un sous-ensemble
F(X) de puissance p. En vertu de la déf. 2, on déduit facilement
de la formule D (JK) =S p que cette correspondance est biunivoque.
1l en résulte aussitot que la classe L composée de tous les ensem-

bles F(X) ou X=p et XeK ainsi que de tous les ensembles | X
de puissance < p qui appartiennent & K est de puissance égale
a celle de K. On a done:.

@) I=K=n

-1) Jo me borne dans cette Note & n'étudier que les décompositions des en-
sembles infinis, sans chercher d'étendre les théorimes aux ensembles finis, méme
dans les cas ol cette extension est presque immédiate; comme eelle du th. 1. Le
probléme de la décomposition des ensembles finis en ensembles presque disjoints
fait Pobjet de I'article de M. E. 8terner, Fin Satz dber Untermengen einer
.endlichen Menge, Math, Zeitachr, 87, 1928, p. bi4—b584.
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.N* désignant la classe de tous les sous-ensembles non vides
X de M assujettis & la condition X <<p, on a:
2 L CN.

D'autre part, la définition des puissances de nombres cardinaux
nous donne sans peine une décomposition d'un ensemble arbitraire

de puissance (ETSP en une classe d’ensembles non vides et disjoints
qui est de puissance égale & celle de la classe N. On en conclut
en vertu de I'axiome du choix que

(3) N < (P=mP.
Or, les formules (1)~ (8) impliquent aussitét que
n<mb, e.qf.d

Le théoréme qui vient d’étre démontré peut étre énoncé d'une
fagon plus courte:

Toute classe K densembles vérifie la formule: K < {3 (K)| b(K)
(pour 3 (K) infini)?). ‘

Corollaire 2. Si un ensemble infini M de puissance m se laisse
décomposer en une classe K de puissance 1 composée d'ensembles de

puissance p ot D (K)<<p et m>p, alors on a m=n =< mP.

Démonstration. Il est facile de constater que Jf[:= m=u.p
(I'égalité¢ m=1n.p ayant lieu certainement, loraque K est une classe
d'ensembles disjoints). Il en résulte que l'inégalité m >n ne peut

se présenter, car 'hypothése m > p donnerait, alors m >mn.p. On
& par comséquent:

(1) msgn
En rapprochant i présent linégalité (1) i l'inégalité n << mP
qui résulte immédiatement du th. 1, on obtient
m<n<mP, c. q.f. d.

Corollaire 3. Si un ensemble infini M de puissance m se laisse
décomposer en une classe d'ensembles K dont la puissance est > m

€l qui satisfait & la condition d (K)<p, on a m < mP.
‘Ce corollaire est une conséquence immédiate du th. 1, car I'hy-
pothése du corollaire et le th. 1 donnent la formule i < K<<mP.

1) le signe ,3{K)* dénote la somme de tous les ensembles appartenant & la
classe K.
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Nous en tirons des corollaires ultérieurs suivants:
Corollaire 4. Aucun ensemble infini de puissance mP west dé-

composable en une classe K de puissance > mP d'ensembles qui rem-
plisse la condition D (K) <p-

On aurait en effet dans le cas contraire selon le cor. 3:

mp< (mp)p = mp’,

tandis qu'on a en vérité mP=mP® (dans I'hypothése que le nombre
cardinal mP, done & fortiori soit m soit p, est transfini).

Corollaire 5. m étant un nombre cardinal transfini et p — un
nombre fini, aucun ensemble de puissance m west décomposable en
une classe densembles K de puissance > m qui remplisse la condi-
tion D (K)<p- '

Pour la démonstration il suffit de remarquer que l'on a en vertu
de I'hypothése Iégalité m =mP (pour tout p fini distinet de 0) et

d’appliquer le cor. 4. A o
En posant dans le cor. 4: m=2 et p =1, on obtient comme

cas particulier le
Corollaire 6. Aucun ensemble de puissance 2 ¥o ne se laisse dé-

composer en une classe d'ensembles K de puissance > 2 X on
b(K)< 80.'

Nous allons étudier b présent la question des réciprogues d\%
ta. 1 et des cor. 2 et 3. Commengons & ce but par établir le théo-

réme auxiliaire suivant:
Théoréme 7. Eiant donnés trois mombres cardinauz m,p et g

o m est tramsfimi, p >1 e q>1, si en outre soit m=qP soit

p est le plus petit nombre cardinal satisfaisant @& la formule m<C P
alors tout eusemble M de puissance m se laisse décomposer en une

classe K de puissance qP, composée d'ensembles presque disjoints de

puissance p, donc telle que b (K)<<p-
Démonstration, On a en vertu de T'hypothése

@) qf << m, lorsque X <P
Si Ton avait done m < p, on aurait selon (1) " <m, tandis
qfon a en vérité g™ > m (pour q>> 1). Par conséquent m > p, d'o
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¢ m=m.p
car m est un nombre transfini et p 5= 0.

Considérons un ensemble arbitraire @ de puissance q et soit
Q¢ lensemble de toutes les suites du type £ (,&“ désignant un
nombre ordinal), dont les termes sont éléments de . La définition
des puissances des nombres cardinaux donne:

(3) é~= q? pour tout nombre ordinal £.

Le théoréme sur le bon ordre entraine l'existence d'un nombre
ordinal 7 tel que

{4) p=x,
{en omettant le cas banal ol p est un nombre fini, ce qui donne,

comme il est facile de constater, I'égalité m = qP = qP.p, dont il
résulte immédiatement la décomposition de tout ensemble M de

puissance m en une classe K de puissance P, composée d'ensem-
bles de puissance p méme entidrement disjoints deux & deux).
Posons M, =2¢; En vertu de (1), (3) et (4) on obtient

ERN P

My =30, = If<m.x, =m.p,
Kog <oy
d'ott selon (2)

(3) M <m

Décomposons maintenant M, en sous-ensembles, en plagant dans

le méme sous-ensemble deux suites, qui sont éléments de M,, lors-

qu'elles sont des segments d'une méme suite appartenant & l'en-
semble @, . Or, il est facile de montrer que la classe K, de tous
les sous-ensembles de M, ainsi obtenus satisfait aux conditions:

6) S(K)=M, e K =qP,
7). K, est une classe d'ensembles presque disjoints de puissance P,
de sorte que b (K,)<p.

En effet, Iégalité 3 (K,) = M, résulte directement des défini-

"r'io'ns de M, Q; et K,. Ensuite, la puissance de la classe K, est
évidemment égale & celle de I'ensemble Qo done, en vertu de (3)

et '(4), elle est égale & oP. Chaque ensemble de cette classe est de
puissance R, = p, car il ya antant de segments, dans toute suite
du type w, (qui est élément de l'ensemble Qy,)- Enfin, X et ¥
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étant deux ensembles arbitraires différents, pris dans la classe K,
et z et y les deux suites qui leur correspondent dans Qo> O
a X.Y=2¢ ot  estle type du plus grand segment commun de
z ot y. Le nombre ordinal { étant infériear & o, Pensemble X. ¥
est de puissance moindre que N;=p, donc moindre & celle de X
et de Y. Par consdéquent, selon les déf. 1 et 2, K, est une classe
d’ensembles presque disjoints et on a d(K;) < p. Les propositions
(6) et (7) sont ainsi établies.

Considérons & présent un ensemble arbitraire J7, de puissance
m, mais disjoint-de M;. La formule (2) implique done l'existence
d’'une classe K, d’ensembles assujettie aux conditions:

(8) SUG) =M, et K,=m,
(9) X, est une classe d'ensembles disjoints de puissance p.

En posant M = M, 4 M,, on vbtient selon (5), vu la puissance
de l'ensemble M,:

(10) M=+ M=HM+m=m

Posons enfin I = K, 4 K,. La définition de A/ et Pinégalité
m<CqP, qui résulte de I'hypothése du théoréme, permettent de
déduire facilement de (6) et (8) que

(11) S(K)=3(K,) + 3(U) =M, 4+ M, = M.
(12) E:?El—i—lf_g:qp-{—]n:: qp_

Comme M, . M= 0, on conclut en outre de (6) et (8) que tous
deux ensembles appartenant respectivement b K, et I, sont dis-
joints. Il en résulte en vertu de (7) et (9) que

(18) K=K, + K, est une classe d’ensembles presque disjoints
de puissance p, de sorte que d(IC)<p.

Les propositions (10)—(13) montrent que l'ensemble M de puis-
sance 1, doncaussi tout ensemble de la méme puissance, se laisse dé-
composer d’une fagon conforme & la thése du théoréme, c. g. f. d.

Le théoréme qui précéde a été démontré implicitement pour le
cas particulier ol q =2 par M.Sierpiiiski dans son article pré-
cité, et le raisonnement ci-dessus n'est quune modificaton de sa dé-
monstration.

Fundamenta Mathematicas, T. XII - 13
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Corollaire 8. Dans les hypothéses du th. 7, si de plus 0<n<CqpP,

tout ensemble M de puissance m se laisse décomposer en une classe K
de puissance n composée d’ensembles presque disjoints de puissance
telle que O(K) <9
>‘;)eétmonsxqtr at(ioxz.\P:;' L'application directe du th. 7 on obtient
la décomposition de I'ensemble M en une classg K, de puissance
qP, formée d’ensembles presque disjoints de puissance p, dor‘xc sa-
tisfaisant & la condition d(XK,) <Cp. Liinégalité 0 <n << qP impli-
que d'autre part que cette classe contient une sous-classe non vide
K, de puissance n. Transformons la classe K, en ajoutant & un

des ensembles qui en sont des éléments l'ensemble M — J(K,),

est-i-dire I'ensemble composé de tous les éléments de M qui n’ap-
partiennent & ancun ensemble de la classe K,. La classe K ainsi ob-
tenue de JK, donne, comme on voit aussitdt, la décomposition cher-
chée de M.

Corollaire 9. Dans les hypothéses du th. 7, si de plus m<n<CqP
tout ensemble M de puissance m se laisse décomposer en une classe K
de puissance n, composée d’ensembles presque disjoints de puissance p,
done telle que d(K)<p.

Démonstration. Le raisonnement-appliqué pour démontrer le
corollaire précédent exige ici une modification uniquement dans le
cas ot ensemble M — 3(K,) est de puissance >>p. En omettant
alors le eas banal oli p est un nombre fini, on décomposera M—3(K,)
en une classe K, d'ensembles disjoints de puissance p et on posera
K=K, + K, Comme K, < M— 3K, < M=m=<n, il vient
K=K, -+ K,=n + K, =n. La classe K est par conséquent
de la puissance cherchée. La démonstration des autres propriétés
cherchées de cette classe ne présente déja de difficultés.

Tl est manifeste que le cor. 9 est une généralisation du th. 7.
Or, en remplagant dans le th. 7, de-méme que dans les cor. 8 et 9
2Q“ par ,m¥, resp. par ,2 on obtient des cas particuliers de ces
propositions qui sont les plus intéressants au point de vue des
applications. Ainsi, dans le cas ol q==m les cor. 8 et 9 peuvent
8tre considérés comme des propositions partiellement réciproques
(car contenant des hypothéses supplémentaires restrictives) du th. 1
et du cor. 2.

Il est & remarquer que dans les hypotheses du th. 7 et des
cor. 8 et 9 figurent des conditions un peu spéciales, qui 6tablis-
sert certaines relations entre les nombres cardinaux m, petq Nous
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ignorons & l'heure actuelle combien ees conditions y sont essentielles.
En particulier, pour se borner au cas le plus important ob g=m,
nous ne savons pas répondre i la question si ces conditions De se
laissent réduire simplement & Iinégalité 0<p<<m; en d'autres
termes, nous ne savons ni démontrer, ni réfuter les deux propo-
sitions suivantes, d’ailleurs équivalentes 'une 3 I'autre:

(P) m étant un nombre cardinal transfini et 0 << p<m, tout
ensemble M de puissance m se laisse décomposer en une classe K
de puissance mP, composée & ensembles presque disjoints de puissance
p, donc telle que d(K)<p.

(@) m étant un nombre cardinal transfini et 0 < ps m, si on
a en outre 0. n<<mP, tout ensemble M de puissance m se lnisse
décomposer en une classe IS de puissance n, composée d'ensembles
presque disjoints de puissance Zp et telle que dUC)<Cp: st lon
a de plus m<n<<mP, la dicomposition de Vensemble M peut étre
effectuée de manidre que la classe K soit formée exclusivement den-
sembles de puissance P.

Nous ne savons démontrer les propositions (P) ou () méme en
supprimant dans leur énoncé les conditions relatives & la puissance
des ensembles de la classe K, ainsi que linégalité (K ) < p (mais
en conservant la condition, d'aprés laquelle K soit une classe d’en-
sembles presque disjoints). Nous ne savons nonplus démontrer des
réciproques complétes du th. 1 et du ecor. 2 qui s'obtiennent aussi
de la propositions (@), en y supprimant Ihypothése, d'apres laquelle
K soit la classe d’ensembles presque disjoints.

Or, les propositions (P) et () peuvent &tre établies facilement
dans le cas ot p est un nombre fini (car on a alors m=mP de
sorte qu'en posant dans le th. 7 et dans les cor 8 et § q=m,
leurs hypothéses se trouvent satisfaites). Ce cas n'entraine cependant
aucune conséquence qui nous intéresse. Beaucoup plus dintérét
semble présenter le cas ot p=1, dont nous allons nous occuper
4 présent.

Théoréme 10. Tout ensemble infini M de puissance m se laisse
décomposer en une classe I de puissance m®, d’ensembles dénom-
brables presque disjoints, donc telle que D(I)< .

Démonstration. Cette décomposition résulte directement du
th. 7, en y posant q==m et p =y, L’hypothése de ce théoréme
se trouve alors réalisée, car on & m=mP pour 1 < p <, dot,

' 13*
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en effet, soit tm = m¥, soit %, est le plus petit des nombres cardi-
naux p vérifiant linégalité m < mP.

Corollaire 11. m élant un nombre cardinal transfini, Vinégalité
1 < h¥, est une condition suffisante ef nécessaire pour que tout en-
semble M de puissance m soit décomposable en une classe K de puis-
sance > m d'ensembles dénombrables presque disjoints, done telle que
(E) &y

Démonstration. On conclut du th, 10 que linegalité m<m
constitue bien une condition suffisante pour l'existence de cette dé-
composition de I'ensemble M; or, en vertu du cor. 3, si I'on y pose
p =8, l'inégalité en question en est en méme temps une condition
nécessaire, .

Il est intéressant d'observer que le cor. 11 reste vrai, quand on
supprime dans son énoncé les mots ,dénombrables presque disjoints“.

Les deux corollaires suivants du th. 10 sont de nature plus spé-
“ciale. Le premier a été établi par M. Sierpiniski dans son article
précité. _

Corollaire 12. Tout ensemble dénombrable se laisse décomposer
en une classe K de puissance 2%, d'ensembles dénombrables presque
disjoints, donc telle que d(IK) < Ry. '

Pour le prouver, il suffit de poser au th. 10 m=x,.

Corollairé 13. Pour tout nombre ordinal a de 2-éme espéce con-
Jinal avec @ (donc, en particulier, pour a= w) tout ensemble M de
puissance X, se laisse décomposer en une classe K de puissance ™ R,,
& savoir de puissance NN, d'ensembles démombrables presque disjoints,
done telle que d(K) < x,.

Pour le prouver on n'a qu'a remplacer dans le th. 10 ,m*“ par
a8 linégalité x¥ > 8, est fournie par le théoréme connu de
J. Kénig)).

Théoréme 14, m éant un nombre cardinal transfini, Dinégalité
0 <n<KmM est une condition nécessaire et suffisante pour que tout
ensemble M de puissance m soit décomposable en une classe K de
puissance n d'ensembles infinis presque disjoints et telle qWon ait en
outre d(K?) < &,.

Démonstration. On conclut immédiatement du th. 1 que
Pinégalité en question constitue une condition nécessaire pour que

) Cf. p. ox. A. Schoenflies, Entwickelung der Madgenlahre und threr
Anwendungen, Leipzig und Berlin 1913, p. 138.
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tout ensemble M de puissance m soit décomposable de la manidre
déerite dans l'énoncé. Pour prouver que cetle condition est & la
tois suffisante, on aura recours au cor. 8, ol on posera q=m et
p="; lo raisonnement employé dans la démonstration du th. 10
nous permet alors de montrer sans peine que dans le cas considéré
les hypothéses de ce corollaire sont remplies.

Théoréme 15. m élant un nombre cardinal transfini, la formule
m<n<<m constitue une condition suffisani. pou- que tout en-
semble M de puissance m soit décomposable en wune classe K de
puissance n d'ensembles dénombrables presque disjoints, done telle que
VE)Ro; 80 de plus m>N,, la condition est en méme temps
nécessaire.

La démonstration ne différe de celle du th. 14 que par V'appli-
cation des cor. 2 et 9 au lieu du th. 1 et cor. 8 respectivement.

Comme conséquence du th. 15 on a le

Théoréme 16. Pour toute classe non vide L d'ensembles dénom-
brables il existe une classe K d'ensembles dénombrables presque dis-
joints qui satisfait aux conditions:

S(K)=3(L) e¢¢ K=01.

Démonstration. Sans diminuer la généralité du raisonnement
on peut admettre que la classe L est infinie; car en cas contraire
on a affaire & la décomposition de l'ensemble dénombrable I(L)
en une classe K d’emsembles dénombrables disjoints qui soit de
puissance égale & celle de la classe finie I — ce qui ne présente
auncune difficulté.

Posons done o _

a) S(Ly=m e L=n.

En tenant compte de la puissance des ensembles qui sont des
éléments de la classe I, on obtient sans peine linégalitd m<Cn.x.
Or, n comme nombre cardinal transfini vérifie I'égalité n=rn.x,, d’od

@) m<n.

D'autre part, en désignant par IV la classe de tous les sous-
ensembles dénombrables de I'ensemble J(L), on parvient sans peine
aux formules L (C N et N<S[S(L)%?), dod en vertu de (1):

(3) n<g m¥e.

1) Cf. la démonstration de la formule (3) dans le th. 1.
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En raison du th. 15 les formules (2) et (3) entrainent I'existence
d'une décomposition de tout ensemble de puissance i1, donc en par-
ticulier de I'ensemble 3(L), en une classe K de puissance 5 d'en-
sembles dénombrables presque disjoints. On voit aussitdt que UK
est la classe cherchée. :

Les th. 10, 14 et 15 montrent que les propositions (P) et ()
dout il a été question (p. 195), se laissent établir pour le cas ot‘;
p=1y, Nous allons envisager & son tour un autre cas particulier
de ces propositions, a savoir celui of m = 2¥u ot p==n,,;.

Théoréme 17. Tout ensemble M de puissance 2N« se laisse dé-
composer en une classe K de puissance 2%ot1 d’ensembles presque
disjoints de puissance N, donc telle que d(IK) << Nyyy.

’ Démonstration. Lorsque p <<®,,,, on a 2P <{2%; en con-
séquence soit 28« =28, soit n,, est le plus petit nombre cardi-
nal p vérifiant la formule 2% << 2P. On en conclut qu'en posant
dans ‘le th 7: m=2% .q=2 et p =¥y, les hypothises de ceo
théoréme se trouveront réalisées; en appliquant donc ce théordme

~on aura acquis la décomposition cherchée de M. ’

’ Corollaire 18. Pour que tout ensemble M de puissance 2% soit
;‘?c?"-:ﬁos?k en une classe K de puissance > 2% d'ensembles presque

isjoints de puissance %, donc ¥ Nat1y B }
i aatianied zﬂg’uaﬂ' elle que d(K)<C Moy, i faut et il

‘I?ém onstration. Le th. 17 implique immédiatement que l'iné-
galité en question constitue la condition suffisante pour que tout

ensemble M de puissance 2¥x soit décomposable de la sorte. D'autre

gfm, en posant dans le cor.3: m =2 et p = N,,,, on déduit de
Videntité (2%a)Nat1 = 2Naps que cette condition est +ex’1 méme temps
nécessaire. . !
Théoréme 19. Pour que tout ensemble M de puissance 28 soit
c.léf:omposable en une classe K de puissance n d'ensembles presque dis-
joints de puissance Z= R, et telle que V(K) N il faut et il
suffit que lon ait 0 << n <2t "
Dén'zonstration. En posant dans le th. 1 m=2%« et p==yy,,
on parvient facilement 3 la conclusion que la formule en questnil:)_;
est une condition nécessaire pour l'existence d’une pareille décom-
po?‘mom D’autre part, en remplagant dans le cor. 8 ,m“ par ,2N¢
nd" par ,2¢ et ,p“ par N4 le raisonnement employé d;us la;

démonstmtion du th 1
. i pel‘met de rouver ue ] i
‘ p q a Oondlblon est
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Corollaire 20, Pour que tout ensemble M de puissance 2% soit

décomposable en une classe K de puissance 22%, @ensembles presque
disjoints de puissance Noyy ef telle que d(K)<Noy, O fout et il

suffit que Ton ait 228a — Wy,

Pour le démontrer, il suffit de remplacer dans le théoréme pré-
cédent ,n“ par ,22% ot de tenir compte du fait que la formule
9,41 <L 228 est toujours remplie.

Dans I'énoncé du cor. 18, du th. 19 et du cor. 20 on peut sup-
primer les mots ,presque disjoints de puissance (Z=)Ng 4",

En examinant les démonstration des th. et cor. 17—20, on
apergoit aisément quils peuvent &tre considérablement généralisés,
si on substitue partout dans leur énoneé ,2“ par ,m“ et n'admet
que m > 1. Cette généralisation fait aussitdt ressortir Panalogie entre
les th. 10 et 14 d’une part et les th. 17 et 19 de Pautre. Un thé-
oréme analogue au th. 15 se laisse établir également; jomets ici son
énoncé explicite.

Pendant que, pour le th. 1 et le ¢dr. 2, nous n'en avons réussi
d'établir les réciproques que dans des cas spéciaux (cf. th. 14, 15
et 19), la réciproque du cor, 3 dans toute son extension ne présente
aucune difficulté.

Théoréme 21. m élant un nombre cardinal transfini, Pinégalité

m < mP est une condition nécessaire et suffisante pour que tout en-
semble DI de puissance m. soit décomposable en une classe K de_puis-
sance > m ensembles infinis presque disjoints et telle que d(K)<p-

Démonstration. Le cor. 3 implique immédiatement que
Vinégalité en question constitue la condition nécessaire pour Vexi-
stence de la décomposition considérée; il nous reste done & prou-
ver que cette condition est en méme temps suffisante.

Adiettons, en effet, que l'on a m < mP. Le théoréme de M.
Zermelo sur le bon ordre entraine l'existence du plus petit
nombre ordinal p, satisfaisant I'inégalité analogue:

O m < mP.
Nous aurons par conséquent:

(@) PSP

et Pindgalité (1) implique en outre que p, est un nombre transfini.
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Congidérons un ensemble arbitraire M de puissance m. En verta
du th. 7 (o ,q“ est remplacé par ,m“ et ,p“ par ,p,“) et par
définition du nombre p,, Pensemble M se laisse décomposer en une
classe K d'ensembles presque disjoints de puissance p,, donc infi-
nis, qui vérifie en outre les conditions:

3 K=mP et b (K) < p,.
Or, les formules (1) — (3) donnent immédiatement:
K>m et b (K)<p,

de sorte que la décomposition cherchée de M se trouve établie,
e. g f. d.

Il est aisé de constater que I'on peut supprimer dans lenoncé
du théoréme qui vient d'étre démoniré les mots ,infinis presque
disjoints®. Les cor. 11 et 18 peuvent &tre considérés comme des
cas particoliers de ce théordéme.

Comme une conséquence immédiate du th. 21 on obtient le
théoréme de M. Sierpifiski mentionné au début de cette Note,

Covollaire 22. Tout ensemble ‘infini. M de puissance m se laisse
décomposer en une classe K de puissance > m densembles (infinis)
presque disjoints.

En raison de linégalité connue m < m™, il suffit, pour dé-
montrer ce corollaire, de remplacer dans le th. 21 ,p“ par LM

Signalons encore deux autres corollaires du méme théoréme,
qui sont toutefois de nature plus spéciale:

Corollaire 23. Etant donné un nombre ordinal a de 2-me es-
péce confinal avec un nombre w, (donc, en particulier, lorsque o =
== wp), tout ensemble M de puissance 8, se laisse décomposer en une
classe K de puissance > x, d'ensembles infinis presque disjoints et
telle que Von a en outre d (K) <8

Pour le démontrer, on pose au th, 21: 1 = Rgy P ==Rg; l'iné-
galité nécessaire N, << n}g est fournie par le théoréme déja cité
de J. Konig, généralisé par Jourdain?),

Corollaire 24. L'inégalits Ray1== 2N est nécessaire et suffisante
pour que tout ensemble M de puissance N, soit de’compdsablé en une
classe K de puissance > Roqs densembles infinis presque disjoints et
telle qilon ait de plus d(K)<x,.

1 Cf. p. ex. A, Schonflies, op. eit, ph. 66 ou 138.
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Démonstration. Conformément au th. 21, en y remplagant
HmY par 8¢ et #P% par 8., la condition nécessaire et suffi-
sante . de la déecomposition cherchée est donnde par linégalité
ﬁu+1<k¢u+1““. Or, en vertu des formules connues: X, << 2" et

ot =2 (car 2" < Rae << (2 M%) Mo =2"9), cette inégalité equi-

vaut & linégalité ., o 2%

Les cor. 18, 20 et 24 semblent étre particulidrement intéressants
dans le cas ot e =0 & cause de leur relation avec la fameuse
hypothése du contina: 2", ==,. Le cor. 24 dans ce cas particulier
m'a été obligeamment communiqué par M. Sierpirfski avec la
remarque qu'il constitue I'énoncé d’une condition équivalente & la
négation de I'hypothése du continu. Des cor. 18 et 20 nous tiroms,

.

par contre, des propositions équivalentes A cegfaines conséquences
de cette hypothése, notamment aux formules: 2 Yo oM et

Ry .

22 '=2™,

Formulés en toute généralité, les cor. 18, 20 et 24 mettent au
jour la liaison intime qui existe entre les questions traitées daus la
Note présente et certains problémes généraux concernant les nom-
bres cardinaux et non résolus encore. Nous entendons par li, en
premier lieu, Vainsi dite hypothése de Cantor sur les alephs ou
I'hypothése du continu généralisée:

(H) Quel que soit le nombre ordinal a, on a 2g“=8a+1.

Cette hypothése entraine, comme on sait, dans la théorie de
lexponentiation des nombres cardinaux des conséquences allant fort
loin'); anssi pourrait-on, vu le caractére’ des théorémes établis dans
cette Note, prévoir & priori que l'admission de P'hypothése (H) per-
mettrait d'acquérir des résultats bien forts également dans la ma-
titre qui nous intéresse ici. Le théoréme suivant et les corollaires
qui en découlent confirment cette anticipation. .

Théoréme 25. L'hypothése (H) entraine des conséquences  sui-
vantes: '

I Lorsque f <cof (a)?) (donc, en particulier, lorsque & est un

1) Cf. mon article Quelques thdorémes sur les alephs, Yund, Math. VII, p.
9 et 10. . o

%) Le signe n¢f (¢)* dénote ici l'indice du plus petit nombre initial avec
lequel le nombre w, est confinal; ainsi, « étantun nombre de 1-ire espéce ou


Yakuza


202 A, Tarski:

nombre ordinal de 1-éve espece et <), aucun ensemble M de puis-
sance N, ne se laisse décomposer en une classe d’ensembles K (e
puissance >, et telle que d (K) <8,

IL. Lorsque 8= cf (@) (donc en particulier, lorsque @ est un nom-
bre ordinal de I-ére espice et § 2= ), tout emsemble M de, puissance

N, se laisse décomposer en ume classe K de puissance 2R =y, +
donc de puissance > N, composée d'ensembles presque disjoints ef
telle que d (K) < %z; si en outre f=cf (¢) ou =10, on peut of-
Jectuer cette décomposition de manidre que la classe I soit formée
exclusivement d'ensembles de puissance Rg.

Démonstration. Je vais profiter ici des deux propositions
suivantes qui se déduisent facilement de I'hypothése (H) & laide
des raisonements exposés dans mon article Quelques théorémes sur
les alephs, cité tout & T'heure?):

(1) Si B<ef (@), on a v, 6=y

N
@ x =2 v, e, plus généraiement, si a>p = cf (),

Rg »

on a Re "= 2 "=R,).

Or, en vertu de (1) la partie I du théoréme & demontrer est
une conséquence directe du cor. 3 (ou du th. 21) ol on n’a qu'd
poser m =R, et p=y;.

Pour passer & lu partie II, remarquons que d'aprés (1) et (2)
le nombre ¥, est le plus petit parmi les nombres cardinaux P

qui vérifient la formule ¥, <<x,P. En posant done an th.7: m =
= q =R, et p="N,; nous obtenons la décomposition cherchée de
~ T'ensemble arbitraire M de puissance &, en une classe K de puis-

R, Mo . s .
sance R,”“=2"=g,,, formée d’ensembles presque disjoints de
pwissance X, et satisfaisant & la condition d (K )< Ry, done
4 plus forte raison & la.condmon b‘(If )< pour > cf (a).
Le cas de f=a doit étre envisagé séparément. L’hypothése

bien lorsque &==0, on aura of (@)=a; on a ensuite: ¢f (w)= 0, g()=1
etc. Dans mon article précité de Fuand, Math, VII le symbole ,¢f («)“a été em-
ploy€ dans un sens un pen différent, qui coincide cependant avec le sens actuel
dans le cas ol o est un nomhre de 2-&mo espice.

'} Loc. cit., p. 9 et 10; il faut tenir compte ici de la signification modifiée
du symbole ,ef () (voir note précédente),
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(H) implique immédiatement qu'on a 288 = Ny, <IN, pour < a5

par suite N, est le plus petit nombre cardinal p vérifiant la formule

N, < 2P. En remplagant donc dans le th. 7 ,m* et ,p* par ,X,*
et ,q“ par ,2¢ on obtient la décomposition cherchée de I'ensem-
ble M de puissance ¥, en une classe d’ensembles K de puissance

2% =, telle que d(K)< gy =1x, et de plus (tout comme
dans le cas de 8 =1cf («)) la classe K se compose uniquement
d’ensembles de puissance N, Le théordme est ainsi établi.

Corollaive 26. L'hypothése (H) entraine des conséquences sui-
vantes: .

10 Lorsque o est un nombre ordinal de 1-ére espice distinct de 0
ou bien de 2-éme espéce non confinal avec w, aucun ensemble M de
puissance R, ne se laisse décomposer en une classe d'ensembles K de
puissance > N, et telle que d (K)<SN,. . \

20 Lorsque ¢="0 ou bien & est un nombre ordinal de 2—.cme -
péce confinal avec o, tout ensemble M de ‘puissance ¥, se laisse dé-

composer en une classe K de puissance Qe =R, 4, do.n? ¢.1e puissan-
ce > Ny, composie d'ensembles dénombrables presque disjoints, et sa-
tisfaisant par conséquent & la condition O (K)<C R,

Pour le démontrer, il suffit de poser dans le th. 26 a=0 et
de remarquer que dans Phypothése de 1° on a ¢f (@) >0, et dans
T'hypothése de 2° on aura of (@) = 0. ' ,

Le th. 25 et le cor. 26 montrent qu’d V'aide de I'hypothése du'.
continu géné'ralisée on peut épuiser une parti‘e des problémes qui
constituent le prineipal objet des considérations .I')résen.tes. .Cetie
hypothése permet notamment d’établir une condition bien simp {;
qui est & la fois nécessaire et suffisante pour que tout ensemble ]
de puissance ==X, Boit décomposable en une classe K de puis-

sance >> N, (plus précisément de puissance 2°%) composée d’exf-
sembles presque disjoints et telle que 3 (K )<p== Ng, en,.pa'rtl-
ealier telle que d (KK) <C¥,. Cette condition s'exprime par lmeéga-
lits B>=¢f (a) et dans le cas particulier o f=0 fslle peut étre
formulée de la maniére suivante: o est soit = 0 soit un nombre
ordinal de 2-dme espéce confinal avec ©. ; d‘f'

Ensuite, moyennant I'hypothése (H) on peut sans grande if-
ficulté démontrer les deux propositions (F) et (Q) mentionnées p.
195, si l'on omet dans leur énoncé les conditions concernant la
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puissance des ensembles de la classe K; par cela méme on obtient
la réciproque du th. 1 dans toute son étendue.

Il reste néanmoins des problémes que nous ne savons jusqu'a
présent résoudre méme A Paide de I'hypothése du continu généra-
lisée: ils concernent la puissance des ensembles en lesquels len-
semble 3 est décomposé. Nous ignorons notamment si I'on peut exi-
ger dans la partie II du th. 256 que la classe K soit. toujours (et
non seulemtent pour 8= a) composée d'ensembles de puissance ¥,
ou, tout aun moins, qu'elle soit towjours (et non seulement dans les
cas ot $=c¢f (@) ou bien § = a) formée exclusivement d'ensembles
de puissance ¥,. Nous ignorons en particulier si I'ensemble A de
puissance No se laisse décomposer en une classe K de puisssance
> Ny d'ensembles de puissance No ou méme d'ensembles indénom-
brables arbitraires et telle que d(JK)<{w.. Nous ne connaissons
nonplus aucun exemple densemble infini M qui soit décomposable
en une classe K de puissance > M formée éxclusivement d’en-
sembles de puissance >>d (K). En relation avee cet état de choses
nous ne savons, méme en nous servant de I’hypothése (H), ni prou-
ver, ni refuter dans leur énoncé intégral les propositions (P) et (@)
déjd mentionnées; nous ne savons done établir la réeciproque du
cor. 2 dans toute son étendue.

En terminant, je voudrais attirer I'attention sur le fait que les
conséquences de I'hypothése (H) qui ont été formulées dans le th.
25 et le cor. 26 se laissent établir partielloment sans cette hypo-
thése & condition de restreindre le champ de nos considérations
anx nombres cardinaux d'un certain systdme d'ailleurs assez vaste
{¥z}, défini par induction comme il suit:

Définition 3. Naw = No1); N = 2" ™ pour tout nombre or-
dinal « de I-ére espéce; ¥ =£’ Na@® pour tout nombre ordinal o
o

de 2-éme espéce.

On peut démontrer notamment le suivant

Théortme 27. Etant donné un nombre ordinal arbitraire a de
2-éme espéce,

L si << ef(a), aucun ensemble M de puissance Naw) ne se laisse
décomposer en une classe d’ensembles K de puissance ~ Ny et telle

que d (K) < Ng;

. 1 Ou plus généralement: Rp(@) =Ny, o1 ¥ est un nomhre ordmal quel-
congque.
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IL si B = cf (@), tout ensemble M de puissance ¥, se laisse

decomposer en une classe K de puissance 28", done de puissance
> Rao), d'ensembles presque disjoints et telle que d (K) < Ng; si lon
a en outre B==cf (&) ou § =um (o), la classe K peut w'étre formée
que d'ensembles de puissance Np. ,

Ta démonstration est tout & fait analogue & celle du th. 25 et
repose sur les deux propriétés connues des nombres Nn(wl):

(1) Si o est un nombre de 2-éme espéce et B <Tcf (@), on a
Nr@' ? = Nato,

(2) Si o est un nombre de 2-tme espéce et m (@)= 2= of (w),
on @ N = 2",

Nous ne savons pas étendre ce théoréme aux nombres « de
1-dre espéce. Ce n'est que dans le cas de §=0 ol une telle ex-
tension ne se heurte aux difficultés, comme le prouve le suivant

Corollaire 28. 1° Lorsque o est un nombre ordinal de I-ére
espéce distinct de O ou bien un mombre de 2-éme espéce non con-
Final avec ©, aucun ensemble M de puissance Maw ne se laisse dé-
composer en une clagse d'ensembles K de puissance > ¥awr ef felle

que O (K) << N

29 Lorsque o ==0 ou bien lorsque o est un nombre ovdznal de
2-éme espéce confinal avec w, tout ensemble M de puissance ¥ se
laisse décomposer ¢n une classe K de puissance 2" done de puis-
sance > Nnw), d'ensembles dénombrables presque disjoints et par suite
telle que ® ()<< N

Démonstration. Dans lhypothése que o est de 2-éme
espéce, le corollaire résulte directement du th. 27 ol on a rem-
placs ,8“ par ,0% Dans le cas ol a est de "1-ére espéie
distinet de 0, on a conformément & la -déf. 3 Na) 0 = 2Rae-1 %o

2”"(“"“1’—- Rn); en posant done dans le cor. 3: m=
p = N, on conclut que la décomposition de M, déerite sous 1°, est
en effet impossible. Enfin, le cas de a=10 a 6té examiné anté-
rieurement au cor. 12. .

Les cas particuliers les plus mtéressants du cor. 28 sobtxennent

en posant: @ =0 (Naw =1, of. eor. 12), a_l (Nﬂ("‘)—2 cf.

& 2
cor. 6) et enfin o= Rr@="3-+4+2"4+2% +..)
1) Cf. mon article déji cité, Fund, Math, VII, p. 9 et 10, )

== Nn(w) ef
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