Un théoréme général sur les familles d’ensembles.
Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Le but de cette Note est de démontrer un théoréme concernant
les familles quelconques d’ensembles qui est utile dans quelques
recherches spéciales (4tude des classifications d’ensembles mesurables
B, théorie des ensembles projectifs ).

Théoréme. Soit W un ensemble donné, dont les dléments sont des
objets de nature quelconque. et soit F une famille donnde quelconque
de sous-ensembles de W. Soit K, la plus petite classe K d'ensembles
Jouissant des 4 propriétés susvantes:

1% 8 Ec¢F, on a EcK.

2% Si EcF, ona CEcK, ob CE désigne Pensemble W— E,

3% 8i E,eE pour n=1,2,3,..., ¢t 5i £,E,=0 pour m=n,

on a: By E, 4B ... ¢K.

4% Si K. ¢ K pour n=1,2,3,..., on a: E, By Ey...e K %)

Thése: La classe K= K, Jouit des propriétés swivantes:

5. 8i BeK, on a CEeK,

6% Si B, e K pour n— 1,2,8,..., on a F, +E, -+ Ey-...c K.

Démonstration, Désignons par K, la classe de tous les en-
sembles E, tels que

EeK, et CEeK,.

Lemme 1. 8i E¢F, on a EeK,.

¥) Voir ce volume, p. 213,

3) On voit sans peine qu'une telle classe K, existe toujours, et qu'elle eat le

produit (partie commune) de toutes les classes K (de sous-ensembles de W) sa-
tisfaisant aux conditions 1° & 49,
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En eftet, si EeF, on a, d'aprés les propriétés 1° et 20 (de la
classe K = K,)
@) EecK, et CEckK,,

ce qui prouve (vu la définition de la classe K,) que E¢K,, c.q.fd.
Lemme IL Si Ee¢F, on a CEcK,. ‘ o
En effet, si EcF, on a les formules (1), c'est-d-dire (d’aprés
CCE=E):
CEeK, et CCEcK,,
ce qui prouve (vu la définition de K,) que CEeK,, c.q.f. d.
Lemme III. Si E,¢K,, pour n=1,2,3,..., et E E =0 pour
m==n, on a B+ E -+ E+...¢K,. N
:'I:En effet, de1 E.eK,, pour n=1,2 3,... et de la définition de
la classe K, résulte que

2 E,eK,, pour n=1,23,...
et
3 CE,eK,, pour n=1,2,3,...

Or, de (2) et de E,E, =0, pour m =f=n, résulte, d'aprés la pro-
priété 3° (de la classe K= K,) que

4) El—{—Eg—{—lf]',,—f-...e&.
D’autre part, de (3) et de la propriété 4° (de K= K,) résulte que
(5) C(E, + E, + E; +...)=CE, CE, CE,...¢ K,
et les formules (4) et (5) prouvent que E, 4 E; 4 E;+...¢ K,
c.q fd ’
'qLemme 1V. Si E,eK,, pour n=1,2,3,..., ona E, K, E,....eKl.
Supposons, en effet, qu'on a K,eK; pour n=1,23,...: il en
résulte, d’aprés la définition de le classe K;:
(6) E.eK,, pour n=1,2,3,... .
et
Y] CE,eK,, pour n=1,23,...
D’aprés (6) et 4° (pour K= K,) on a
(8) E E, E...eK,.

Or, on a évidemment
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9)  C(EEE..)= CE + E,CEy+ E E, CE, +...+
4+ B FE,...B_CE+...,

ot les ensembles A
(10) H,=CE, et H =K E,...E,_, CE, pour n=2,3,4,..
satisfont & la condition
(11) ’ H,,.'H,,=0, pour m = n.

De (6), (7) et (10) résulte, d’aprés 4° (pour K = K;) que
(12) H,eK,, pour n=1,2,3,..,
ot de (12), (11) et 3° (po;ur K = Ky) résulte que

H,+H,+ H+...¢ K,

done, d’aprés (10) et (9), que |
(13) , C(E, E, Ey...) e K.

Les formules (8) et (13) prouvent que K, E, E,...¢ K, c.q.f. d.

Les lemmes I & IV prouvent que la classe K =K, jouit des
propriétés 10 & 4°; K, étant la plus petite classe K jouissant de
ces propriétés, il en résulte que

K,CK,.

Done, si EeK,, on a EeK,, donc (vu la définition de K)
CEe K, La propriété 5° de la classe K = K, est ainsi établie.

Pour prouver la propriété 6° de la classe K= K,, il suffit de
remarquer que si E,eK, pour n=1,2,3,..., on a, daprés 5
CE,eK, pour n=1,2,3,..., done d’aprés 4° (pour K = K,):

C(E, + E,+ By +...) = CE, CE, CE,...cK,,

ce qui donne, d'aprés 50:

E +E+E+..=CCE, + E, +E+.)ekK,, ¢ qf d.

De 59 et 4° (pour K = K,) et de la formule E, —F, = E, CE,
résulte aussi tout de suite pour K = K, la proprié.é

7% 8i E,eK et EyeK, on a El—v.Ez e K.

Notre théoréme est démontré. ‘

I est & remarquer que si l'on admet seulement qu'une classe K
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d’ensembles jouit des propﬁétés 1° & 49 (sans étre irréductible par

rapport & .ces propriétés), oo ne peut pas en déduire gqu'elle jouit
des propriétés 5° ou 6e. '

En eoffet, soit ¥ un ensemble formé de deux éléments distinets, a et b, F —
la famille formée d'un seul ensemble (a, b), K — la classe formée de 3 ensembles
(dont le premier est vide £)): :

0,(a) et (a,b)

On vérifie sans peine que la classe K satisfait aux conditions 1° 4 4% et 2 la
condition 6°, mais qu’elle ne satisfait pas 4 la condition B°, puisque l'ensemble
(b) est complémentaire (dans W) de I'ensemble (o) de K, mais n’appartient pas a K,

On pourrait aussi.donner sans peine un exemple d'une classe K satisfaisant
aux conditions 1° 4 4°, mais ne satisfaisant pas & la condition 6° (done, non plus
4 la condition BY, puisque 6° résulte ‘de 4° et 5°). En effet, soit W un ensemble
formé de 4 éléments distincts @, b, ¢, d, F — la famille formée d'un seunl en-
semble (2,3, ¢,d), K — la classe formée de 5 ensembles

0, () (b, ¢), (B, d), (a,b,¢,d).

On vérifie sans peine que la classe K safisfait aux conditions 1° & 49, mais
qu'elle ne satisfait pas & la condition 6°, puisque l'ensemble (b, ¢, d) est une somme
de deux bnsembles de K, (B, ¢) et (b, d), mais n'appartient pas & K.

Voici encore un théoréme connexe qu'on obtient en modifiant un peu la dé-
monstration du théordme que j'ai prouvé dans ma note ,Les ensembles boreliens
absraits® 2). .

Soit F une famille donnée gquelconque d'ensembles, et soit K la plus petite
classe d’ensembles jouissant des propridies 3° et 49 et de la propriété

8° Si EeF et E,eF, on a B, —E,eK.

Thése: La classe K jowst de la propridté 7°

Dans le méme ordre d'idées nous démontrerons encore le théoréme suivant.

Soit F une faumille donnde quelconque d'ensembles, telle que, si E ¢ et
E,eF, on ¢ E E,cF. Soit K, la plus petite classe K d’ensembles jouiesan;. de
trois propriélés suivantes: :

1) 11 résulte sans peine de 19, 2° et 4° que (si F':0) la classe K contient
toujours I'ensemble vide.

3 Annales de la Soc. Polonsise de Math. Th. VI, 1927, p. 50—52.

Les modifications consistent en ce gu'on désigne (v. p. 51 de la-umote citde)
par g, la classe de tous les emsembles E, tels que EeB(g) et E,— EeB(§)
et qu'on remplace l'expression pour E, —H, H,H,... par la somme disjointe

(E1—H1)+H1(E1_Hl) +H1H:(E1’—Hs) +"'

D’antres modifications nécessaires sont évidentes.
Fundamenta Mathematicas t. XIL. - ) - 14
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1) §i EeF, on ¢ EcK,
2) 8i E.«E, pour n=12,8,..., et BEoB.=0 pour msn, on a
E B+ E+...eK

3) 8i B, <K, E,eK ot E,(C B, on @ El———Eﬂe'K.
Thése: Lu clusse K= K, jouit de lu propriété suiwante:

4) Si EjcK et EyeK, on a E —E,¢K.

Démonstration.

Lemme. Si HyeF et BEeK,, on a H EeK,

Soit, en effet, H; un eunsemble donné de K, et désignons par K, la classe de
rous les ensembles E, tels que

Ee¢K, ot H EeK,

D'aprés les propriétés des classes F' ot K, on vérifie sans peine que la classe
K, satisfait aux conditions 1), 2) et 3), ce qui donne (vu la définition de K):
K, (K. Done, si EeXy, on s EeK,, done H keK,, ¢, q. f. 4,

Soient maintenant Py et P, deux ensembles donnés de K. Désignons par K,
la classe de tous les ensembles H, tels que

EeK, et Py Ee¢kK,.

D'aprés notrs lemme on voit que la classe K ==K, jouit de la propriété 1)
Or, il résulte sans peine des propriéiés de la classe K, que la classe K=K,
jouit aussi des propriétés 2) et 8). On a done K, (T K,, done, d'aprés P,cK,, on
trouve P,eK,, c'est-i-dire P, PyeK,. La propriété 4) de la classe K, est ainsi
établie.

Des propriétés 2) et 4) résultent encore tout tout de suite les propriétés 4° et 60,

Voici une application du théordme démontré. Soit F' la famille de tous les
intervalles (pouvant se réduire aux points), K — la classe de tous les ensembles
gn'on obtient en partant des intervalles et en effectuant (dans un ordre quelcon-
gue) un nombre fini ou une infinité dénombrable de fois 'addition des ensembles
digjoints deux & deux ou la soustraction d'un sous-ensemble d'un eunsemble. De
notre théoréme résulte tout de suite que la classe K coincide avec la classe de
tous les ensembles qu'on obtient en partant des intervalles et en effectuant (dans
un ordre queleconque) un nombre fini ou une infinité dénombrable d'additions, de
soustractions ou de multiplications des ensembles 1).

1) Cf. ma note ,Sur une classification des ensembles mesurables (B)*, Fund.
Math, t, X, p. 320 -327. )
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Sur les images continus et biunivoques des com-
plémentaires analytiques.

Par

W. Sierpifiski (Varsovie).

M. Mazurkiewiez a démontré!) que tout ensemble (linéaire)
qui est une différence de deux ensembles (4) est I'image biunivoque
et continue (dans un sens) d'un ensemble C(4). Le but de cette
Note est de démontrer la proposition suivante, qui constitue une
extension du théoréme de M. Mazurkiewicz:

Théoréme: Tout ensemble (lindaire) qu’on obtient, en effectuant
un nombre fini ou une infinité dénombrable d’additions, de soustractions
et de multiplications d’ensembles (dans un ordre quelconque) & partir
des ensembles (A) est Uimage biunivogue et continue (dans un sens)
d'un ensemble C(A) linéaire.

Démonstration. Désignons par K, la classe de tous les en-
sembles linéaires qui sont des images biunivoques et continues dans
un sens des ensembles C(A) (linéaires). D'aprés le résultant cité de
M. Mazurkiewicz, la classe K, jouit de deux propriétés suivantes:

1) Tout ensemble (4) linéaire appartient & K.

2) Tout ensemble C(4) linéaire appartiennt & K,.

Nous prouverons maintenant les deux propriétés suivantes de la
classe K;:

3) Si les ensembles disjoints E,, By, E,... appartienent & K,
lears somme E, 4 E, -} E; -} ... appartient & K,.

4).Si les ensembles E,, E,, Ey,... appartiennent & K, leur pro-
duit E, E, E, ... appartient b K.

1) Fund. Math. t. X, p. 172—174.
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