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Uber eine Erweiterung abgeschlossener Mengen
zu Jordanschen Kontinuen derselben Dimension®).

. Von
W. Stepanoffund L. Tumarkin (Moskau).

1. Zwei metrische Riume heissen isometrisch 1, wenn man den
einen auf den andern umkehrbar eindeutig abbilden kann, so dass
die Entfernung jedes Punktpaares des einen Raumes der Entfer-
nung des entsprechenden Punktpaares des andern gleich ist.

Unter einer Strecke in einem metrischen Raume verstehen wir
jede Teilmenge dieses Raumes, die ein isometrisches Bild einer ge-
wohnlichen geradlinigen Strecke ist.

Wenn je zwei Punkte eines gegebenen metrischen Raumes durch
eine Strecke verbunden werden konnen, sagen wir, upser Raum
sel streckenweise zusammenhingend ®), Streckenweise zusammenh#in-
gend sind, z. B, der n-dimensionale Euk1jdische Raum, der Hil-
bertsche Raum, der Fundamentalquader des Hilbertschen Raumes?).

Wir beweisen den folgenden

Satz I. Es sei in einem streckenweise zusammenhingenden Raume R
eine abgeschlossene und kompakte (in R)*4) Menge F positiver Dimen-

*) Vgl P. Alexandroff und L. Tumarkin, Beweis des Ratzes, dass jede
abgeschlossene Menge positiver Dimeusion in einem lokal zusammenhiingenden
Kontinuum topologisch enthalten ist, Fund. Math., t. XI, p. 141.

!) F. Hausdorff, Mengenichre, 3 Aufl. (1927), S, 94.

*) Vgl Hausdorff, L c., 8. 96 (konvexe Menge).

) Hausdorff, L ¢, 8. 98. Als Fundamentalquader des Hilbertschen Rau-
mes bezeichnet man die Gesamtheit aller Punkte dieses Raumes fiir welche die

. 1 .
Koordinaten m,, 2,,..., #i,... den Ungleichungen 0o, < (t==1, 2,..)
i

genligen. .
9) Hausdorff, 1, ¢, 8, 8. 107, 115; die Menge F ist also selbat ein kom-
pakter metrischer Raum. .
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sion ) gegeben. Dann existiert in B ein F enthaliendes Jor d ansches
Kontinuum 8y J derselben Dimension, so dass

J=F+ 3L,

ist. Hier bedeutet S L, entweder 1) die leere Menge, oder 2) die Ver-
einigungsmenge von endlich vielen Strecken Lj, deren Em'ipukte " 2u
F gehiren, oder 8) die Vercinigungsmenge von abedhlbar vielen solchen
Strecken; im letzten Falle ist ’lirglo d(L)8=0Y.

2. Beweis. Es ist bekannt %), dass jeder kompakte metrische
Raum als ein eindeutiges stetiges Bild der Cantorschen perfekten
(z. B. auf der Strecke {0, 1] konstruierten) ,Dreiteilungsmenge® C
betrachtet werden kann. Also ist die Menge J' ein eindeutiges ste-
tiges Bild von C, d. h. jedem Punkte von C entspricht ein bestimmiter
Punkt von F, und diese Abbildung ist in allen Punkten der Menge
C stetig. '

Seien (a;, b,) (i=1, 2,...) die Komplementirintervalle zur Menge
C. Jedem Punktpaar a;, b, entsprechen in F gewisse Punkte a,, f.
Falls a, == @, ist, lassen wir jedem Punkte des Intervalls (a;, b) den-
selben Punkt @, = §, entsprechen. Wenn aber e, == §, ist, verbinden
wirin B e und § mit einer Strecke L, = [e,, §;] und ordnen dann
jedem Punkte x des Intervalls (a;, b) denjenigen Punkt £ von
[@, 8] zu, fir welchen

1) o(a, x):0(z, b) = o(a,, £):e(5 8) ")

%) Uber den allgemeinen Dimensionsbegriff siche P. Urysohn, Mémoire sur
les multiplicités Cantorienmes, I partie, Fund. Math., t. t. VII, V1ll; s, auch
K. Menger, Monatsh. f. Math. und Phys., 38, 84.

) Unter einem Jordanschen (oder lokal zusammenhingenden) Kontinuum
verstehen wir einen kompakien metrischen mehr als einen Punkt enthaltenden
Raum, der ein eindeutiges und stetiges Bild viner gewihnlichen geradlinigen
Strecke ist. S. Hausdorff, 1 ¢, § 36 (Streckenbilder).

") Muglichweise auch andere Punkte,

®) d(Ly) bedeutet die Linge der Strecke L,

?) Im speciellen Falle, dass R die Ebene und F' ein ebenes Kontinuum ist,
wurde eine Konstruktion eines F enthaltenden Jordanschen Kontinnums mittels
Hinzuftigung von hichstens abziihlbar vielen Strecken von H, M. Gehman, Con-
cerning the subsets of a plane continuous curve (T'hesis, Philadelphia, 1925) gegeben.

W) P. Alexandroff, Uber stetige Abbildungen kompakter Riwme, Math.
Ann., Bd. 96, 8. 8, 668, 567; Hausdorff, 1, c., 8, 197, Satz V.

1) ¢ (a,b) bedeutet immer die Entfernung zwischen den Punkten a und b,
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Jetzt setzen wir (nach einer Umnumerierung in nattirlicher Ord-
nung derjenigen L, fur welche @, ==, ausfull)

J=F+3L,m,

Wir werden zeigen, dass J allen Forderungen des Satzes I gentigt,

Es ist klar, dass J ein eindeutiges Bild der Strecke [0, 1] ist.
‘Wir werden nun uns tiberzeugen, dass die erhaltene Abbildung von
{0, 1] auf die Menge J stetig ist.

In der Tat, wegen (1) ist die Stetigkeit in den Komplementir-
intervallen (a,, b) evident. Sei jetzt x ein zu € gehdriger Punkt der
Strecke [0, 1], und & der entsprechende Punkt von J (£ gehort also
zu F). Sei >0 beliebig. Da F ein eindeutiges und stetiges Bild
der Menge C ist, kann man eine positive Zahl d, finden, so dass
tur alle Punkte y aus C, fir die o(y, z) << d, ist, die Entfernung

o(n, & <~% ausfullt (n ist der dem y entsprechende Punkt von .J).

Jedem Punkie y eines Komplementirintervalls (a,, b‘);"«dessen‘beide
Endpunkte von # um weniger als d, abstehen, entspricht in J ein”
Punkt # der Strecke L;; die Entfernung eines jeden Endpunktes

dieser Strecke von £ ist <%; also ist in diesem Falle (£, 1) <.

Es bleiben die Punkte von hochstens zweien Komplementtr-
intervallen tibrig, z. B. von (a,, b,), (a,, b,), deren nur je ein End-
punkt, sei b, bzw. a,, von z weniger als um d, entfernt ist. Dana
wihlen wir, der Formel (1) entsprechend, eine positive Zahl 6<4,
so klein, dass jedem Punkte y des Intervalls (a,, ) baw. (a,, D)y
welcher*von.s weniger als um d entfernt ist, in J ein Punks 9 aus
L, bzw. L, entspricht, dessen Entfernung von g, bzw. «, kleiner

als % ist; da aber 0By, &) <—;— bzw, ¢(a,, §)<% ist, ist die Ent-

fernung ¢ (&, 1) <e. ' .
Also gehen alle Punkte der Strecke [0, 1], deren Abstand von z
kleiner als 4 ist in weniger als um ¢ von £ entfernten Punkte
Uber. Folglich ist J ein eindeutiges und stetiges Bild von [0, 1],
d. h. J ist ein Jordansches Kontinuum., '
Da aber J=F - 3 L, ist, so ist der kompakte metrische Raum
J eine Summe von endlich oder abzshlbar vielen in J abgeschlos-

1%) Falls o= g fiir alle Werte ¢ =1, 2,. ist, bedeutet 37 L; die leere Menge.
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senen Mengen, deren Dimension hochstens gleich der Dimension

von F ist; also 1) ist die Dimension von J gleich derjenigen von F.

J ist ein eindeutiges und stetiges Bild der in sich kompakten

Menge [0, 1]; folglich 1) ist J ein gleichmdssig stetiges Bild der

Strecke [0, 1}, und da lim ¢ (a;, b)=0 ist, so ist auch }Lm d(L;)=0.
Jj—ro0 00

Der Satz I ist bewiesen.
3. Urysohn hat die Existenz eines universellen separablen %)

metrischen Raumes U, welcher isometrische Bilder aller separablen
metrischen Raume enthilt, bewiesen 16), Inshesondere enthilt U ein
isometrisches Bild eines beliebigen kompakten metrischen Raumes F,
Der Raum R ist17) ausserdem streckenweise zugammenhingend.
Infolgedessen gilt auf Grunde des Satzes I der

Satz IL Sei cin kompalkter metrischer Raum F von positiver Di-
mension gegeben. Dann existiert ein, die Menge F' isometrisch enthalten-
des, Jordansches Kontinuum J derselben Dimension; es st nihmlich

J=F*+2Lj1

wo F* das isometrische Bild von F ist, und 3 L, entweder 1) die

leere Menge, oder 2) die Vereinigungsmenge endlich vieler Strecken

L, deren Endpunkte ") 2u F* gehdren, oder 3) die Vereinigungsmenge

abziihlbar vieler solcher Strecken ist; im leteten Falle ist jlimd(Lj) =0.
00

15) P. Urysohn, Mémoire, Fund. Math, t. ViI, p. 887; XK. Menger,
Monatsh. f. Math. w, Phys., 34, 8, 147.
14) Hausdorff, L ¢, 8. 197, Batz IV.
15) Hausdorff, L c, 8. 124
16) P, Urysohn, Sur un espace métrique universel, Bull, des Sciences Math.,
¢ gérie, t. LI (1927), n 13, IL
. 1) P, Urysohn, L c. 2¢) n® 19.

Moskan, 1927.
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Uber stetige Abbildungen.
Von
Julius Schauder (Lwéw)

L.

§1. In der Ebene E mit den laufenden Koordinaten u, v liege

das Qnadtab QO mlt den Ecken OO 01 10 11 und Welde dutﬁh dle
k] k) ?

ey =@ (“7 v); Y= ’/J(“; v)

auf eine in einer anderen Ebene E liegende Menge D(Q,) abge-

- bildet; , y seien die Koordinaten in Z. Somit entspricht jeder Teil-

menge ¢ (C ¢, eine Bildmenge @ (Q)(C 0(Q,) i

‘ : ) und andererseits be-
stimmt ]efle Menge B (C &(¢,) eindeutig ihr Urbild &'(B), d. h. die
Gesamtheit aller derjenigen Punkte Pe@,, fiir welche ,

@ ®(P)e BC 0(Q,).

:_')iile Meisbarkeit von Mengen wird immer, wenn wir das Ge-
onte . . , .
fmnden.mc t ausdriicklich betonen, im Lebesgue’schen Sinne ver-
Als Zeichen fiir das Mass (bezw. Husse .
» . res Mass) benut: i
des Symbol | | beo. | [ ) otaen e
n der Zukunft setzen wir von den F i
folgondon v von den Funktionen ¢(u, v), (4, v)
L Erste‘ns: Sie sind stetig im abgeschlossenen ¢,.
III). Zweitens: Die Bildmengen @(Q,) jeder Folge {Q)} von
messbaren zu Qo gehdrenden Punktmengen, die keine gemeinsame
Punkte miteinander besitzen, gentigen der Ungleichung
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