‘Remarque sur les images continues d'ensembles.
Par ‘

Casimir Kuratowski (Lwéw)

4

La remarque suivante concerne un probléme de M. Banasch
et se rattache & I'ouvrage précédent de M. Hurewicz.

Je prouve notamment Pexistence d’un ensemble plan E, non-me-
surable, dont toute image continue I situe sur la droite est une dif-
Jérence de deux ensembles fermés,

Soit A un ensemble non-mesurable (sﬁperﬁeiellement) situé dans
un carré (aux cotés parallsles aux axes). Soit B lensemble formé
des segments verticaux (contenus dans le carré) & abscisse rationnelle
et des segments horizontaux & ordonnée rationnelle, L'ensemble B
étant de mesure nulle, la somme F= 4 -+ B est un ensemble non-
mesurable. :

D'autre part, B étant conneze (au sens de Lennes-Haus-
dorff, linclusion B(” E( B entratne ') que £ est connexe éga-
lement. Or, la connexité &tant un invariant ‘des transformations
continues ¥), toute image continue I de A est connexe. Si l'on sup-.
pose que I est situé sur la droite, I, comme ensemble connexe, est
une différence de deux ensembles fermés; il 'y a, en effet, sur la
droite, que les ensembles suivants qui soient connexes: la droite
entiére, le rayon fermé ou ouvert, lintervalle fermd, lintervalle
dépourvu d'une ou de deux extrémités, le point; tous ces ensembles
sont des différences de deux ensembles ferméy, c. q. f. d.

1) selon un théoréme de M. Hausdorff (Grundzt‘lga der Mengenlehre,
Leipzig 1914, p. 246, théor, 1v).

%) ibid. p. 363, théor. IV.
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Sur un probléme de M. Menger.
Par

Stefan Mazurkiewicz (Varsovie).

1. Un ensemble séparable de dimension n est d’apré{s M. Men-
ger!) ,faiblement de dimension n“ ’(schwach n-dlm'enslon_al)
si ensemble de points, ol il est de dimension 7, est de dimension
n—1. M.Menger pose le probléme suivant: 'ensemble-somme
dun nombre fini (resp. dune infinité dénombrable)
densembles dont chacun est fermé relatifvement'il’el‘l-
semblesomme et ,faiblement de dimension n“ est-il
ofaiblement de dimension n“? .

Je vais montrer que pour n==1 la réponse est négative.

2. Pour le cas d'une infinité dénombrable cette répor?se est con-
tenue implicitement dans ma note: Sur les ensembles quasi-connexes *).

En effet, l'ensemble 4 qui y est defini par la relation (9) est la somme d'\lxlne
infinité dénombrable d’ensembles E (ax, 7s, &), k=1,2,... dent chaf:un eft T
méomorphe & l'ensemble de M. Sierpifiski, douc faiblement de dimension 6
En utilisant la relation (12), on démontre facilement que K (a, m,‘ &) est ferm
(rel. A). D'autre part A est de dimension 1 dans chacun de ses points,

3. Je me propose maintenant de démontrer l'existence de deux
ensembles B, et B, tels que:
1. B, et B; sont fermés (rel. Bl—}—B,)’.
IL B, et B, sont faiblement de dimension 1:
1L B, -} B, west pas faiblement de dimension 1. -
4. Supposons fixé un systéme de coordonnées cartesiennes &
Désignons:

1) Akad. Anzeiger d. Akademie d. Wissenschaften in Wien Nr.1, 12/1, 1928,
?) Fund. Math. II, p, 201—203.
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par R(a,f,y,0) le rectangle deterininé par les droites: & = e,
§=(3377=77’7=6’ . )

par p, g, r respectivement les trois points: =14, n=14; §=4%,
7=0; §=‘%7 =1,

par SO S® PO T® respectivement les quatre segments:

V=64, 7=0
%§§§13 97:0
I=éf=d n=1
I=SEs1, n=1

par K l'ensemble de M. Sierpinski?),
par U l'ensemble £ -+ g -7,
par I' la projection de U sur l'axe des &, enfin,
par I'\ T'ensemble de tous les points (£ 7) tels que && I
I=r=1
5. De la definition de U et des recherches de M. Sierpinski
résultent les propriétés suivantes de U que nous utiliserons dans
la suite: '
(e;) Liensemble de points, ot 17 est de dimension 1, est dénom-
hrable,
(e,) I' est parfait non dense,
(cy) Si la frontidre d'un domaine plan ne contient aucun point
de U et si ce domaine contient un des trois points: p, ¢, »
il contient apssi les deux autres,
(e,) on a les relations:

UX(SO48%)=UXS8®; Ux (T + T =Ux TO
et (U—U)X8=(T~ U)X T =0,
6. D’aprés 5 (c,), on peut déterminer une suite d'intervalles:
= §=p de la maniére suivante:
@) o<e<p<],
(@) Lim (8, — @) =,

(d5) les intervalles o, < £ < By 6, = EZ B, o iz k, sont sans
points communs,

(d,) Tintervalle @, < & =< g, ne contient aucun point de I,

(ds) Yensemble d’accumulation de la suite {a = § < B} est iden-
tique & I,

7

1) Sur les ensembles connexes ot non connexes, Fnnd., Math, II, p, 8188,
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7. Considérons la transformation:
I o
(1) &f=a+t+B—a)t W=¥%ﬂk=QZ“”%~L

Désignons par R., pu, qu, 7, S, 82, TQ, T® U, les trans-
formés de R(0,1,0,1), p, g, , SU, 8O, TO T® [ — respecti-
E k41
37 —é—t_) Les
propositions 5 (e,), (c;), (es), (¢,) sont encore vraies si on ajoute & cha-
que symbole p, ¢, », 8W, §®, T® T® [J les indices 4, k.
On aura de plus les relations suivantes:

vement. [, est évidemment le rectangle R(a,, B

@ Gan="ri; SHhu=T{; SBhu=T
et, en tenant compte de 6 (d,):
(3) Ri,k X Bi,k+) = SﬁLH +S $?12+1 =T f(,lz)‘ + TS?%,

B X B, =0 pour iz=j et pour i=y, |k—1|5 1.
Draprés (d,) on aura:

(4) -Rl,kxplzo-
© 8. Comme

(%) UosC By

on aura pour ¢==j et pour ¢==j, {k—1I| =1 la relation:
(6) ([7“—— U) X U, C Uu X Et= 0.

D'aprés (3), (5) et 5 (c,) on aura de plus:

(N (Ua—U) X Ui spy=Ua— Us) X Uy s X Bi X By =
= (ﬁa—x‘“ Uu) X [Ui,k-H X (Ss)k-l—l +J§’i‘?)k+1)] =
- Kﬁu" Us) X 8Bi] X U, o= [(Us—Us) XT3 XU, ,4s=0,
®) Ui —Usa) X U s= (T o1 — Ui, i) X [Us s X (TEAT'E)] =
= [(Ty, 12— Uy n42) X 8Bl X T, =0,

¢. & d, on a dans tous les cas la relation:

@) (Us—TU.) X U, =0.

9. Posons maintenant:

oo il

(10) B=U+Y U,

t=l gew)
* Fuudamenta Mathematicae t. XII. 8


Yakuza


114 Stefan Mazurkiewicz:
oe i—1

(11) B, = U*I-Z Za,e,m-
. {m]l =0

Je dis que B, et B, possédent les propriétés 3, I, II, III.
10. Désignons par H, l'ensemble d’accumulation de la suite

{23'_10},.,,}. D’aprés (4), (b), 6 (d;) on aura:
k=0

(12) ' Hy= I}
(13) Hy X (B;+ B,) = U.
D’aprés (13), (10), (11), et par définition de H, on obtient:
(14) E X (B,+ B,) = B, + [B—l X (B, — By,
(16) B, X (B,— B,) C [H, X (B,—B)]+
+( 3 3 Ts) X Ba—B) +[UX (B —B)),
fl gyl

(18) H, X (B; —B,)=H, X (B:—Bl) X (B:+ Bl) =
= UX (Bz”"Bl)z UB: —-B, C U““B1 =01

o0 -1 o
a p) ”2‘ D) X (B—B,) C(Z MZ‘ Ta0) X
e 1 o
X [22 U"Blﬁ'l "—22 U«,ny]c
=1 =0 (=l ymd
00 41 e 1
< [22 (Typ— U«.z,u)] XEZ Ui g =
=1 gm0 o fr

© o 1 j-1

=22221 (ﬁ, 2 U;. Sy) X Ul,2u+1 =0

fml jwl M—O pu]
Done finalement:
(18) —E1 X (B, + Bx) =B,

c.ad: B est fermé (rel. B,4B,). Il en est de m8me pourB,.
11. On a d'apres (4), (5), (12):

(19) UaX (Hy+T)C RBaX I, =0,
Les relations (6) et (19) donnent:
(20) ' Uysu X (Bi— Uyg) =0,
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d’ol il résulte que pour tout point 2 de U, on a
@1 - dim, B, = dim, U,,gﬂ.

Soit maintenant y un point de U tel que dim, U==0; donnons
nous un nombre positif A.

D'aprés (20), on peut déterminer un domaine W, 9, tel que Ton

ait, (6(4) désignant le diamétre d’un ensemble et F(4) sa frontiére):

(22) ay 2[4, C m, 2u
23) S(Wp) = 26(Ui,2”)__<:2[ﬂ(__a‘+§{‘l,
(24 F(W,3,) X B, =0,
(25 0 (% Wiz) >0,
En vertu de 6 (d,) on a:
(26) . . ]im d(m”?‘u) ] 0,
Déterminons un entier ¢ tel que l'on ait pour &> i':
y)
Le nombre

i —1
(28) o=0(»3 (3 Ps))
©iml #=0
est positif. Comme dim, U= 0, il existe un domaine W D)y, tel que:

(29) F(W) X U==0,

(30) s =

| o) x

Rangeons en une suite:

(81) i Vi, Vayeo.

tous les domaines W3, tels que W, ;, X F(W)==0. Cette suite
est finie, ol bien telle que lim d(¥;) =0, car elle ne peut contenir
Tamng

qu'un nombre fini de domaines ayant un indice i determiné. Posons:

(32) V=W 3V,
8.
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On aura:
(33) F(MC2HV)+[F(W)— 2 V),
(84) F(V)X B.C Z[F(V) X B+ [F(W)— 2V X B, =0,
en vertu de (24), (29) et de ce que tous les points de F(W)X B,
sont d'aprés la définition de la suite (81) contenus dans 2 V.

D'autre part on a pour W, X F(W)=0 linégalité >
(Qaprés (30) et la définition de gp). Done:

(85) (V)= f )
(36) WV)=4,

1l existe par conséquent des domaines de diamétre arbitrairement
petit qui contiennent y et dont la frontiére n'a pas de points com-
muns avee By, e. & d.:

(37) , dim, B, = 0.

On voit que l'ensemble de points de B, de dimension 1 est con-
stitué par la somme de points de dimension 1 des ensembles U et
U,s,- Cet ensemble est par suite dénombrable. Done B, (et de
méme B,) est ,faiblement de dimension 14,

12. Posons:

2i—1
(38) U= _3'Ua;
ke
on aura
(39) B,+B,=QJU+U.
{==]

Considérons les. points p,, g.,‘, fa, k=0,1,2,..., 20 —1. Ces
points forment un ensemble Z; qui (en vertu des egalltés (2)) con-
tient 44— 1 points différents.

En partant de (2) et B (¢;) on obtient par un raisonnement sim-
ple, que jomets ici, le résultat suivant: un domaine plan, dont la
frontiére ne contient ‘aucun point de B,-}-B, et qui contient un
seul point de Z contient l'ensemble Z, tout entier; il est donc de
diamétre = 1. Il en résulte que B, - B, est de dimension 1 dans

tout point de gé: Zy X (B, 4 B,).
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Mais (‘:‘.,; Z,) est évidemment identique & H,.Done d’aprés(12),(13):

(40) ( Zz) X (B, -+ By) =

fua)

Ainsi B, 4B, est de dimension 1 dans tout point de U. Done,

U étant de dimension 1, B, 4 B, n'est pas faiblement de di-
mension 1.

Varsovie, le 24 Février 1928,
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