Sur les suites de fonctions rentrant dans la clas--

sification de M. W. H. Young.

Par

L. Kantorovitch (Leningrad).

MM. W. Stepanoff, 0. Nikodym et G. Goldowsky ont
établi récemment?) des théorémes intéressants sur les suites de
fonetions continues. Le but de cette note est d’étendre ces résultats
aux fonetions rentrant dans la classification de M. W, H. Young
(les fonetions semi-continues généralisées). Nous nous bornerons aux
fonctions d’une variable réelle x, définies dans un intervalle finj
(a,5). En suivant, pour les notations, M. H. Hahn 2), voici notre
théoréme fondamental :

Théoréme. Pour que la fonction F(z). finie ou non, puisse étre
représentée par la relation de la forme

{

6 F(2) = lim sup £,,(z),

Jo élant une fonction (9, an plus, B, <a, il faut et il suffit que
la fonction F soit (Jars) au plus.
La condition est nécessaire.

] Cela résulte presque immé-
diatement des relations connues:

(2) F::limrliupfmzji_{r;M&X(ﬂ.«f,.+n<--:fm+k--")
=lim lim Max(f,, Jottseos Fngs):

m=—>20 k~ro0

) W. 8tepanoff s Sur les suites des fonctions continues, [Fund. Mathem.,

11, 1928; pp. 264—279; v. aussi Ia note de M. 0. Nikod ym, ib. pp. 272—274];
@ Gold owsky, Sur les suites des fonctions continues [ibid., pp. 276—276].

%) H. Hahn, Theorie der reellen Functionen [Berlin, 1921; p. 834]; nous
la citerons dans la suite comme H. Hahn, Theorie,
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La condition est suffisante. Soit Z (x) une fonetion (2
au plus. On aura, par définition:
(3) F{z) = lim ¢, (z),
ot @, est une fonction (G,) au plus. Sans nuire & la généralité on

peut supposer de plus que la fonction @, est bornée, p. e, par les
nombres —n et n:

<L, ()< .
[Si non, nous pourrions la remplacer par la fonction suivante
Max (— n, Min(¢,, n))

qui est également une (G,) au plus]. Décomposons Pintervalle (—n, n}
en 2n* parties égales par les points

1 2 i
lhy=—nl,=—n -|-;, ly=—n «{—;..., b= —n —{—;,...,
lz_“, =n
et définissons une nouvelle fonction (), en posant ¢, =1, en tous

les points, ol J,— ?—12 <@, =L[i=0,1,2,..., 2n%], en sorte que

Ton ait 0 <Cy, — . < % I1 en résulte [v. (3)]

@ Fla) =lim v, (2).

D’aprés un théordme connu?) g, étant une (G,) au plus, Pensemble
Byy— . =) =6(g.> 1) [i=12..,2n

est (B,) au plus; il en est de méme évidemment pour I'ensemble
E,,= 8(w.>1,) = (a, b). Supposons dés maintenant a>1. Alors on

peut appliquer un lemme de M. Sierpinski?) [pO}xr a==2] on
ecelui de M. Lusin 3 [pour @> 2] et décomposer Vensemble E,;

ecomme il suit:

(5)‘ En,i =2w‘ En,s,,',

j=1
1) H. Hahn, Theorie, p. 343. )
’)) W. Sierp,iﬁski, Sur une propriété des ensembles Fgy [Fund. Mathem.,

1924; p. 21}
i %) %vp Sie]rpix&ski, Sur une classification des ensembles mesurables (B)

[Fund. Mathem., 10, 1927; p. 824]. -
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out chaque ensemble £, ,; est (D) au plus [§ étant < & et pouvant
varier avec u, i, j] et tout point de K,, appartient tout au plus
¢ deur des ensembles E, ; . Posons enfin, par définition, f%, (z) =1

dans Pensemble E, , ; et /¥, (#)= — oo partout ailleurs. La fonetion
J.k5 est évidemment (g,;) (f <) au plus et l'on a partout
(6) . ‘n’,&!,i <Y

Rangeons maintenant d’une maniére quelconque toutes les fonctions
J.%.; dans une suite simple (du type w):

NAYLTETIV A

Je dis qu'on a, pour ces fonctions-ci, la relation (1). En effet, soit
€ un nombre positif aussi petit que 'on veut, on aura, vu (4), pour
une valeur de x quelconque, mais fixe,

wn (.17) > F('I‘,) - &

dés que n est assez grand. Soit e, (x) =1,; alors, zek,, et, par
conséquent. ek, ;, pour une au moins des valeurs de j,, en
sorte que T'en ait /% . (#)> F(#) — e Autrement dit, inégalité
Jalx)> Fix) — & se trouve vérifiée pour une infinité de valeurs
de m; il en résulte: ‘

lim sup 7,,(z) = Fix) — ¢

m—»o0

ou, & étant arbitraire,
(N lim sup 7,(x) > F(x).

Maintenant nous allons montrer que le sens de cette inégalité peut
étre renversé. Tout d'abord, nous tirons de (4) quon a pour n> N,

w,(x) < Fiz)+ ¢

et, vu (6), a fortiori
Saii(w) < Fe) 4 ¢,

quelles que solent les valeurs de i et de J- D'autre part, pour cha-
que couple (,4), o n=1,2,.... N, et ot i = 0,1,..., 252 le point
z peut appartenir tout au plus & deux ensembles E,.;; done
pourvu que n<C N, par la définition méme des fonetions ;"'*‘, .on,
aura.f,f,-,,(x_)z —©0, & un nombre fini [< 2N@2Nz | l)j‘, de’ ces
funetions prés. I1 résulte de ce qui précéde que Von ait

Tmlx) < Fir) + e
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abstraction faite d'un nombre fini de valeurs de m. Alors on a

(8) Hm sup 7, (x) < F(a).

Les inégalités (7), (8) impliquent I'égalité (1) & démontrer. Ce rai-
sonnement s’étend immédiatement au eas ol F(z) n’est point finie.
Op peut ailleurs n’utiliser que des fonctions f,(z) finies, en rem-
plagant au besoin les fonctions f,,(r) par les suivantes:

Max [—m, £,.(x)].

Remarque. Soit maintenant ¢ =1 [c'est ce cas qui était con-
gidéré par MM. Stepanoff et Nikodym]; tout ensemble E,,
sera ouvert. On peut imiter ici également le procédé de décompo-
gition (D), en prenant pour lensemble.E,,; un intervalle ouvert.
Done, la fonction f, dans un tel intervalle ouvert d, = (a., bn}
sera &gale & unme constante finie ¢,, étant — oo parteut aillears.
Hile n’est point continue. Déecomposons lintervalle ouvert d, de
nouveau en intervalles partiels d% [—oco <k <+ o0] de fagon
quils n'empidtent pas les uns sur les antres, deux intervalles con-
séeutifs ayant une extrémité commune; les extrémités de ces inter-
valles n’auront d'autres points limites que les points a,, b, Con-
struisons, pour chacune couple (m,k) [m=1,2,3,...; k=0,
+1, 4+2,..], une fonetion f,,(x) comme il suit. Dans lin-
tervalle d® nous posons f, () = f..(x) = ¢,; dans lintervalle d3™"
pous la faisons croitre d'une fagon continue de — 20 & ¢,, de méme
dans Vintervalle d®+" nous la supposons décroitre continfiment de
¢, b — oco; enfin, nous posons f, ,(x) = —oo partout ailleurs. Les
fonetions f,, , ainsi définies seront continues dans un sens généralisé;
si nous les rangeons dans une suite simple (du type w)

on verra par un rajsonnement analogue X celui qui préeede yu'on &
F (o) = lim sup 7, ().
p—roc

Enfin, on peut remplacer chacune des fonctions f,(x), si Pon veut,
par la fonction Max{— P, 7.(%)] qui est continue duns le sens propre.

On peut donmer au théoréme précédent une forme un peu dif-
férente, en supposant que la fonction £, est de classe < a (suivant
la classification de M. Baire). Dans ce cas la condition est suffisante
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a fortiori. Pou lémontrer qu'elle rests également nécessairs,
remarquons que L. fonction £, de classe <o étant (Ga) au plus
il en sera de méme pour la fonction

I\’I&X (fm)fm+1:'-" fu-{-ln"') =~“kliI>I:OMB.X (fm’ fm+).1' L | fn-f—h)y

)

comme limite d’une suite croissante de fonetions (Go): alors, vu (2),
la fonetion F sera bien (go4;) au plus, e, q. £ d.

Le théoréme que nous venons de démontrer implique un nombre
de corollaires.

Corollaire 1. La condition nécessaire et siffisante pour qulune
fonction non-négative @ (x) soit loscillation limite:

9) O(x) = lim sup -, (z) — lim inf @, ()

pour une suife we fonctions @,(x) de Baire des classes < @ est qu'elle
soit une fonction (g,4,) au plus b).

La néeessité résulte immédiatement du théoréme démontré, la
relation (9) pouvant s'écrire comme il suit:

@(x) = lim sup @u(2) + lim sup [ — g, (z)].

D’autre part, si la fonction @ est (fata) au plas,
struire une suite de fonetions non-négatives Ja(z), des
de maniére qu'on ait

on peut con-
classes < g,

D(z) = lim sup £, ().

Si on pose Pom (%) = [ (), Qpy (x) =0, on aura précisément
Ia relation (9) & démontrer. -

Corollaire 1. Pour quun ensemble linéaire K puisse éire regarde
comme ensemble des points de convergence d'une suite de fonctions de
Bau:e des classes < a, il faut et 1] suffit qu'il soit (Dy.y) au plus 2)

Si I'ensemble £ est bien un ensemble des puints de convergeneé
pour une telle suite, la relation évidente

E=IIZ]I5(I%+*(0:)~%($)I<-:;)

mml u=1 kml )

nous apprend que cet ensemble est un (Dese) au plus.
') Cette proposition offre une généralisation de cel
cernant ls cas @ =1, [Loc. cit, p. 269].

%) C'est un r?'su]ta.t connu. Cf.: 1. Hahn, drehiv, d. Math, u, Phy;?ik 3 Reihe
28; p. 84; W. Sierpinski. Fund, Math., 2, 1921, p. $1 [poar « ==1] ' -

le de M, Stepanoff, con-
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Inversement, soit & un ensemble (D,,.) au plus. Alors on peut ?)
sonstruire une fonetion @(z) qui est une (g,.,) au plus, de maniére
qu'on ait

$ =0 dans B, ©> 0 daus CE.

D'aprés le corollaire I, il existe une suite {g,(x)} de fonctions
de Baire, des classes <Ce, dont l'oscillation limite est précisément
la fonetion @ ci-dessus. On voit que cette suite satisfait aux con-
ditions réquises.

Corollaire 111, Quelles que soient les fonctions Fixy et Gx),
F(2) = G(x), respectivement du type (go11) ¢t (Gopy) au plus, il existe
toujours une suite de fonctions de Baire, des clusses <@, dont la
limite supériewre, resp., inférieure coincident avec les fonctions donndes
par avance.

En suivant lordre d'idées de M. Goldowsky [qui avait dé-
montré cette proposition pour ¢=12)], nous généralisons d’abord
le lemme qui lui a servi un point du départ:

Lemme. Pour les fonctions F(x) et G{x) en question on peut
construire une suite {h,z)} de fonctions de Baire de classes < a felle
que lon ait
(10) F(z) = 1im_)£‘;:p h,(x) == liin—)i::f h(x) = Gx)

Si nous essayerions d'étendre le raisounement de M. Goldow-
sky, en s'appuyant, bien entendu, au lien du théoréme (Einschie-
bungssatz) de M. Hahn, sur celui de M. Hausdorff?), nous pour-
rions établir seulement que chacune des fonetions %, (x) est tout au
plus une (g,) et une (G,) en méme temps. Si le nombre ordinal «
est de la premiére espéce, il en résulte que la fonetion &, est bien
de classe << a. Or, dans le cas ol a est de la seconde espéce unc
telle conclusion serait illégitime; c’est pourquoi nous allons démontrer
'énoncé ci-dessus par une méthode tout & fait difiérente.

Il existe une suite {g;(x,} de fonctions (G,) au plus tendant en
déeroissant vers la foneticn F(z), ainsi que la snite {t,(z); de fone-
tions (g,) au plus tendant en croissant vers la fonetion G(z). D’autre
part, quel que soit ¢ [i=1,23,...] on peut construire des suites

1) H, Hahn, Theorde, p, 34b.
3 Loc. eit. ‘
) F, Hausdorff, Uber halbstetige Funklionen und deren Verallgemeinerung

[Math. Zeitschr. b, 1919; pp. 295, 309].
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1P ()}, {0, ()} de fonctions (), resp, (Gy) [B<<a] au plus qui
tendent en croissant, resp., en décroissant vers les fonetions corres-
pondantes @,(x), ¥;(x). Soit Byv=8(p, =>w,,); cet ensemble est
um (D) [f<<a] au plus. On aura ailleurs

(11) By By et 2‘1&;,*= (a, b).
kel
Posons maintenant, pour chaque valeur du nombre naturel n:
h() = g,..(2),

= q)n—I...(x); 81 xEEn—l,n_‘E‘n, n

= q)n—ﬁ,n(x)a Si ze En»ﬂ, n (En—l, " + En, n)

si rek,,

=(p.1‘.,(x), si a‘eE,‘,,———(E,‘,,—}—...—]—E,,’,,)
=0 partout ailleurs.

On peut également définir la fonetion h,(x) par une seule
relation

pmn

haiz) = 3o, () 6,(),
pe=1
en désignant par 6, (z) [» = 1, 2,..., n] des fonctions caractéristiques
correspondant aux ensembles indiqués tout & I'heure. Les fonctions
®,.. et B, étant des classes <4, il en sera de méme pour la fone-
tion %,(x). Fixons une valeur de z ot prenons & volonté un nombre
positif &. On aura évidemment

(12) Flz) 4 &> @u(z) > Pu(x) > Gz)—¢

dés que i surpasse un nombe #, suffisamment grand. D’autre part,
quelle que soit la valeur de i. il existe, vu (11), un nombre k; tel
que l'on ait

{13) ek,

pourvu que £ soit > k. Soit N = Max [», k,]; si n> N, ou aura:
zek, . [v.(13)] Soit i le plus grand des indices i n pour lesquels

zek,,; il viendra alors, d’aprés la définition méme de la fonetion
h, et de lensemble £

[

(14) h(z) = @, (x) = W, . (2)
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et, comme on & i>>w, on tire de (12) et (14)
F(x) 4 & > h(x) > G(z)—&
& étant arbitraire, ceci implique (10), c. q. f. d.

Le reste du raisonnement est tout & fait analogue & celui de

M. Goldowsky. _
Je tiens 4 remercier, en terminant, M. le Professeur Gr. Fich-

tenholz pour ses précieux conseils concernant la redaction défi-
nitive de cette note.

[pourvu que 2> N]
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