Sur la représentation des fonctions discontinues
par les polynomes de M. S. Bernstein.

Par
M. I. Chlodovsky (Moseon).

1% M. 8. Bernstein!) a démontré que toute fonction con-

tinue f(x) définie sur le segment [0, 1] peut étre représentée par
une guite de polynomes ‘

(1) P(z)= ‘E' f(%) Cha(1—z)p—>

qui converge uniformément vers la foneti
[0, 13.

Le polynome (1) sera dit polynome de M. Bernstein. Nous dési-
guerons par le symbole P,[f(z)] le polynome de M. Bernstein
de degré n, formé pour la fonetion flz)

M. S. Bernstein se borne & I'étude des fonctions f(z) conti-
nues. Nous allons considérer, dans larticle présent, le devéloppe-
1;1;11};;3‘&;55 fzrixiﬁ‘lons discontinues f(x) en séries de polynomes de

Les coéfficients du polynome de M. S. Bernstein sont com-
plétement déterminés par les valeurs de la fongtion JS(x) aux po-

on f(x) dans le segment

'} 8. Berustein: Démonstration dy théoréme de Weierstrass fondée sur
le Caleul des probabilites. (Communications de la Socicis Mathématigue de K
kow, II-me Série, T. XIIL, N, 1). V. aussi: R, Adhém o
cipes d'Analyse, t. II, Paris 1913. Note de
meles’ p. 259.

Une démonstration élémentaire du théoréme de
par W, Sierpifiski dans son cours d’Analyse 4
Varsovie 1925 (en polonais) 7

ar. Legons sur les prin-
S. Bernstein: ,Sur les séries ner-

S. Bernstein a étg donnée
naliza® t 1. ez, II, p. 231,
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ints rationnels. C'est la raison pour laquelle on peut se borner
& considérer les valeurs des fonctions /() aux points rationnels seuls.

2% Avant d’étudier le cas général d'une fonetion f(x) bornée
arbitraire, comsidérons les fonctions f(x) détérmindes sur le seg-
ment [0, 1], et intégrables au sens de Riemann. Considércns done
une fonetion f(x) dont l'ensemble des points de discontinuité est de
mesure nulle,

Soit @(x) une fonction intégrable au sens de Riemann définie
sur le segment [0, 1]. Définissons @(x) sur tout Paxe de = de la
maniére snivante:

p(x)=9O) pour —ooJx<0
et
plz)=0(l) pour 1La<<+4oo

Le polynome de M. S. Bernstein formé pour la fonetion ()

P.lp(@)] = 2 @ (%) O ot (1 —z)—

ko)

peut étre remplacé par une intégrale, si n est suffisamment grand.
Ep effet, nous devons au Caleul des probabilités le resultat sui-
vant: quelque soit le nombre positif ¢ il existe ‘un nombre N tel
que l'inégalité n > N entraine
h _e(E )\
Ciat(l—a)y ™ ——=e #G—) 1<e

nlm

@)

uniformément dans [0 <Cz<C1]. ob

Par suite nous aurons !):

1) On trouve un raisonnement analogue dans la démonstration du théoréme

de Bernoulli ot la somme E C:z*(1 —x)*™* se transforme en l'intégrale

k=0
—ZL: e di.
Va

—cs
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@) tin ¥op(7) oot -2y =tim e f Db e at,
k=0 ; A

Comme l'intégrale
400

f;/q’(x—l-t)e‘“"dt

—oa

est celle qui intervient dans la démonstration de la proposition eé-
lébre de Weierstrass 1) sur la représentation d’une fonetion conti-
nue arbitraire par une série de polynomes uniformément conver-
gente, I'égalité (3) nous donne une démonstration nouvelle du thé-
oréme cité de M. S. Bernstein pour les fonetions £(z) continues.

Mais il est facile de montrer que dans le cas, ot p(x) est intégrable
au sens de Riemann, nous aurons 2)

-+ca

lim ﬁ / Plat-9 e 2t = 4 [pa—+0)+ plo— o))

-

Cette remarque fort simple nous améne au résultat suivant:
La suite des polynomes de M. Bern ste in formés pour une fone-
tion @(x) intégrable au sens de Rieman n, converge vers la valeur

de la fonction @(x) en tous les points de continuite:

; en un point de
discontinuité de premidre espéce elle converge vers la moyenne arith-

métique des valeurs, vers lesquelles @(x) tend ‘quand la variable s’ap-
proche du point de discontinuité.

3% L'étude de la convergence des polynomes de M. Bernstein
dans le cas général s'appuie sur le lemme suivant:

Quelque soit la fonction J(x) bornée,

la convergence de la suite
des polynomes de M. S. Bernstein.

Eif)= ¥ 75 oz (1—ap

k=0

dans un intervalle (e, B 0<a<<B<<1), ne dépend que de la con-
vergence de la somme

Y} Weierstrass, Berliner Sttzungsberichte, 1885,
* Pieard, Traité d'Analyse. T. I, Edit. 3, p. 272.
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L
y f<~) O 2 (1 — o=
n
kel
o p et I sont définis par les inégalités

' 1
<p<iEl

1—1 I, P
@ T<a<7z’ n

Eneffet, supposons f(x) positive, ce qui est permis, car on peut
toujours lui ajouter une constante convenablement cht?lsle.

Désignons par M la borne supérieure de la fonetion f(x) dans
les intervalles (0, @), (8, 1) et définissons une fonction F(z) de la
maniére suivante: o

F(x)=0 dans le segment [a, §].

F(z)= M dans les semi-segments [0, @) et (8, 1].

La suite

F,[F(=)] =2n' F (1]:) Cta* (1 —az)*

ke(

‘converge dans le segment [0, 1], car la fonetion F(x) n'a que deux

points de  discontinuité. . .
D'aprés la construction de la fonetion F(z), nous aurons:

10)

P,[F(z)] —[ 2‘ (Z) erartt — 2 A(E) o1t —ap] >0

kespi-1

“ofi [ et p sont détérminés par les inégalités (4).

1 "
Puisque P,[F(x)] tend vers zéro avec - dans lin‘ervalle (a, ),

nous aurons
- k k ok 1 ._k+2“ f(ﬁ) CE$R(1__x)n——kJ=O.
fim, [Zf(;> Gt —ar+ 2\,
-7 C Q. F D.
4°. Le lemme demontré permet d’étudier aisément la conver-
gence des polynomes de M. S. Bernstein formés pour une fone-

tion arbitraire @(z) bornée dans le segment [0, 1}. X
Fundamenta Mathematicae, T. XHI.
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Considérons les valeurs de la fonetion D(x) dans les points
rationnels seuls. Désignons par (r, 7,.. 7ay) tous les points ration-
nels, dont les abscisses sont inférieures & l'abscisse d’un point x,
fixé arbitrairement et par (g, g,,. Ony~) tous les points rationnels
d'abscisses supérieures a l'abscisse de %y,

Nous dirons que le point z, est un point de disconttnuitd de

premidre espéce pour les points rationnels si les valeurs de la fonetion
O(r) aux deux limites

lim O(r,) = @,(x—0)

ra=>ag

lim 0(g,) = B,z 4-0)
On %

existent et sont inégales 1),

Soit z, un point de discontinuité de premiére espéce pour la
fonetion @(z). Quelque soit le nombre positif ¢ il existe un nom-
bre d > 0 tel que les inégalités

12(:) =00 <& [B(e)—D(o)| <&

ont lieu pour tous les points rationnels des intervalles (z, — 4, a,)
et (2g, 2 - 8).

Désignons par M¢ et m¢ la borne supérieure et la borne infé-
rieure des valeurs de la fonction @ (x) aux points rationnels de I'in-

tervalle (2 — d, 2,) et par I/ 3 et m$ la borne supérieure et Ia borne

inférieure dans lintervalle (0, 2, 4 0).
Introduisons deux fonetions Fy(z) et gy(x) définies de la ma-
hiére suivante:
Fylx) =0 et gs()=0 dans les semi-segments [0, 2— 4] et
[TO—I_ é: ]]
Fy(z)=M? et pz(z) = m?® dans le segment [z, — J, z,].
Fy@) =M et ()= m{ dans le semi-segment (2o, 7, + 0]
Pour simplifier, supposons 18 fonetion O (x) positive.
Nous-avons:

*) Nous Birons de méme qu'un point x, est un point de continuitd pour les va-

leurs de la fonction @(x) aux points rationnels, & les deux limites précédentes
existent et sont égales. Nous pesons alors

D,(z) = lim O(r,) =lim D(g,).
Ta—>z On >
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olt
— S‘ Qj(_]f) C* xh(l — x).._.k_l__j [/} (é) Ck 2t (1_$)n—k
- (x) N k=m0 n ’ ‘ k=pil n

1 et p élant définis par les inégalités

— 1
=1 o<t Pcagpo<Ptl
n n n n
Daprés le lemme démentré (§ 8), #,(x) tend vers zéro avec

- pour chaque z de lintervalle (x, — 6, z,+6). Il en résulte que

la limite supérieure de la suite des polynomes P,{T(x)} satisfait aux
inégalités suivantes.

I é
"t e T P D) <

2 a->00

M4 a8
2

ol z appartient & l'intervalle (z, — d, @, - d). ' _
La limite inférieure satisfait de méme aux inégalités

mitmd__ M3+ M
—2——€< ii_il_le_cP» {0} < 9—2“—

Drailleurs, nous avons les inégalités suivantes
0< Dz, —0) —md<e; 0 < M B2, —0) <
0 < Dp(my+-0) —mf < e ‘ 0 <M — Dy(zo+0) < &5
done il en suit
T PAG(w0)} — $ [ By +0) + Balary — O)]| < 2e.
lim P, {@ (o)} — } [Pa(@o +-0) + Dulwo, — 0)]| <<

Si ¢ tend vers zéro, nous avons Pégalité suivante:

2e.

. 2\ %o O wx _O)’
lim P.{0(z0)) = im P {0(er)) = L0 F Dl

11 est évident que le méme raisonnement peut étre appliqué. pour
un point de continuité relativement anx points rationnels (continuité
relative & R). Nous avons démontré ainsi le théoréme général:

5*
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68 M. I. Chlodovsky:

. Lq suite des polynomes de M. Bernstein, formés pour une fone-
tion D(x) bornée, converge vers B(x) en tous les points de conbinuité

relative & R. Dans un point x, de discontinuité de premidre espéce
elle converge vers

D2 — 0) + Dy (, +0)
5 .

5% On peut étudier de la méme manitre la convergence des
polynomes de M. Bernstein dans un point de discontinuite de
deuzicme espéce.

Ngus dirons qu'un point £ est un point de discontinuité de
deuxiéme espéce rélativement & E, si I'une au moins des limites

lim &(r,) lim @(g,)
rp>§ On +£
n'existe pas,
Soit

B(E—0)=Tm 0();

e

BofE—0) = lim B(r;
aE

Bo(E+0) = ﬁ?ﬂ;@(%)
[£3s

D, (¢4 0) =1lim &(g,).
on—>§

Désignons par M@ la borne supérieure des valeurs de la fonetion
aux Points rationnels de I'intervalle (£ —6,8), par M@ la horne
sup:éneure dans l'intervalle (£, £-F-9) et par m@® m® Ieis bornes in-
férieures dans les mémes intervalles. Il est possiblg de détérminer
6 de telle manitre que les inégalités

MO —BuE—0) <& |ME— By(E4-0) <

mP — B (E+0)| < e

auront lifau, quelque soit le nombre positif &. Introduisons les fone-
txonei _majorante et minorante Fj(z) et ®s(x) construites de la méme
maniere quau paragraphe précédeat. Répétant le raisonnement
donné pour I'étude de la convergence des polynomes de M. Bern-

stein da,n? un point de discontinuité de premiére espéce, nous ob-
tenons les inégalités ,

§m§°’ —gﬁ(g“ O” <g

E@Pn{mgj}ggpx(g'{"o} ‘i“ 53(5"‘ )
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lim P(@(ey>2E+0+ 2E—0)

n 00 2

si § est un point de discontinuité de deuxidme espéece pour une
fonction @(z), ce qui nous améne au théoréme suivant:

La limite supéricure de la suite des polynomes de M. Bern-
stein de O(x) est inférieure ou égale & la moyenne arithmétique des
maxima de @(x) & droite ef & gauche de £.

La limite inférieure de celte suite de polynomes et supérieure ow
égale & lo moyenne arithmétique des minima & droile et & gauche de E.

(Le minimum et le maximum sont détérminés pour les valeurs
de la fonetion @(x) dans les points rationnels seulement),

6° En général, la suite des polynomes de M. Bernstein di-
verge dans les points de discontinuité de deuxziéme espéce.

Considérons par exemple la fonction suivante:

)=t )=

Il est évident qu'on a

lim P, {F(x)} = 0.

n—+00

im P{F(e)} =1, et

pour tout point de-I’intervalle (0, 1).

Mais il est possible de construire ume fonction f(x) telle que
tous les points de f(x) solent des points de discontinuité de deu-
xiéme espéce et la suite de polynomes formés pour f(z) soit par-
tout convergente. La construction des fonctions de cette nature est
fondée sur un lemme que nous allons démontrer.

Considérons deux ensembles & et E complémentaires dont la
somme est l'ensemble de tous les points rationnels du segment [0, 1].
Construisons une fonction f{#) qui n'admet que deux valeurs: la
fonction f(x) est égale & zéro lorsque x apparlient & l'ensemble
et f(x) est égale & 1 lorsque z appartient & 8. Considérons un seg-
ment [e, 8] quelconque oft 0 < a < f<C1. Décomposons le seg-
ment [0, 1] en n segments égaux. Désignons par ¢ le nombre des
points de division contenus dans le segment [a, 8] Parmi ces ¢
points m points appartienent 4 l'ensemble § et p points appartien-
nent 3 Pensemble Z.
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70 M. I Chlodovsky:
La suite des polynomes de M. Bernstein Jormés pour f(x)
construite converge vers zéro dans Dintervalle [, 8] si i

' i te”d
) -
vers Zéi 0 Bt conver .(.78 vers I 8 V tend vers ZéT 0 quaﬂd n cr O'Lt

ainsi

tnfiniment,

Pour simplifier, supposons que le segment

le segment [0, 1]. Alors p+m=n. 4 F] concide aves

Considérons le cas ol V_”i tend vers zéro avec 1
n n’

. k
La fonet - =
onction f(n) o k=0,1,2,...,n, est égale 3 1 dans les

m points de lensemble . Nous aurons

©) o< ¥ () 2 —ap.

k=0

Supposons que dans I

expresgion (5) la vari
s ®) ariable 2 prend une

Cherchons pour «, Iindice g pour lequel I'expression
4, =0 xf (1 — o)y

attel i 1
felnt son maximum. On trouve cet indice 4 l'aide des inégalités
IS 12 + 7,

92 nxy — (1— ).
Pour.simpliﬁer SuUpposons que n,
e cas l'indice ¢ est égal a nx,.

. tli’tusque Ay, st supérieur & tous les 4, et la somme (5) ne
ontient que m termes non nuls, on obtient l'inégalité suivante

) o<y ) et —arm < ma,,

k=0

est un nombre entier. Dans

ol
— nl .
= (nx)l (6 —na)! 7 (l—ay.

En appliquant la formule de Stirling on aura

0< ; k) o — )t 1 m
gf(n)C.w*(l < = et

icm

 Sur les polynomes de M. Bernstein. 71

m . 1
Nous avons supposé que —— tend vers zéro avec —. Par con-
n

Va

séquent, nous aurons l'égalité

ln 3/ (5] et 1maim =0

pour tout point z, 0 <<z <<1. C. Q F.D.

Pour la démonstration du lemme précédent, nous avons sup-
posé que nx, est un nombre entier. On peut obtenir le méme ré-
sultat sans faire cette hypothése. Il suffit de prendre g égal & l'en- '
tier de nx,.

70, Le lemme démontré au paragraphe précédent permet de
trouver la condition suffisante pour la convergence des polynomes
de M. Bernstein dans un point de discontinuité de deuxiéme
espéce.

Considérons une fonction f(x) bornée ayant au point £ une dis-
continuité de deuxidme espéce (relativement & R).

Décomposons les points rationnels des intervalles (§—, &) et
(&, &-+ 0) respectivement en deux ensembles E;, & et Ey, &, de telle
maniére, que la fonetion /() soit continue sur E; et en méme temps
elle sera continue sur E,. Considérons les ensembles E= F -+ E,
et §=8, + &.

Lorsqu'on divise le segment [0, 1] en 2 segments égaux, on
a dans le segment [§—&, £-} J] m points appartenant 4 Vensemble
E et p points appartenant & Iensemble &.

S'il est possible de trouver un nombre 0 ef un ensemble & tels que

P tend vers zéro avec 1, la suite des polynomes de M. S. Bern-
Vm—+p n

stein, formés pour f(z), converge vers,

Bo(E—0) + 0a(6+0)
2

ot Bz (E—0) et Dz (E-40) sont les limites de la fonction f(z) du
coté droit et du coté gauche du point &, relativemént auz ensembles
E, et E,.

Tl est facile de démontrer cette proposition au moyen des con-
sidérations toutes analogues & celle du § 4 (c'est & dire au moyen
des fonctions majorantes et minorantes).
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12 M. I Chlodovsky.

Maintenant une question trés importante se pose:
condition necessaire et suffisante pour la convergence d
de M. S. Bernstein dans un point de discontinuité
espéce? On peut affirmer qu'une telle condition
dépend que de la structure arithmétique des val
S(#) aux points rationnels, et elle est
métriques et descriptives de I’

quelle est la
es polynomes
de deuxiéme
» sl elle existe, ne
eurs de la fonetion
indépendante des qualités
ensemble des discontinuitds, En effet,
il & ét¢ démontré (au paragraphe 6°) qu'il est possible de constru-
ire deux fonetions discontinues en chaque point et telles que pour
l'une delles la suite des polynomes de M. S. Bernste

in converge
partout et pour Pautre cette suite est partout divergente,

icm

i i s Masses.
Zur allgemeinen Theorie des
I Yon

J. v. Neumann (Berlin).

Einleitung.

1. Das allgemeine Problem des linearen Mafes kann (in An_-

1
schluss an eine etwas allgemeinere Fragestellung von Lebesgue?)),
dermassen formuliert werden: |
ﬁ)lg;;ldee:n;)eschrankten linearen Menge (d. h. Menge reel(]}er Ztahézzi
rde eine nicht negative Zahl u(8%) zugecrdnet, derart, "
> WeVVenn an,, o, paarweise elementfremdre Menge (m
. . e

beschriinkter Vereinigungsmenge) sind,
w(8m, - 0l + ..) = p(8M,) + # (&) -
gilt (die Folge 7%, 87,,... ist endlich oder ahzihlbar!).

B. Wenn die Menge 37 aus der Menge & durch eine gewthn-
: 2 - L ’ .
liche Translation entsteht ?) (beide beschrinkt!), so ist

w(om) = p(0)

1 3o - Vintdgrat a inem allge-

) Legons sur l'in egraiion, Paris 1905. Lebesgue ‘SuCht nach E:v © g
IntEgral dag fiir alle beschrankten Funktionen (a:) un -

meinen s / d jedes ¢ rdliche In

tervall @, b definiert ist: )
ff(x) dz.

3 die des Mafles:
s inbar allgemeiner als
i ‘ragestellung ist aber nur schein tegrals 2ufs
) Dxesfblbi;gags Methfde der Zurtickfihrung des Lebesg‘uesc‘henl ;I: :gzusehen,
o der;b esche MaB (vgl. Anm. %7) ist ihre Gleichwertigkeit 18;::1& .
i sgu . . 3
lme&i)e Weenenbw-lr die ,Koordinate* x einfithren, so ist das die Abbildung
n
== + a
(¢ konstant).
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