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Sur les fonctionelles lindaires

par

S. BANACH (Lwéw).

Introduction.

Soit £ un ensemble vectoriel’) normé. Dans ce qui va
suivre nous désignérons par x,y, z,... des éléments de £ et par
a,b,¢,... & 08,7 ... des nombres réels.

Un ensemble G(CE) sera dit lindaire lorsqu'il contient
toute combinaison linéaire @, x, + &y x; de deux quelconques de
ses éléments x;, x,. On définit une fonctionelle f(x) dans G, en
faisant correspondre a chaque élément x de G un nombre réel
§ == f(x). Nous dirons que la fonctionelle #(x) est linéaire si

1° elle est additive, c'est a dire f(x, + x,) = f(x1) + f(x2)
pour tout x; CG, xCG,

27 elle est continue, c’est a dire que lim x,=x (x.C G, xC G)

entraine toujours lim f(x,) = f(x).
n—row

On prouve aisément qu'il existe alors un nombre M >0,

de sorte que
! £ < Mix]|

pour tout x C G. Le plus petit possible des nombres M est dit la
norme de f(x) dans G. Nous la désignons par | f|| ; ou bien simple-

ment par ||f| si G=E. On a donc
S @< flg- [ =] (xCG)

'} L’ensemble £ est dit wectoriel lorsque pour ses éléments sont définies

les opérations d'addition et de multiplication par un nombre réel, conformément
aux régles d’algébre. Un ensemble vectoriel est dit normé lorsqu’ & rout son

élément x est attribué un nombre réel, désigné par x| — la norme de cet
élément —, de maniére que: 1Y |[x|[ > 0 pour tout x =+ @; {8 =0, le symbole
€ désignant I'élément nul (module d’addition), 2¢ |« x|l=|a| || x| pour tout =
réel, 39 {|x; + x| S| x [--1 %2 |- La suite {xn} des éléments d'un ensemble
vectoriel normé est, par définition, convergenie vers 'élément x lorsque
ilm||xp — x{| == 0, ~ Pour une exposition détaillée voir S. Banach, Sur les

opérations dans les ensembles abstraits et leur application aux équations inté-

grales, Fund. Math. Il (1922), p. 133.
14*



Polska Biblioteka Wirtualna ICM

212 S. Banach.

§ 1.

Théoréme 1. Soit G un ensemble linéaire et y, un élément
d’ £ non contenu dans G. Nous désignons par G’ I'ensemble
formé par tous les x+ay, (xCG,a réel), évidemment linéajre
et contenant G. Soit f(x) une fonctionelle linéaire définie dans G.
Il existe alors une fonctionelle linéaire ¢ (x) définie dans ¢,
telle que v

1° p)=f(x) (xCG)

2° lollg=1/lg-

| Démonstration. On peut évidemment supposer que
|flg=1. On a, pour x, CG, xCG,

oo —x) <|x—x|=|x+y, — Yo — Xy || <
<lx + gy 1 e+ g, [,
done
(1) ""!{xl + Yo ‘;_‘f(xl)g sz +yy H“‘f(xa)
Soit m la borne supérieure des nombres — x4+ yo | —f(x)

et M la borne inférieure des nombres |ux, +yoll— f(x2). Les
nombres m, M sont finis en vertu de (1) et on a m < M. Soit
% un nombre, satisfaisant i Pinégalité
@ m< LM,
d’ailleurs quelconque.

Nous posons par définition

plet+eay)=Ff(x) +al. (x CG, a réel)
On voit aisément que la fonctionelle ®(z), ainsi définie?)

dans G’, est additive et que ¢(2)=f(z) (zCG). On a pour
@+ 0 (en vertu de (1), (2)):

Lx o X . ¢
‘ — a3 << Tl —(5),
ol
X S x |
)<l
ou bien

L Fatan)|<|xtail
c’est & dire
- @<l oo
) L'élément g, n'appartenant pas 4 G, un élément z de G’ n'admet

vune seul é i =y 4
\c}oque. ule représentation z = x - ay,. ‘La définition de ¢ {z) est done uni-
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On a donc:
“'p“c':lzﬂf-%'

Théoréme 2. G étant un ensemble linéaire et f(x) une
fonctionelle linéaire définie dans G, il existe une fonctionelle
linéaire ¢ (x), définie dans E, telle que

=) (xCG)
=1l
Démonstration. On prouve ce théoréme par induction

transfinie en appliquant succesivement le théoréme 1 aux éléments
de l'ensemble £—G (supposé bien ordonné).

Remarque. A laide du théoréme ci-dessus on peut dé-
finir dans chaque ensemble vectoriel normé une fonctionelle liné-
aire non identiquement nulle.

Soit en effet x, &= © un élément d’E. Les éléments @ x,
forment un ensemble linéaire G. Posons f(ax) = afx,|. Cest
une fonctionelle linéaire, définie dans G, dont la norme || ], =1.
En vertu du Th. 2. il existe donc une fonctionelle ¢ (x), définie
dans E, telle que ¢ (x,) =|x,| et |¢|=1.

§ 2

Théoréme 3. Soient {x.} une suite des éléments de E, {c,}
une suite numérique et M/ un nombre positif. La condition néces-
saire et suffisante pour Pexistence d'une fonctionelle linéaire f(x),

remplissant les relations

1° f(xn) = cn
22 A<M,

est que l'on ait l'inégalité

-
2 ki Ci
i=1

pour tout systéme fini des nombres réels 4:.9)

<M

Z}u,‘ x;ti

i=1

%) Ce théoréme a &té démontré pour certains ensembles _particuliers par
M. F. Riesz (Untersuchungen iiber Systeme integrierbarer Fur{khongn,_Ma'th?_m.
Annalen 69 (1910), p. 449; Les systémes d’équations linéaires & une infinité d'in-
connues, Gauthier-Villars, 1913) et dans quelques cas plus généraux par M. Helly
(Berichte der Wiener Akademie der Wissenschaften, Ila, ’121 (1912), p. 265.)
Notre démonstration est trés simple et ne supsose sur I'ensemble 'E que ce
qui est dit dans I'Introduction. Notamment nous ne supposons pas que | ensemble
E soit complét ou séparable.
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Démonstration. La condition est nécessaire. En effet,
si f(x) existe, alors

(2%4~ZWNM~4
f(él'li x;) < ’

ce qui donne (1) en vertu de 1° et 20.

D’autre part,

A,lx,

’

La condition est suffisante. Désignons par G Pensemble
r
linéaire formé par tous les éléments de la forme J3'A;x;. Définis-
‘ ==
sons une fonctionelle ¢ (x) de la maniére suivante4):

Si x=23'1 x:, posons

i==1
9 x) =2 c.
=1
On &, en vertu de (1),
[ | < M|x],

¢ (x) est donc une fonctionelle linéaire définie dans G et ||, < M.
Par conséquent, il existe, d’aprés le Th. 2., une fonctionelle liné-
aire f(x) satisfaisant aux conditions énoncées.

Remarque. On peut formuler ce théoréme d’une maniére
plus générale que voici:

¢ (x) étant une fonctionelle définie dans ensemble W (liné-
aire ou non), la condition nécessaire et suffisante pour existence
d’une fonctionelle linéaire, définie dans E, et remplissant les
relations

1° flx) =9 (x) (xcW)
2° 1< M,
M étant un nombre positif donné, est que l'on ait
‘Mv(xz) M > 1 % [,
i=1 i J1—1

quel que soit le systtme des r éléments x; de W, le systéme des
r nombres réels 4; et 'entier positif r

%) Cette définition est univoque, comme il resulte aisément du § 1.
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Théoréme 4. G étant un ensemble linéaire et y, un &lément,
dont la distance & G est d > 0, il existe une fonctionelle linéaire
f(x), définie dans E, remplissant les équations

° flo)=0 : (xCG)
2° Fyo) =1
3 | fl= .

Démonstration. Désignons par G’ Pensemble linéaire
formé par les éléments z=x + ey, (x C G, a réel). Posons dans G
(2) p(z)=ua.

On a pour ¢ 3 0:

lzl=lx +agol=1e|

1
;x+y0}i .

Comme 'élément %x appartient & G, on a par I'hypothése

lz]|>]e].d,
done, en vertu de (2), ‘
9@ <z

et
@ Iple<y

On a, par définition,
g (x+y)=1, (xCG)

done, en vertu de (3),
@ <lglo-lx+yl < letal.

La distance de y, et G étant d, il existe dans G une suite
{x.} telle que
lim ||x. +y0|=d

L’inégalité (4), appliquée 4 cette suite, donne
1 <[glg-d<1
ou )
lplle=7"
D’aprés le Th. 2 il existe donc une fonctionelle s(atisfaisant

aux conditions demandées.
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Théoréme §. Si G est un ensemble linéaire fermé tel que
toute fonctionelle linéaire f(x) égale & 0 pour tout x de G est
égale 4 0 pour tout x, alors

. G=LE.

Théoréme 6. Soit W un ensemble arbitraire C £ et y, un

élément qui n’y appartient pas. La condition nécéssaire et suffi-

sante pour lexistence d’une suite {w,} C W, remplissant les rela-
tions )

1° w,=2 (zf") X; . ' (x,cW)
i=l1
2° lim w,=y,,
est que Pon ait f(y,) =0, pour toute fonctionelle linéaire f(x)
définie dans E et identiquement nulle dans W.

Démonstration. On l'obtient aisément 4 P'aide du théo-
réme 4 appliqué a 'ensemble linéaire G formé par tous les élé-

r

ments de la forme 3, x, (x, C W, , nombres réels).

i=1

(Regu par la Rédaction le 28. IV. 1929).

Remarque sur les fonctionnelles linéaires dans les champs L’
par
S. SAKS (Varsovie).

§ 1. L” (p>1) désignera dans cette note P'espace linéaire
dont les éléments sont des suites X= (x;, x3, ..., Xn, ...) telles

¥ /] ’ 1

que _*'|x,|” converge. On entend par norme d’un élément (vec-
n

teur) X == (x;, Xs,..., %, ...) de cet espace le nombre

1
HXH:{SIMT»

Soit U (X) une fonctionnelle linéaire définie dans L” et fai-
sant correspondre & chaque élément X de L’ un élément Y appar-
tenant au méme espace. On sait qu'en posant X= (x,, X3, ..., Xn, +..),
M Y=U(X)
s'exprime par une substitution linéaire de la forme
yi=_,§'aik Xk (i:: 1, 2, )

k

Le tableau de coéfficients az donnant lieu a une relation
fonctionnelle linéaire (1) dans lespace L”, sappelle borné de
rang p. On sait que, si le tableau (aa) est borné de rang p, le
tableau transposé (a,;) est borné de rang g, p et g étant liés par

1

la relation connue —1—+-==1. U(X) étant une fonctionnelle
D g

@

correspondant au tableau (au), on désignera par U™ (X) la fonction-
nelle attachée au tableau transposé et définie dans I'espace L7;
elle est appelée fransposée de U(X)?). U(X) étant une fonction-

1) Pour toul cela consulter: F. Riesz, Les systémes d'équations linéaires
A une infinité d'inconnues. Paris, 1913. (Chap. III, IV.).





