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En raison de la continuité compléte de la fonctionelle U,
on peut donc extraire de {Y,} une suite partielle convergeante.
L’ensemble £ est donc compact, et comme il est partout dense
dans l'espace £, E est aussi compact.!?) ‘

(Regu par la Rédaction le 4. V. 1929).

) ') 'énoncé que nous venons d’établir, étend le fait bien connu que 'équa-
tion de Fred‘holm de 1° éspéce n'est pas, en général, résoluble. D’ailleurs,
dans le cas ol I'espace E est I'espace hilbertien, notre énoncé découle du thé-

oréme connu de MM. Picard-Schmidt sur I'équation intégrale de 17¢ éspéce,

ce théor'érvne s'étendant sans modifications & toute équation de la forme U(X) = Y,
ol U désigne une fonctionnelle linéaire complétement continue dans 'espace de
Hilbert. (Voir, p. ex.,, Lalesco, Introduction 2 la théorie des équations inté-

grales, 1912. (Chap. 1V)).

Sur les fonctionnelles linéaires 1i¥)

par
S. BANACH (Lwow).

§ 1

Soient {0} (7==1) une suite numérique a termes positifs crois-
sants indéfiniment et {a,} une suite des éléments telle que | a,| <1
(n==1,2,3,...). f(x) étant une fonctionnelle linéaire nous dési-
gnerons, dans ce qui va suivre, par |f|* le plus petit nombre
positif K, pour lequel
' | flan) | < K0n (n=1, 2, ...).

Nous dirons que ||/ [* est la norme de f relative aux suites {0,}, {ax}.

On a évidemment

1° | f* =

2° Jaf*=lel.|f]* (@ réel)

% 1+ gl <IF1*+ ol

4° £ <AL

De méme, z=={{,} étant une suite bornée des nombres réels,
nous désignerons par |z|* le plus petit nombre X pour lequel
|6.| <Ko, (n=1,2,...). Dans ce qui va suivre nous supposons
toujours, que l'ensemble des elements £ est véctoriel, normé et

e

complet 19).

Lemme 1. Soit L un ensemble linéaire!) des fonctionnelles
.linéaires. Supposons qu’a chaque fonctionnelle de L corresponde
un nombre A (f) remplissant les relations:

') Voir S. Banach. Sur les fonctionelles linéaires. Stud. math‘.‘I (1929),
p. 211--216. Celte communication sera citée d.az}s'la suite comme ',,I. g .
) Un ensemble L de fonctionnelles linéaires est dit linéaire lorsqui
contient toute combinaison linéaire & coefficients réels de deux quelconques de

ses fonctionnelles.
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A(f +fz) =A(H)+Af)

< M|f|*,

M étant une constante positive. Il existe alors un élément x, tel
que

x| <M, A(f)=/(x) (fCL).

Démonstration. Désignons par W lensemble des suites

numériques w = { f(a,)} correspondantes aux diverses fonctionnelles
f de L. Ces suites sont évidemment bornées et on a

“,wH:I: _‘Lf‘k\:r:

f étant une fonctionnelle quelconque de L et w la suite corres-

pondante.
Posons

1 F(w)=A(f) (wCW).
On a

F(w, + wy) = F (w,) + F(w,)
| F(w) | < M]w]*™
F(w) est donc une fonctionnelle linéaire définie dans I’en-
semble linéaire W. Par conséquent?), il existe une fonctionnelle
linéaire @ (z), définie dans tout I'ensemble Z, telle que

@ D(z)=F(z) (zcW)
[2(9) | < M” I NI

Désignons par z la suite {{“ g, } définie par

D=0  n%i, P=y

I‘Z
il est aisé de voir que

n

hmHz— D) Lzt =
i=1
quelque soit la suite bornée z=1{(,}.
Par conséquent,

lim | @ (2) — 3 @ (2) £,] =0
n—oe =1

ou

3 0()=2 o)L (= 2).

=1

) Voir 1, p. 213, Téoréme 2.
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Pour la suite particuliére z, définie comme il suit:
§im== sign @ (Z,') ’ @(z) =0)
e | @@ =01 _19 ),
=1 (2 (z: =0)'

on a évidemment

lzo|*=1
et

0y =206

il vient donc en vertu de (2)

(4) Slo@)| <M
i=1
Posons maintenant
(5) Xo :,}j o (Zi) ai;

on aura en vertu de (4) -
1<§1’1@<zi>\<M
Enfin les relations (1),72), (3) donnent
A(N)=3 0(z) f(a), (fc L

i=1

|| %o

donc en vertu de (5)

Af) :f( S0 ) f(x) (feL).

Lemme 2. Soit L un ensemble linéaire des fonctionnelles
linaires et ¢ une fonctionnelle linéaire qui n’y appartient pas.
Supposons qu’il existe un nombre M>0 tel que

lf—ol*>M (fcl)
Il existe alors un élément x, tel que
f ) =0, (fcl)
¢ (XO) - 19
1
o < 37 -

Démonstratlon Soit L' ensemble linéaire des fonctionnelles

linéaires
(1) lp :f+ A ¢ (f C L’, A reel)

5
Studia Mathematica. 1
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Posons par définition %)

on a évidemment
AW +w) =AW + A,
A =121
En outre, si 230,
JolF =2l = f =gl 2]. M,

done
AW < g vl
Il existe donc, par le lemme précédent, un élément x, tel que
Il <57
et
A W) =y (x0) (L.

En tenant compte de (1) et de la définition de A (), la
derniére égalité devient

A=f(x) + Lo (x0)
fx)=0 (fCL), o¢x)=1.

(fCL, A réel),

c’est a dire

§ 2.

Théordme 1. p(x) étant une fonctionnelle remplissant les
relations

1° px+y)<px)+p(y),

22 p(ix)=1ip () 020
il existe une fonctionnelle additive ) f(x) remplissant l'inégalité
—p(—0) <fD)<p ) (x CE).

Démonstration. Soit f(x) une fonctionnelle additive définie
dans un ensemble linéaire G et y remplissant l'inégalite 7 (x) < p (x).
Nous prouverons que, yo étant un élément non appartenant & G,
il est possible d’étendre la définition de f(x) & Pensemble liné-

%) Cette définition est univoque, parce que la fonctionnclle ¢ n’est pas
contenue dans L. '

) Une fonctionnelle f(x) est additive lorsqu'elle remplit I'équation
f’(u]\ -+ ‘»‘Eiy) ==uf(x)+ 7 f(y) quelques soient les éléments x, y et les nombres
réels «; .

Ay ==1; (pclh |

Fonctionnelles linéaires [T, 227

aire G, formé par les éléments 7= x - Lyo (xC G, % réel), en
maintenant Uinégalité f(x) < p (x). ‘

On a, pour xCG, xC G,
fCe 4 x) < p (x4 x) == p (x + yo + x—y) <plxty)+p— Ya)s
donc _

—p—y) + () <px+y)—F(x).

Il existe donc®) un nombre « tel que .
O —plc—y) +f)<e<pty)—Ffx) (xCG, xcG).

Posons dans G,

(@)= (x+ly)=f(x)+La.
Cette fonctionnelle ¢ (z) est additive et égale & f(z) si z C G.

Nous allons voir qu'elle remplit aussi l'inégalité g (z) <pl2)

(z ¢ GY).
On a, en vertu de (1),
2a << phx+hy)—F )
hx=x et x +hyy=z,

fO) +ha<plc+iyy),

(xC G, 10),

d’oll, en posant

c’'est & dire
' ¢ (z) <p(2)
Si 2 < 0, l'inégalité (1) donne encore
—p(—lx+ly)+f(—hx) < —la,
—lx=xet x+ia=z

Q) +2e<p(2)

) <p .

Cela posé, soit x,==0 (Pélément nul) le premier élément de
Pensemble £ supposé bien ordonné. Posons f(x)==0; on aura
f(x)=p(x). En étendant la définition de f(x) de proche en
proche i l'aide du raisonnement précédent, on obtient une fon-
ctionnelle additive f(x) définie dans Iensemble E ety remplissant

d’ot1, en posant

c'est a dire

" Voir I, p. 212,
15+
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Il s’ensuit

f(=x)<p(—x),
—p(—0)<f(®)<p(x).

Remarque. S'il existe une constante M >0 telle que
p ()< M| xl, alors |f(x)| < M]x], done [f]< M.

Définition. Soit ¥ un nombre ordinal limite, c’est & dire
privé d’un précédent immédiat. Soit {es} A <<E<Y) une suite
bornée des nombres réels du type ordinal 9. Nous désignerons
par

done

lim c.

S T
la borne inférieure des nombres K remplissants Iinégalité c. < K
a partir d'un certain nombre ordinal (dépendant de K). On dé-
finit de méme

lim ¢.= -——E (—ec2)
;:__Mq ) S 7
Lemme 3. Soit {f: (x)} une suite des fonctionnelles linéaires
du type ¢ telle que [f:| <M (1<E< ). 1l existe alors une
fonctionnelle linéaire f(x) satisfaisant pour tout x a l'inégalité

lim £ () <f(x) <Tim £ ().

S—f
Démonstration. Posons

p (%) :Ei f:(x) (donc p (—x)= — lim £ (x)).

La fonctionnelle p (x) remplissant évidemment les hypothéses

du théoréme 1. il existe une fonctionnelle additive f (%) de maniére
que

—P (= 0)<fR)<p )
On a encore, en vertu de |p(x)| < M|x],
FOI< M x|,

f(x) est donc une fonctionnelle linéaire.

Définition. Toute fonctionnelle linéaire remplissante U'inégal;
du lemme précédent sera dite une fonctionnelle

iz ().

. Définition. Un ensemble linéaire . des fonctionnelles liné-
aires est dit faiblement fermé si, pour chaque nombre ordinal 9

-limite de la sui
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et chaque suite {f.} du type & des fonctionnelles linéaires telles

que .
fic Ly [fI< M,

il existe une fonctionnelle - limite appartenante a L.

ALE<y)

Théoréme 2. Soit L un ensemble linéaire des fonctionnelles
linéaires faiblement fermé et ¢ une fonctionnelle linéaire qui n'y
appartient pas. Désignons par M la borne inférieure des nombres
If—ol (fCL) et par M, un nombre positif < M, d’ailleurs
quelconque ¢). Il existe un élément x, tel que
flx)=0 (fcL),
¢ () =1,

1

\‘:.-T.—M;.

Démonstration. Soit |[M: une suite numérique croissante
indéfiniment dont le premier terme est le nombre donné M,
(0 < My < M). Soit x le plus grand nombre cardinal jouissant
de la propriété suivante:

G étant un ensemble arbitraire de puissance < ¥, il existe
une fonctionnelle linéaire f(x) telle que
O fol <M, [f@—p@I<M x| G,

Le nombre cardinal de Pensemble E est >>x. En effet, dans
le cas contraire, on aurait une fonctionnelle linéaire f(x), pour

laquelle

“ Xo

F () — ()| < My x] (x CE),
donc |
f—ol <M <M,

ce qui est impossible. L

Nous allons prouver que ¥ est un nombre fini, c’est & dire,
un entier. Supposons donc que ¥ n'est pas fini. Soit G(CE)
un ensemble arbitraire de puissance . Rangeons ses éléments dan's
une suite transfinie bien ordonnée {x:} du type ordinal b", & fie,-
signant le plus petit nombre ordinal de puissance x; cest évi-

t) Il est aisé de voir que M > 0. Supposons en effet que ﬂlo=(i L’e_rtz-
semble L contient alors une suite {fx} telle que lmzl3 fon—©||=0. La suite

n—» ) .
des normes {||fn ||} étant bornée en vertu de [fa 1<l — @ll-F el la(s;nltés
{fn} admet une fonctionnelle-limite contenueﬁduns L. Or, on a | n r:c -; (f:]otm <
Llifa—welj. |||, done @ (x)=lim fa(x) (x CE). La fonctionnelle ¢ es

seule fonctionnelle-limite de la suite { fa }. Par conséquent ¢ ( L, ce qui nlest pas.
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demment un nombre limite. Si 7 <V, alors, I'ensemble {x.}
(1<<§<n) étant de puissance <¥, il existe une fonctionnelle
linéaire f, remplissant les relations

2 ficL, AN My | fy (x) —09 (xs) <M, | E<n).

L’ensemble L étant faiblement fermé, la suite {f,} (1 <n <)
admet une fonctionnelle limite fC L, satisfaisante en vertu de (2)

X

* aux conditions

<My, [f () — o () | <M | (1§ <),

On peut donc & tout ensemble G(CE) de puissance »

faire correspondre une fonctionnelle linéaire f(x) remplissante les
conditions (1), contrairement a la définition de ».

Le nombre & étant fini, il existe un ensemble fini K (C £)

tel que toute fonctionnelle linéaire f(x), satisfaisante. aux conditions

=gl <M, |f@—g@|<M]x]  (xCK),

n’est pas contenue dans L. On peut supposer que les éléments
de Uensemble K, ont les normes égales 4 1, en les multipliant
au besoin par des constantes convenables. Les conditions ci-des-
sus deviennent alors

=l <My [flx)—p ()| <M, (x CKY).
On établit de méme, par induction, l'existence d’une suite
{Ki} des ensembles finis telle que toute fonctionnelle linéaire f(x),
satisfaisant pour un n naturel aux conditions
=9l <My [f@)—9W) <M (xCK;, i<n),
n’est pas contenue dans L.

Par conséquent, aucune fonctionnelle linéaire f (), satisfaisant
aux conditions

) — (0| <M, (xCKiy i=1,2..)

n’est pas contenue dans L.

X
&

Considérons la suite {a,}, obtenue en écrivant succesivement
les éléments de K,, de K, et ainsi de suite. Posons ng==0

¥

n;=2'l, I désignant le nombre des é&léments de X

ry Uy == 1,
=
Mn;
00 =31 (nici <n < n). Avec ces notations le résultat précé-
1

dent devient:

- Fonctionnelles linéaires 1I.

o
W
fairy

»Aucune fonctionnelle, satisfaisante aux conditions
|f (@) — ¢ (an) | << M, a, (n=1, 2,...)
n’est pas contenue dans L.“
On a done, pour la norme déterminée par les suites {an
et {0,}, Pinégalité ‘
| f=olt > M, (fCL)

Il existe donc (lemme 2) un élément x, tel que f(v)=0,
(fcly), ox)=1, |

Corollaire. Un ensemble faiblement fermé linéaire L des
fonctionnelles linéaires, tel que l'element nul @ est le seul pour
lequel s’annulent toutes ses fonctionnelles, contient nécessaire-
ment toutes les fonctionnelles linéaires.

§ 3.

Définition. On dit qu'une suite des fonctionnelles linéaires -
est faiblement convergente vers une fonctionnelle f(x), lorsque

lim f,(x)=f(x) (x CE).

n—>o
Nous écrivons dans ce cas simplement

lim fo=f"7).

n—-w

Jai démontré dans ma Thése un théoréme, dont il}‘s’?nsuit
que la fonctionnelle f est aussi linéaire et que la suite {|f.]} est
bornée ®).

Lemme 4. Si, pour une suite donneé {xa}, la suite {f(l,,)}
est toujours convergente, quelque soit la fonctionpelle linéaire
F(x), alors la suite {|x,]} est borneé.

Démonstration. On peut, en effet, considérer { f(xa)} comme
une fonctionnelle A, (f) définie dans 'ensemble des foncti.onnelles
linéaires f(x). La suite [A.(f)) étant par Ihypothése falblen}ent
convergente, le théoréme, dont nous venons de parler, nous enseigne
que la suite {|Aa(f)|} est borneé. Or, on a

JA O I xal 1A

7) En vertu de linégalité |fn (x) — F (=) & fa — F1- x| toute sxlx;te;cg::;
vergente (suivant la norme) est aussi faiblement convergente - vers s

fonctionnelle f(x).

%) Fund. Math. IIL (1922), p. 157, Théoréme 5.

.

o1
xoh*\]wv1
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V'égalité ayant lieu pour toute fonctionnelle f telle que f(x.) = x| et
1£|=1. Par conséquent, | Au|==|x.|. La suite {|x.[} est donc bornée.

Remarque. On démontre aisément qu'une suite {fa} des
fonctionnelles, dont les normes forment une suite bornée, est faible-
ment convergente, lorsqu’il existe lim f.(x) pour tout x apparte-

n—>w
nant & un ensemble G partout dense dans E.

Lemme 5. Si Uensemble £ est séparable?), alors toute suite
des fonctionnelles, dont les normes forment une suite bornée,
contient une suite faiblement convergente.

Démonstration. [l suffit, d’aprés la remarque précédente,
d’extraire une suite partielle convergente dans un ensemble dé-
nombrable partout dense. On le fait par la méthode bien connue
des diagonales.

Définition. Un ensemble L des fonctionnelles linéaires est
dit faiblement séparable, lorsqu’il contient une suite dénombrable
{f.) des fonctionnelles jouissant de la propriété suivante: quel-
que soit la fonctionnelle fC L, la suite {f.] contient une suite
partielle faiblement convergente vers f.

Lemme 6. Si I'ensemble E est séparable, tout ensemble L
des fonctionnelles linéaires est faiblement séparable.

Démeonstration. On peut supposer que les normes des
fonctionnelles de L sont bornées. En effet, tout ensemble L est une
somme dénombrable des ensembles satisfaisant & cette condition.

Soit {x,} une suite des éléments partout dense dans E. Dé-
signons par Z, 'ensemble formé par les points

{fGea)s fCra)y vy )}

correspondants aux diverses fonctionnelles de L dans I'espace eucli-
dien & n dimensions. Cet ensemble Z, étant séparable, il existe
un ensemble dénombrable K, des fonctionnelles de L tel que les
points correspondants forment un ensemble partout dense dans Z,.
Posons '
o0
R=J2K.

i=1
Cet ensemble R de fonctionnelles est dénombrable. Pour une
fonctionnelle quelconque de L il existe évidemment une suite
{f+} des fonctionnelles remplissant =s conditions:

9) Cest & dire contenant un sous-ensemble dénombrable et partout dense.

Fonctionnelles linéoires II. 233

1° fiC K. CR
2 1fule) —f()] < =

Les normes |[f.| formant par 'hypothése une suite bornée
on a, d’aprés la remarque faite au Lemme 4,

lim f,=f.

n—-wm

Théoréme 3. Si ensemble E est séparable, la condition
nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble L des fonctionnelles
linéaires soit faiblement fermé, est que la limite de toute suite
faiblement convergente de fonctionnelles de L soit aussi une fonc-
tionnelle de L.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire.
Nous allons prouver qu’elle est aussi suffisante.

Soit {f;} (1<E<9) une suite du type  telle que f:CL
et [l <M (1<E<9). Désignons par {x,} un ensemble dé-
nombrable partout dense dans E. On peut faire correspondre
i tout n naturel un nombre ordinal &, de maniére que

lim £, () — =< fo, () <[m fue) = (1< i<,

E50 n

La suite {f;,} contient (lemme 5) une suite partielle faible-
ment convergente, dont la limite est évidemment une fonctionnelle-
limite de la suite {f;}, contenue par Phypothése dans L.

5

(i=1,2,..n)

Définition. Lorsqu’a toute fonctionnelle f d’un ensemble
linéaire L correspond un nombre A(f) remplissant les condi-
tions:

1° Al fi + s f)=u A(f) + a A(f)

(fl CL, f2 CL; “1; (Zg réelS),
2° on a lim A (f,)=A4(f), toute fois que
fiCL et lim fi=fCL,

n—»>o

nous dirons que A (f) est une opération linéaire faiblement conii-

nue, définie dans L.
Il est aisé a prouver qu’il existe alors un M >0 tel que

A<M (f cL).

Théoréme 4. Soit L un ensemble linéaire faiblement fermé
des fonctionnelles linéaires, définies dans un ensemble séparable
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E, et A(f) une opération linéaire faiblement continue, définje
dans L et y remplissant I'inégalité

[AS)| < Mff.
Etant donné un nombre M, > M, dailleurs quelconque, il
existe un element x, tel que

A(f)=f(x) (fcl

o || < M.

Démonstration. Désignons par L’ le sous-ensemble de L
défini par Pégalité A(f)=0. Cest évidlemment un ensemble
linéaire faiblement fermé.

Soit ¢ un élément de L tel que A (¢)=1. On a pour tout

fcl
A(f+P=1<M|f+0|,

donc

| 1 ’

IF+91> 2 (feL).
Il existe donc (théoréme 2) un élément x, de sorte que

f(x)=0 (fclh,

(1) ¢ (-XD) =1 3
” Xy H <M.
Si ¥ est une fonctionelle quelconque de L, écrivons
Y=l —e AW +p A@).

La fonctionelle ) — ¢ A () étant contenue dans L', il vient
en vertu de (1), '

P (x) =9 (x0) AY) = A(y).

§ 4.

Soient £, £ deux ensembles vectoriels normés et complets 1),
Supposons qu’a tout élément x de E corresponde un élément’
y de £

== J(x).

Nous dirons alors que U(x) est une opération définie dans E.
Une opération U (x)

0 .
') Un ensemble vectoriel et normé est com

da plet, lorsque toute suite {x }
de ses élément: i RN ) e {Xn
nents, remplissante la condition Ilmm{}.rp —xq||=0, est convergente.

p~—r

q—®
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19 additive, c'est & dire telle que
Ulex, +px)=aU(x)) +p Ulx).
27 continue, c’est a dire telle que

lim U(x,)=U(x),

n— oo

toute fois que lim x,=x,

sera dite une opération linéaire.
- Il est aisé a prouver qu'il existe alors un nombre M >0
tel que

U@ < Mx].

Réciproquement, une opération additive remplissante cette
inégalité, est linéaire. . '

Nous désignerons les fonctionnelles linéaires définies dans £
ou E' par X respectivement par Y.

Une opération U(x) fait correspondre a toute fonctionnelle
linéaire Y définie dans £’ une fonctionnelle X= Y [U(x)] définie
dans E, aussi linéaire. En effet, il est évident quelle est additive.
Elle est aussi continue, car on a

Y{U@]< Y[ U@I<M]Y].[x].

Cette correspondance entre X et Y est une nouvelle opé-

ration linéaire B
X=U(Y)

définie dans le domaine des fonctionnelles linéaires Y, le contredo-
maine étant contenu dans Pensemble des fonctionnelles linéaires X.

On a, en effet, par 'inégalité précedente,

U@ <MY

Nous 'appellerons ['opération adjointe a Popération y = U(x)

U(x) étant une opération additive, la condition nécessaire
et suffisante pour l'existence de Popération inverse

x=U"(y)

est évidemment que l'équation Ux)y=0 a%t lie ‘ '
== (. L’opération inverse est aussi additive. Pour gu’elle soit

u seulement pour

en outre continue, il faut et suffit que lon ait

|xl< Myl (M >0y,
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pour tout paire des éléments correspondants. On peut donc énon-
cer le lemme suivant:

Lemme 7. U(x) étant une opération linéaire (ou seulement
additive), la condition nécessaire et suffisante, pour lexistence et
continuité de 'opération inverse, est qu’il existe un nombre m > 0,
de maniére que

m| x| <[ U] (xCE).

Lemme 8. Si U(x) est une opération linéaire, dont I'inverse
existe et est continue, alors le contredomaine de U(x) (c’est
a dire 'image de U'ensemble E) est fermé.

Démonstration. En effet, si lim y.=y, ot y,= U(x,), il

n—o

vient en vertu du lemme précédent

pr_xq|1\<~ m |y, —yoll.

Il existe donc lim x,=x et on a U(x)=y.

Remarque. Si Y, est une fonctionnelle-limite d’une suite
{Y:} du type 9, alors X, = U(Y,) est évidemment une fonction-
nelle -limite de la suite correspondante {(Xe= U@}

_Lemme 9. Supposons que 'inverse de P'opération adjointe
X=U(Y) existe et:soit continue.

Si alors L’ est un ensemble linéaire des Y faiblement ferm &
Pensemble correspondant (L) des X l'est aussi.

Démonstration. En vertu du Lemme 7 il existe un m>0
tel que, pour tout Y,

m|Y|<|T@)].

Si donc {X;} est une suite 4 normes bornées du type 9,
contenue dans U(L'), la suite correspondante {Y:}, contenue dans
L', a aussi les normes bornées, en vertu de X.= (/. Y) (1<écy
et de l'inégalité précédente. L’ensemble L’ &tant E‘aisl))le(:mfnbt?er?
mé, la suite (Y.} admet une fonctionnelle limite ¥; C L’. La fonction-
nelle X, = U (1), contenue dans U(L’), est une fonctionnelle

-limite
de la suite {X.}.

Théoréme 5. I. Si I'inverse de I'opération adjointe X=0/(Y)

existe et est continue, alors I'équation y = U(x) est soluble pour

tout y donné.
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II. Si équation X=U(Y) est soluble pour tout X donné,
alors
a) Vinverse de I'opération lindaire U(x) existe et est con-
tinue, '
b) le contredomaine de I'opération U(x) est 'ensemble des
y remplissants la condition Y (y) =0 toute fois que U(Y)=0.

Démonstration. 1. Soit y, un élément quelconque de F£;
désignons par L’ 'ensemble des toutes fonctionnelles linéaires Y
telles que Y (y,)==0 et par L I'ensemble des fonctionnelles cor-
respondantes X=U(Y).

L’ensemble L’ étant évidemment faiblement fermé, L lest
aussi (lemme 9).

Soit Y, une fonctionnelle linéaire telle que ¥; (y,) =1. L’en-
semble L ne contient pas la fonctionnelle X,= U(Y,). Il existe
donc (théoréme 2) un élément x; tel que

Xo (Xo) = 1, X(X()) =0 (XC L)

Posons y1=U(x); on a Yo(g))=Xo(x)=1, Y(y:)=0
xcl).

Soit maintenant Y une fonctionnelle linéaire quelconque;
posons

Y'=Y—Y(yo).%o.

On a Y'(y)=0, cest a dire Y'CL’. Par conséquent,
Y'(y,) ==0, ou Y(y,) — ¥ (y0) =0, ou encore Y (g, — yo) ;—0. La
fonctionnelle Y étant arbitraire, il vient y, =Yo OU Yo= U (x,)-

II. a) Par 'hypothése toute fonctionnelle X peut étre rep‘ré-
sentée sous la forme X =Y [U(x)]. Il résulte de 12 que Popération
inverse de U(x) existe, car dans le cas contraire toute fonction-
nelle X prendrait pour certains deux éléments x les mélmes valeurs,
ce qui n'est pas. , .

Supposons que cette opération inverse n'est pas continue.
Il existe alors, en vertu du lemme 7, une suite {xa} telle que
lim |x.]=+o0 et lim [|ga|=0, ot yo= U (xn).

Soit X une fonctionnelle quelconque et ¥ une fonctionnelle
telle que X==U(Y); on a
lim X (x,)=lim Y (y.) =0.

n-—rw
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Or, la fonctionnelle X étant quelconque, la suite {|x,|} doit
&tre bornée (lemme 4), ce qui n’est pas.

II. 5) Soit y, un élément vérifiant I'équation ¥ (y,) =0 toutes
les fois que U(Y)=0. Désignons par G’ le contredomaine de
Popération U(x). Clest un ensemble fermé (lemme 8). Supposons
que Pélément y, n’est pas contenu dans G'; il existe alors, en
vertu d'un théoréme analogue au théoréme 2 1), une fonctionnelle
Y, telle que Yi(yo)=1, Yo(y)=0 (yCG’). Pour Popération
correspondante X, = U(Y;) il vient :

Xo () =Y [U(0)]=0 (xC E), donc U(Yy) =0,

ce qui est impossible, puisque Y, (y(,):: 1.

Réciploquement si yp = U(l()) CG e't U(Y) = 0 alors

Théoréme 6. 1. Si I'inverse de l'opération linéaire y == U(x)
existe et est continue, alors I'équation X==U(Y) est soluble
pour tout X donné.

Il. Si 'équation y = U(x) est soluble pour tout y donné,
alors

a) linverse de l'opération adjointe X=U(Y) existe et est
continue,

b) le contredomaine de lopération U(Y) est I'ensemble
des X remplissants la condition X (x)=0 toutes les fois que

U(x)=0.

Démonstration, Elle est tout i fait analogue & celle du
théoréme précédent. On remplacera dans celle-ci les lettres
x, 4, X Y, U Uresp. par ¥, X, y, x, U, U et on sappuiera
sur le théoréme cité dans le renvoi®l) au lieu du théoréme 2 et
réciproquement.

Théoréme 7. Si 'opération linéaire y=U(x) définit une
représentation biunivoque de I'ensemble E sur toutlensemble £/,
alors Popération Inverse est aussi linéaire.

Démonstrations Il résulte du théoréme 6 I b) que lequa-
tion X = U (Y) est soluble pour tout X donné, parce que U(x)==
est ici équivalent & x==0. La continuité de l'opération inverse
est donc une conséquence du théoréme 5 1l a).

") A savoir I, p. 215, Théoréme 4.
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Théoréme 8. Soit £ un éspace vectoriel admettant deusx
normes différentes: | x| et |x],, et complet pour chacune d’elles.
Supposons encore que lim | x, | = O entraine toujours lim | x,|; =0.

n-vco R—®

Alors aussi lim |x,||, =0 entraine toujours lim ||x, ==0, cest

n—m n—-w

© 3 dire: les deux normes donnent lieu 3 la méme définition de
- convergence, ou encore: il existent deux nombres m, // (0<<m<<M)

tels que

HX‘

m < <M,
‘.‘x‘

- pour tout x == O.

Démonstration. On lobtient comme application immédiate
du théoréme précédent en prenant pour les ensembles E, £’ le
méme ensemble E normé suivant la premiére resp. la seconde
norme et en définissant la correspondance par I'équation y=1.

Nous avons lintention de publier dans le prochain volume
de ces Studia une troisi¢me communication sur les questions aux-
quelles étaient consacrées les deux premiéres.

(Recu par la Rédaction le 6. V1. 1929).





