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Sur la convergence et la sommabilité des développements
orthogonaux

par
S. KACZMARZ (Lwéw).

Un des problémes les plus importants concernant les séries
orthogonales est le probléme de leur convergence ou bien de
leur sommabilité par une méthode donnée. Je me propose dans
cet ouvrage d’étudier ce probléme en présentant les résultats

" dejd acquis, en les complétant et en simplifiant quelquesunes de

leurs démonstrations.
Je me borne aux séries orthogonales
X a. g, (x)
avec
3 at<w,

Le premier théoréme concernant ces séries est celui de
Riesz-Fischer d'aprés lequel toute série de ce genre est un
développement d’une fonction f(f) au carré sommable, c’est
a dire telle que

b .
%zﬁ@%@&
et méme ’
b .
f(f——~s,,)2dt—>0, siosa =2, @, 9, ().
1

A présent on connait un grand nombre des conditions
suffisantes pour la convergence presque partout. Ces conditions
sont de deux genres: celles du premier n’entrainent la conver-
gence presque partout que pour un ordre donné de termes de
la série considerée, celles du deuxitme ne dépendent pas de
I'ordre de termes de la série.
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Les conditions du premier genre expriment I'ordre de gran-
deur des coefficients a, par rapport a l'indice. La premiére con-
dition du type considerée, qui a été donnée par M. Weyl, est

1

la convergence de la série S'a?n?. Ensuite M. Hobson a rem-
placé I'exposant —% par un ¢ arbitraire positif. M. Plancherel

remplace le facteur n“ par (lgn)® et finalement M. M. Radema-
cher et Menchoff remplacent 'exposant 3 par 2, et le dernier
démontre que la condition ainsi obtenue X a2 (lg n)t <w est la
moins restrictive possible.

Les conditions du second genre concernent en général
Pordre de grandeur de a, independemment de l'indice n. M. Men~
choff a établi la condition

2—¢
lan| <o, 0<e<2;
il I'a remplacé ensuite par la condition plus générale
3 o?[lg|lgfan|[1(gn)® o} <eo

w(n) étant une fonction croissante appropriée. M.M. Kolmogo-
roff et Orlicz ont substitué dans cette condition @ & la place
de @’ En outre M. Orlicz a trouvé la condition

So(n) (g nfa’<w.

L'existence des séries orthogonales partout divergentes con-
duit au probléme de la sommabilité par une méthode linéaire
donnée. On pourrait aussi, par rapport 4 la sommabilité, distinguer
deux genres des conditions; il est toutefois & remarquer, que
d’aprés un théoréme de M. Orlicz, les conditions du second

genre entrainent non seulement la sommabilité mais méme la
convergence.

En ce qui concerne les conditions du premier genre pour

la méthode (C,;1) M. Weyl a trouvé la condition Ta’lgn<owo;

ensuite j'ai proposé la condition X a?Vlogn <w et fmalement

M.Menchoff et moinous avons établis la condition X' a’(Iglg )2 << o0,
qui est la moins restrictive. En outre toute série sommable par
une méthode (C, a), a>>0 ou méme par la méthode de Poisson

est sommable presque partout par chaque méthode (C, b), >0

[théoréme démontré par moi pour 6> 1 et par M. Zygmund
pour b>o0]. D’aprés le théoréme de M. Menchoff il existe pour
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chaque méthode linéaire de sommation une série orthogonale,
qui n’est pas sommable par cette méthode.

Les conditions discutées jusqu’ ici ne concernent que les
coefficients a,l, les fonctions ¢, (x) étant tout & fait arbitraires.
Le probleme s'impose: Quelles hypothéses faites sur les
fonctions ¢,(x) entrainent la convergence ou la sommabilité
de la série X a,,(x)?

Dans cette ordre d'idées M. M. Menchoff et Kolmogo-
roff ont démontré que dans 'hypothése |¢,(x)| < 4 la condition
X alf,<w ou fy==0(lgn) n'est pas suffisante pour la conver-
gence. J'étudie dans cet ouvrage ce probléme, en faisant des
hypothéses sur la fonction de Lebesgue du systéme orthogonal
donnée, c’est a dire sur la fonction

b

‘ n | e
&n (X> == Eq]k (x) @y (t) l di.
2‘ 1

A ce but je généralise le resultat de M. Rademacher
d’aprés lequel
on (x) = O (yn>*1g n), >0 arbitraire

de la fagon suivante:

THEOREME. On a presque partout

0u (x) = o ({n"FIgn).

Dans le cas ol |9, (x)| <A on a ¢,(x)=0({n).

Je prouve ensuite les deux théorémes suivants:

1. Si ¢, (x) == O (1), la série converge presque partout.

2.8 1) 0.(x=0(f), 2 Xaf, <o, alors la série
converge presque partout.

La démonstration répose sur un théoréme de M. Banach
du calcul fonctionnel.

Dans le second chapitre jétablis des théorémes analogues,

qui concernent la sommabilité (C, a).
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I. Convergence de séries orthogonales.

§ 1. Envisageons un systtme normé orthogonal (g, (x))

c’est a dire tel que l'on ait

[0 9u ) =0 mn
0
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1

o209 dx =1
0
défini dans lintervalle (0,1) et la série

¢y 2 (x)

1
dont les coefficients a, sont assujetis & la condition
@ 2a? <.

1

On sait?), que sous la condition (2) il existe une fonction
f(x) de carré intégrable dans lintervalle (0, 1), liée aux a, par
les relations

an= [ 5 ()

Désignons les sommes partielles de la série (1) par s, (x).
Lemme 1.2) Si 1) u(n) est une fonction croissante
avec n vers -+ 00}
si 2) Xalu(n) <o
et 3) k<{u(n) <k+1,
alors la suite partielle s,,(x) converge presque partout.

Démonstration, On sait, que
1

<o
[lf=slrde= S =r.
-0 n1
donc
1
f[f—Snk]z dx = rnk-
0
x e r agr
La série ‘Ern& gtant convergente d’aprés linégalité
1

y 1 . . 2
-“-ly rnk’-':z (rnk"'— ’"k‘H) ]C < Z’an u(n),
on conclut, que la série X (f—s,,)’ converge presgue partout,

donc s,, -+ f presque partout.

1) F. Riesz, E. Fischer.
%) H. Rademacher, démonstration d’aprés Kaczmarz 2.
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Remarques. 1. Pour toute série (1) il existe une fonction
u (n) remplissant les conditions ci- dessus, par exemple la fonction

u(n)==r, —1<e<0.
2. Par une méthode analogue on peut démontrer le théoréme
de M. M. Riesz et Fischer: il suffit, en effet, de démontrer
la convergence presque partout de la suite s,, (x)
k<L u () < (k+1)%

en se servant de la série Y a,, ol

1 /1
Ay == [‘ Snk - snk+1 1 dx \\. V [[S“Ic - s"l:--l'-l ]2 d’(‘-
.0 0

3. Nous démontrerons plus loin une généralisation du lemme 1
(voir lemme 3).

4. D’aprés le lemme 1 la suite s, (x) converge presque
partout pour tout systéme {g,(x)}, si les coefficients a, restent
les mémes. ‘

Lemme 2.%) Etant donné: L. un systéme des N
fonctions orthogonales et normales

P, (0, @, (x), ...... Pp ()

2. un systéme des N nombres réels

-

Qpy Aoy evnns

il existe unie fonction J(x) et une constante K telles
que

a) pour tous i, k, 1 <i< k<N on a

k .
| 2 e g ()| < 800,

1
N
5) f P (x) de <K (lg N 3 a.
4]

1 ‘
Démonstration. Supposons d’abord N—9%. Il suffit de
démontrer, que

k 1
I%’an%(x)l <o) =59

¥) H. Rademacher, W. Orlicz 1. L’idée de la démonstration est celle de

M. Rad P et . o ; :
- ;ﬁfn%cal:le:cs'ms simplifiée (V'idée dev]a décomposition des ,segments* est
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A ce but envisageons r décompositions du segment {0,27)

en segments nimpiétants pas, de la fagon suivante: La premiere

décomposition soit donnée par les deux segments
(0,271 et [27-1, 2]

La (i+1)-éme décomposition résulte de la division en

deux segments égaux du chaque segment de la décomposition

i-éme. Puisque

3) =012 18,0 . 148, (6 =0,1)

donc tout nombre naturel k, tel que
0<k<2

est une somme des r segments tout au plus, dont chacun appar-

tient a des décompositions différentes.
k

Envisageant un segment (i, k) comme la somme 3. a, ¢, (x),
1
on a d’aprés (3)

r

Sk (x) = EP,—;
1
ou p, signifie un ségment de la i-éme décomposition; alors
st <r 2 pl
1

Désignons par A; la somme des carrés de tous les segments
de la i-&éme décomposition; on aura

() <rY A= (x);
1
d’autre part
; r N N

Y al 7
j W (x) dx = r3 (@+a+ . +a)=rY a=C(gN) X a..

1 1 1

Dans le cas général on a 22<N<2+. Complétons le

systéme orthogonal par les fonctions
Pt (), +o Py (x)

0

et posons
Appy = Ay = - = Gpr1 =0.

D'aprés ce qui précéde on a

1 . N r4+1\2 & 2 ‘SI’V 2
f(l)l(X)C[xi(\’(r”}”l)z%vai:(lgN)Z(]g-N) ‘127(1,2,<K(lg‘N) _;.aa,,.
0
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Remarque. Si nous effectuons une transposition des ¢,(x)
et an, la nouvelle majorante J'(x) serait modifiée, mais on aurait

aussi
1

N
f 02 (x)de < K (g N2 Y 2.
1

0

§ 2. En utilisant les lemmes précedants nous démontrerons
les théorémes sur la convergence des séries orthogonales.

Théoréme 1.¢) Si X a?(lgn)*< o
la série (1) est presque partout convergente.

Démonstration. On voit d’aprés le lemme 1, en posant
u(n) =lg,n, que la suite s,,(x) converge presque partout. Envi-
sageons maintenant la différence

5, (1) — sy (x), 20 <k << 27H,

D’aprés le lemme 2 on a

|Sk'—'52nl < ()\,,(x),

1 gn-F1
f&g(x) dx<K.nt Y a
g 241
or '
» ! © a1 @
b fag(x) dx <Kt Y d<KYa(gi)
1 1

5 241 1
donc la série Xd2(x) converge presque partout, alors d, tend
vers zéro, c'est a dire :
(s, — sym) = 0.
e r_ an I3 3 ’
Corollaire. La série gn ®a(x) étant, d’aprés ce qui

precéde, presque partout convergente, on a selon le théoréme
de Kronecker presque partout

su(x) = o(lg n).

On peut poser la question, si le coefficient lg?n, dans le
théoréme précité est le moins restrictif. Le réponse négative
découle du théoréme suivant:

Théoréme 2.7) Quelle que soit la fonction W(n)
positive, vérifiant la condition

W(n) = o(lg’n),

*) Démonstration de M. Rademacher simplifice.

%) Cf. D. Menchoff 1.
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il existe un systéme normé et orthogonal {¢.(x)} et
une suite de constantes réelles a, telles que
a) Ta’W(n)<ew
| b) la série Ya,¢.(x) diverge partout.

La démonstration de la propriété ) découle de la propriété
suivante du systéme {¢,(x)}, construit par M. Menchof#f:
il existe une suite de nombres naturels v, <, < w3 <. .. tels, que
Lo==0, Ng==0, Np—1=14201+m+...+u_1)<w, k=2,3..
2. en désignant ni=Ni_1+mp, 1 <mpy, s(x,p) =s,(x)

on a

1
[5G Ne—1) —s (o) | >
pour tout x d'un ensemble E,, » k==1,2...
3. lim E, = E, la mesure de E étant &gale a 1.
Nous pouvons maintenant généraliser le lemme 1.
Javais déja prouvé antérieurement?), que la condition
P
2 = <
Vk
suffit pour la convergence presque partout de la suite {s,,} et
d’autre part, que la condition

y1 T
~ T <o
n'est pas suffisante. On voit facilement, que le lemme 1 est
équivalent au lemme suivant: . :
Si la série 21, converge, la suite s, converge presque
partout.
Nous pouvons maintenant généraliser ce lemme de la ma-
niére suivante:
Lemme 3. Si

©
Y Flgk <o
.1 k

alors la suite sy, converge presque partout.’

Démonstration. 1l est aisé de voir, que I'hypothése est

équivalente a la condition suivante
o

2 2
,,;\J (azk_H +... a"k_H) lg k<oo.
ksl

f) S. Kaczmarz 2.
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Posons

ank—l—l . (pnk'f'l (X) ']” e —}.— a"k~{—1 . (I)"I:'AIJ (.X')\ * A/‘

0, (x)=
ou

‘42\",HF tal }:1

N1
et Ar=1, si tous les @, sont nuls.
Le systtme {®(x)} étant normé et orthogonal, on peut
considérer la série
> 1
26, @, (x), ol b= a
k=0 e
D’aprés I'hypothése “on a X b} 1g?k <o, donc la série (4)

converge presque partout; mais on a d’autre part
: L

Sny, (1) = 2 bi B (x),

l—-—ﬂ
donc notre lemme est démontré.
En s’appuyant sur le théoréme 2 on peut démontrer, que
Phypothése du lemme 3 est la moins restrictive.

Les théorémes 1 et 2 résolvent complétement la question

des conditions du premier genre de la forme
Salu(n) <o.

Mais ils existent aussi des conditions d’une autre catégorie,
par exemple

Zal P, <o, ol Y= 1Yn(ay, ay...);

les théorémes suivants s’y appliquent:

Théoréme 3.7) Si 1) ¢n~‘/—’“'*l

et 2) z'aﬁwn<oo,
1

alors la série (1) converge presque partout.
En effet, il suffit de considérer la série ¥ a,,

= (f=5n)* = (f~sapa)2

") S. Kaczmarz 1.
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Ona

J Vel <@+ Ve,

donc la série X' @, converge presque partout; il s’ensuit:

F—s,~0.

® 2z '
Théoréme 4.9) Si M|a,| <o, 0<e<?,
' 1
alors la série (1) converge presque partout.
Nous démontrerons ce théoréme plus loin, comme un co-
rollaire relatif aux conditions du second genre.

§ 3. Passons maintenant au probléme de conditions du
second genre, cest & dire aux conditions entrainant la convergence
presque partout de la série considérée pour tout ordre de termes.

Théoréme 5.Y) Si 1) u(n) est une fonction crois-
sante. vers o,

2) il ex1ste une constante ¢ et une suite de nom-

bres naturels n, tels, que ‘}, ( )<oo lcrn~H <clgn,

3) Tatu(n)lg?’n <o
alors la série (1) est convergente presque partout
pour un ordre quelconque de ses termes.

En s’appuyant sur ce théoréme nous pouvons aisément
démontrer le théoréme 4. A ce but écrivons la sulte | an| dans
Pordre decroissant |a, © |-

Puisque X

~¢ <o, donc

- slan |0

et par la ‘ :
a2, (g s (glg )+ <eo.
| D’aprés le théoréme 5 cette série converge presque partout
pour tout ordre de termes; il suffit de poser
u(n) =(lglgn)t+-.
Des conditions du second genre, mais d’une autre catégorie
que celle du théoréme 5, donne le

8) ). Menchoff 3, W. Orlicz 1.
1) Vide W. Orliez 1.

Studia’ Mathematica,
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Théoréme 6.19) Si 1)' u(n) est une fonction crois-
sante vers 4+

1
ARD) u_(—rs <o,
3) Sullg|lg|a.l|]lg?an].a? <o et

an—*or
alors la série (1) converge presque partout.

§ 4. Dans les paragraphes précédents nous avons étudié la
convergence des séries orthogonales sous des hypothéses con-
cernant seulement les coefficients; les résultats ainsi: obtenus sont
valables pour tous les systémes orthogonaux. La question s’impose,
quelles sont les conditions se rapportant aux coefficients si I'on
fait des hypothéses sur le systéme {¢,(x)}?

A ce but écrivons les sommes partielles s,(x) de la maniére
suivante:

=3 [fOn 09,6

En posant . ,
Ki(x,9) = 29, (x) 9, (y)
1
on a
1
sn(x) = f 70 Ko, 1) d.
0 « .
D’aprés M. Rademacher nous dirons, que . .

o) = [1Kn(x,5) | dy

est la fonction de Lebesgue du systéme {g, (x)}.

En suivant P'usage de la théorie des équations intégrales
nous appelons le n-iéme noyau du systéme {®a(x)} Pexpression
K, (xv.y)~ v

Etudions d’abord l'ordre de grandeur de #a(x). M. Rade-

macher a démontré1?), que 'on a presque partout

. 34-e
¢ ()= o (nlg n),

") Vide W. Orlicz 1, cf. aussi D. Menchoff 3.
1y 'H. Rademacher. : i

&¢>0 arbitraire.

Séries orthogonales. 99

Une meilleure approximation nous donne le théoréme suivant:.
Théoréme 7. Pour tout systéme orthogonal on
a presque partout
i+e
02(x) = o(nlg n).
Démonstration. Remarquons, que la série

M |
3 2
2 nlgn
est presque partout convergente, car on a aprés l'intégration

1
2 3 <0,

nlgn
donc d’aprés Kronecker

2 ) =o0 (n lg n).
1

Appliquons maintenant l'inégalité de Schwarz a 0.(x);
nous aurons

)

1

1
QW< [K2mnd=2 g,
0

ce qui implique presque partout
14¢
2(x)=o {n lg n).

Remarque. [l est évident, que le théoréme ci-dessus est
vrai pour toutes les suites monotones u,— o, pour lesquelles

= l<00,
up
donc en particulier on a ¢2(x) = o [nlgn(glg n)'*™].
Théoréme 8. Si 'on a presque partout
lpn ()| < A,

on aura presque partout

o (x)=0 (\/;1—)-
Démonstration. ¢2(x)< 3 ¢} (x) < A?.n.
1

Remarques. 1) Cet ordre de grandeur est le meilleur, comme
on le voit pour le systtme de M. Rademacher. :
. 7*
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2) On p.eut remplacer I hypothése du théoréme 8
lpn ()| <A
par la condition
) [9n () | < F(x),
F(x) étant mésurable. -
3) Si les gn(x) sont indépendantes de x (constantes de Le-
besgue) on a aussi 0,(x) = O({n), car:

9*”:ﬂ“”*:ffWW“”“ﬁéVfﬁﬂmoﬂ&x@:

Pour aller plus loin, nous nous servirons de théorémes
suivants:

Théoréme A.1?) Si une suite U,(X) de fonct)onnelles
linéaires et continues en mesure est telle, que

1) lim sup U.(X) est fini presque partout pour
tout X,

2) lim U,(X) existe presque partout pour chaque
X appartenant a un ensemble B partout dense dans
le champ E, dans lequel les U, sont définies,
alors la suite U,(X) tend pour chaque X presque
partout vers une fonctionnelle linéaire et conti-
nue en mesure.

Dans nos applications les X seront des fonctions au carré
sommable dans (0,1). ‘

-Lemme A.1%) Si 1) F(x,y,f) est une fonction symmé-
trique par rapport a x et y,

2) t=min [A(x), 4(y)]=1(xy), alors on a

11 101

[ [Flog it dedy <2 [ de [1F o2 dy.

00 ) : o0

Ces théorémes nous permettrons de démontrer la conver-

gence de séries orthogonales, si les fonctions de Lebesgue
remplissent certaines conditions. A ce but remarquons d’abord, que
la condition 2) du théoréme A est toujours remplie: il suffit de
définir I'ensemble B comme I’ensemble de toutes les combinaisons
linéaires des fonctions orthogonales ¢,(x) et nous savons, que
cet ensemble est dense en E.

2) S. Banach, Bull. des Sc. M. L (1926) Th 1.
13) A, Plessner, Crelles Journ. 155 (1925) p. 15.
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Nous nous appuyons dans la démonstration de la conver-
gence sur le théoréme suivant:
Théoréme 9. Si 1) 0o (x) < F(x).u?(n), F(x) étant une
fonction intégrable, ,
2) u(m)<u(n+1)
alors la suite
sn (%)
u(n)

converge presque partout.

snlt
Démeonstration. Soit X=f(t), U.(X) = i—((;% pour la

fonction f(t). Pour appliquer le théoréme A il suffit de démon-
trer la condition 1) de ce théoréme. A ce but posons

sl s®
() = max S ulp)

p &tant une fonction p(x) de x et du paramétre n. Envisageons

les intégrales 1
I — fvn(x) dx.
Ona ’
*fdx[f(t) K(’m dt ff(t)fK AR

Désignons par A la constante f f?*()dt. Nous obtenons, en
oo
S'appuyant sur l'inégalité de Schwarz

AfU(p*}

Posons g =p(y); on aura

[ e[S e et s

d’autre part

%G 0K (@) de=Ki (),

ou . . »
~ A=min (p,9),
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donce

([ 1K(y)
13&\‘4][' Z?(zju‘ dx dy.

D’aprés le lemme A on a
r<24fd ’_’%ngl dy <24 [Fode=K.

Les I, sont donc bornées; mais les v,{(x) croissent, donc
la suite v, (x) est presque partout convergente. Les hypothéses

sn (x)

du théoréme A4 étant vérifiées, la suite wn) converge presque
partout.
Remarques. 1) Par une modification convenable on peut

démontrer le théoréme 9, en remplacant la condition 1) par

0 (

n (X
u?(n
2) Si u(n)—+, on a presque partout

i Sn (x) .
lIm 2 (n) =

snv(x) =o[u (n)].

[l

Sn '
donce 2 () étant convergente

lim sup ; fini presque partout.

c'est a dire

En effet,

3
_f"./a,?

— 0,

1
dx:
u

u(n)

sa(x)
u(n) 0.

, on () < F(x), v
F(x) étant une fonction intégrable, la série (1) con-
verge presque partout. ‘

Démonstration.. En posant u(n) =1, on voit, d’aprés ce
qui précéde, que s,(x) converge presque partout.

Remarque. Au cas du systtme de M. Haar ou les 0n (x)
sont bornées on voit, que les développements dans ce systéme
de fonctions au carré sommable sont presque partout convergents.

lim

Théoréme 10. Si

Séries orthogonales. 103

Passons maintenant au probléme de convergence des séries,
dont les fonctions de Lebesgue ne sont pas bornées. Nous sa-
vons déja, que la croissance de ces fonctions ne surpasse pas

Tre
V nlgn; la question s’impose, s’ils existent des liaisons entre la
croissance des @,(x) et la convergence des séries. Une réponse
positive est donnée par le théordme suivant:

Théoréme 11. Si 1) ¢,(x) = O [u?(n)] presque partout
2) Y aw*(n)< + o,
1

alors la série (1) converge presque partout.
Démonstration. Il resulte de ’hypothése 2) et du lemme 2,
que la suite s,, (x) converge presque partout, si
k<u*(np<k+1.
Pour démontrer le théoréme, il suffit de prouver, que pour
n, <n<npona
' Sp— $n, 0.

A ce but posons b, =a,u(n); on a

= Sho.-L (s ;___1___)_
sn—sm = S b9 “,,le(? b ("))'(u @ G+ D)
g b 1
—‘1@ i';"i(x)-m-l-_,r i%(@-ﬁ‘
R Le théoréme 9 fournit ‘
| 3 bipn(x) | < e.u(d) pour i > N,
1
donc en prenant n, > /V on aura
1 1
; Is,l———snk{<8u(nk+1) H(nk)_ u(nk+l) +2e&
et
| Sn—sn, | < 3¢
c. q. f. d.

Remarques. 1) Pour les séries trigonométriques on a
0 (x)=Ollg n], “
donc la condition 3/ (a2 + b)1g k <o suffit pour la convergence
. < ,

presque partout (Plessner, Kolmogoroff).
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2) Les théorémes 7 et 11 donnent la condition suivante de
la convergence pour tous les systémes orthogonaux:
T 1+l
/_\, nlgn<o.
1

On voit, que l'on est loin ici du résultat du théoréme 1;
il est donc possible, que le théoréme 11 ne soit pas le moins

" restrictif.

II. Sommabilité des séries orthogonales.

§ 1. Nous savons déja, qu'ils existent des séries ofthog’o-
nales divergentes partout. D’autre part toute série (1), étant con-
vergente en moyenne c'est & dire vérifiant la rélation

f (f—=sa)* dx 0,

elle est aussi convergente en mesure ce qui 'empéche a diverger
vers - @ ou — oo sur un ensemble de mesure. positive. Il est

donc possible, qu'il existe une méthode linéaire de sommation’

dont le champ contiendrait toutes les séries orthogonales (1) ou
au moins une classe étendue. A la recherche de telles méthodes
est consacré ce chapitre. Nous étudierons tout d’ abord les mé-

thodes de Césaro-Holder.
A ce but désignons par

7 (x)
la suite des moyennes d’ordre r de la série (1) c’est & dire
1 n
o (x> = :4";' 2/1 A;_./c a, g, (x),
n o0

ol

. (r+1) r-2 r+k
ao(po(x) =0, ( k') ( )

Lemme 4.1%) Pour tout r>l la série

2
2n(o—o )
converge presque partout.

4) S. Kaczmarz 1:pour rz= 1, A. Zygmund 1, 2 pour » > %«
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Démonstration.
1 n k
== A A 2 an (). T ATAT,
n n— O -
donc
n——l Ar-1 2 3 Ar—l 2
5 [ P v 7 2 — 2 _______":g_‘) n =
G)n|(or—o07_Ydr= rz‘f)" a"k(A;A;*l +r2a A,

= A.+ B..

Mais en vertu de
4 1
An ~ _n_ t —
A° r> 2

on a
YB, <+ .

D’autre part, C; désignant des constantes absolues,
n—1 r—
2 R (k) 2r—2

- ‘ﬁﬁ
A <G n2rFL

T
donc ‘

N N 2r—2

Y (n "—l)
‘,}, A, < szaf,kzxk, ‘—‘2 TS
1 1 1T

2k oc

En écrivant x, = 3 + 3
le 2k+1

on a

2k k

3 < Gkt Y it < Cok
k41 1

g C4 k'2,

l‘{] 8

2k+1
par conséquant

N
)“1 C[ (Cs -+ C4) 2 a

La série {5) etant convergente notre lemme est démontré.

Théoréme 12.14) Sila série (1) est presque partout
sommable par la méthode de Poisson ou <, n, r>0
elle est aussi sommable (C, ¢, ¢ étant arbitraire
positif. :
Démonstration. Nous aurens recours aux theoremes suivants:

. (Hardy-Littlewood). Si 1) la.série 2, est sommable
par le procédé de Poisson, et

) p. 104.
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2) Enaﬁ <o )
alors cette série est sommable (C, d), d>— % arbitraire.

. (Hausdorff). Les méthodes (C,a+§) et (C,a).(C,p)
pour ,f, @+ > -1 sont équivalentes. ’
Si la série (1) est sommable (C,7), cette série et la série
X (oL —0!_) sont aussi sommables par le procédé de Poisson.
Donc d’aprés le théoréme I et le lemme 4 (pour r==1) la série
(1) est sommable (C,1).(C,d) cest a dire d’aprés le théoréme
1

II sommable (C,1+4), ot 1 +J> 5

En raisonnant d’une fagon analogue sur la série
¥ (o —or,), r=140>1
nous obtenons notre théoréme.

Il suffit donc dans Pétude d Tirk
borner 4 la sommabilité (C, 1‘)1‘ e de la sommabilité (C,r) de se

Théoréme 13.15) La convergence-presqué paftout
de la suite ' : '
$yn () == 5 (x, 27)

est la c.ondition nécessaire et suffisante pour la
sommabilité (C,1) de la série (1) presque partout.

Démonstration. A) Posons

u, = 5(x,2") — 0,5 ().
Nous avons :

e e (1)
fuzdx —_—Za? 122k s
donc °
1 k
f’f 2 »1 13’ 2 1% W 1
- | updx =2 — 2(i—1) = 2 (j— 7
k=1 ‘ it % ;1), ?ai L 1)22217‘—’
ou "

n—E (g k) +1.

Par conséquant
w 1
. o
3 h
2 fu,%dx< Ya?,
1 1
0

%) S. Kaczmarz 2.
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ce qui donne presque partout

u,~+0,

donc la convergence de s(x,2*) est une condition nécéssaire.

B) Supposons, que s(x,2") converge presque partout.
Alors-d’aprés A) la suite 0,,(x) converge aussi.
Envisageons la différence

G, — Oy
pour 2" < k < 2"+1, Nous avons
. k—1
P e —
0, — Op =2, (0, , — 0).
i=2n :

Appliquons a légalité précédente Iinégalité de Schwarz;
nous obtenons

g1 gn+1 1 gn+1
(0, — 0t < Y (i1 — o). Y — < C Y i(oa—a).
gn 2n an

Le second terme tend vers zéro d’aprés le lemme 4 presque
partout, donc la suite 0;(x) converge presque partout.

§ 2. Etudions maintenant les conditions de la sommabilité
(C, 1). Commengons par celles du premier genre. Nous avons
un théoréme analogue au théoréme 1.

Théoréme 14.1%) Si
Siaz (glgnp <+ oo,
1
alors la série (1) est presque partout sommable (C,1).
Démonstration. D’aprés le théoréme 13 il suffit de démon-
trer la convergence de la suite s (x, 27). Il résulte de I’hypothése .
que ,
2(a§n+1+ oo tal ) (lgn) <o,
donc d’aprés le lemme 3 la suite s(x,2") converge presque par-
tout et notre théoréme est démontré. ‘
Le facteur (Ig lg n)? est le moins restrictif comme le montre
le théoréme suivant:
Théoréme 15.16) Si V(n) étant une fonction crois-
sante vers 4+ on a 1) V(n) =o[(glgn)’,

16) D, Menchoff 2, S. Kaczmarz 3.
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2) X6V (n) <oo,
alors il existe une série orthogonale
‘ = bn W (x)
qui n’est pas sommable (C, 1) dans tout lintervalle
(0, 1). ' ‘ )
Démonstration. Posons
W(n)=1V (2"
et considérons la série divergente 3 a,¢,(x) mentionnée dans
le théoréme 2. Mettons ‘
Wyn () = u (x)
by =a, - pour ny <ln L —1;
pour les autres indices m soit Y, (x) égale & une fonction' de la
suite {¢.(x)}, différente de y,i(x) et b, soit égal A zéro.
D’ aprés le théoréme 2 la suite s(x,27) de la série
2 by Y (x)
diverge partout, donc la suite 0y (x) diverge presque partout
d’aprés la démonstration du théoréme 13. Pour obtenir la diver-
gence de la suite 6,,(x), et par la aussi celle de la suite 0, (x)

en tout intervalle, il suffit de poser dans l'ensemble de mesure
nulle '

Yyn (x) = bi

2n

Le théorémes 14 et 15 donnent une réponse compléte 3 la

question des conditions du premier genre pour la sommabilité

(G, 1). Les conditions du second genre sont identiques aux celles
pour la convergence comme le montre le théoréme 16.

Théortme 16.17) Si la série (1) est sommable pres-

que partout par la méthode (C,1) pour chaque ordre

des termes, cette série est auss; presque partout
convergente. . ,

Démonstration. La série (1) soit presque partout -sommable

(C,1). Daprés le théoréme 13 la suite s (x,27)

- e converge aussi.
Considérons la série partielle

X a,,k(p,,k(x)

1 r r s .
") Une généralisation donne W. Orlicz 2.
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convergente presque partout absolument (il suffit pour cela
X|a,| <w). Ordonnons maintenant la série (1) de la fagon
suivante : ' »

Les termes aux indices 2° de la nouvelle série seront
succesivement le premier, second etc. de la série (1) avec

, . .
- Pexception des termes @, ¢n, (x), qui occuperons les places aux

indices m 3= 27,

D’aprés ’hypothése cette nouvelle série est sommable (C,1)
presque partout, donc la suite partielle s'(x,2") converge pres-
que partout. Envisageons maintenant une seconde suite s”(x,27),
en remplacant dans s'(x,2") les coefficients de termes aux indices
2 par zéro. Cette suite s”/(x,2") converge, puisque c’est la série
30, Pu(x) transformée, donc la différence s'(x,27) — s"(x,27)
converge aussi. Mais cette différence est la suite pariielle de
sommes de la série , '

X an Pn (X),
ol lapostrophe signifie, qu'on a rejeté les termes aux indices ny,
en mettant en méme temps les autres termes a, @, (x) a la 27-iéme
place et des zéros aux autres places. Si nous ajoutons maintenant
i cette série les termes an,@n, (x) convenablement nous aurons
notre série primitive; elle est donc convergente.

§ 3. Elargissons maintenant sur les méthodes (C,r) les
théorémes du Chapitre [ § 4 concernant les propriétés. du systéme
orthogonal et leur influence sur la convergence. Tout d’abord
&tudions la sommabilité (C,1).

Désignons par K', (x,7) I'expression

o - k—1
Kialo )= Yol 7 0 (1 — )
1

et posons
1

00— [IK'a(xD) dt

0
Théordme 17. Si 1) u(n) <Lu(n+1)
2) ¢ () < F (x)u?(n),
F(x) étant une fonction intégrable alors la limite
. on(x)
nh_rflm u(n)

existe presque partout.
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Démonstration.

1
0 () = f FOK nat)d;

en posant ‘
O (x) ()',,()C)
vn(x) = max —F =237
(=D e ® T ulp)
on obtient

n () _ff( ) P((JC; 1) dt.

D'aprés le théoréme A il suffit de démontrer, que I'on a
1

L= v, (x)dx L C
b
Pour cela effectuons la transformation

1n~ff(t) [f’{ () d}dz
1§<A.f[fmp3 dx'at

Par une voie déja connue nous arrivons a expression
Y S k—1
5] g Eomwfi 5
HA] [ Tawnm (- S —) dx dy.
La somme sous lmtégrale est égale 2

,ﬂK<xy>( +i-—%l)=

= YK/ (t,5) 2 L 1Ky ( l-.g&il)
f () PG + (%) ? +
donc d’aprés le lemme A nous avons

2
< A/fd’:(‘i)g 7 K|+ K |L

<4Afu2ix){l,gsz(X)uz(p)+F(x).a(p)} |

-<;8AfF(x)dx=:C
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Remarque. Si lim u(n) =, on a

0n (x) = o [u(n)].

fG,,(x) dx 1 SH1 al,

ufm) S @@ T

En effet

donc la limite est zéro.
1 _
Théoréme 18. Si 1) f F(x) dx < + oo

2) o' () < F(x),

alors la série (1) est presque partout sommable (C,1).
En effet en posant u(n)=1 on voit d’aprés le résultat
précédant que la suite 0,(x) converge presque partout.
Pour aller plus loin nous avons besoin du lemme suivant:

m;
Lemme 5.1%) Si pour une série @,
1

1) op,=0(v,), v, étant une suite de
nombres croissants

%) 1-——0(

n ’Un)

. Cp .
alors on a pour la suite wn == la relation
n

, Sn — 0 (1) +S'In
ou S, et 5, designent les n-iémes termes des moyen-

1
nes arithmeétiques des suites w, et s’ 42 —
n

Démonstration. S, = >’ Z—i (n— k+1).
1
1

1 i 1 \:f — ___—1_
Si=y Y=kt D ot M k+1) (- =),

%) Pour le cas général v. A. Zygmund 4, Satz IL
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La premiére somme tend d’aprés I'hypothése 1) vers zéro;
dans la seconde posons

, 1 1 ’
f="_(n— k+1) (;k———;;) pour k=1,2,... n
Be="0 . pour k> n.

On a ‘

n k n

yakﬁl.“ Mo Y e =2 12f. 5
1 1 1

Mais . . .
42 —_— o i — k y 2 .,
A= 1. o + .1 oo +(n— k). o

donc

n n 1 1 B 'l, 1
. 120, — 31 4 g o /n . — k 2,
_12'5k.J B = ,1_,514_ (/ o +"I’0A-+1) +%s (n ) A o

Il suit de 'hypothése 2), que

n

R 1)
%Sk‘_'/;/:——ao(k’uk).()(kvk) = 0 (n)

2 slk ‘!j 41_ =0 (n)y
1 V-1

d’autre part
n

Lo e p g 2Ly ol
;—?sk(n k)J Uk’“'Sn"'l-nlz’skﬂjvk.

Le second terme tend vers zéro, ce qui achéve la démon-
monstration.

Théoréme 19. Si 1) g’n(x) <F(x).un)
| 2) 1

=0 E}'@]’
<=

()

3) Z’k!f (k)

4) ya’ u? (n) <o,

alors la série (1) est presque partou’t sommable (C, 1)

Démonstration. D’aprés le théoréme 17 on a presque par-
tout pour toute série (1) -

0n = o[u (n)],

a0
donc aussi pour la série Y a, u (n) ¢, (x).
1

Séries orthogonales. 113

Pour prouver la convergence de la suite 6, (x) de la série (1),

il suffit selon le lemme 5 de démontrer la sommabilité (C,1) de
i 1 . .

la série ) s’y . 42 2 (5 Nous démontrerons, que cette série est

presque partout convergente, donc aussi sommable (C,1). En
effet on a

sk]dx \/Zaz(k 1)2</<\/ ya-<kA

A= \//}ja?, donc
1

fl‘s’klidz ;l%gldngl.klzﬂz%l.

D’aprés 'hypothése 3) la série 3k ]JZ

ol

o (5| converge, ce
qui fait que notre série converge presque partout.

Remarque. Les hypothéses 2) et 3) sont vérifides pour
u(n)=Ilgn, lglgn etc.

On peut généraliser les théorémes précitées sur les métho-
des (C,r), r=2,3,... . Pour cela nous nous appuyons sur le

lemme suivant:

Lemme 6. Si f,(x)———[(l—;) (1—7”2 r—=1,2,...

pour r<g 0<xp,
alors il existe une constante C, telle, que lon a

Idiﬂ(x)]<%. 1<ir+1.

Démonstration. Pour i=1 on a

Af ) =f&+D)—f ) =f (x+H=

=Gy D21

Pq P g
oll oL H L1,
donc ) .
1 1 2(x+5“‘ : ll ‘ r
4f. Lrl————"""L 1 <Lr|—=1 < —
| 4f @< P q pq P gl p
Studia Mathematica. ‘ 8
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- Supposons, que pour k< { on a

- C—
2w <=

pour 0 <y <ﬁ+r+ 1. Alors

flly)=r [fr——l () - (%g — % — _(1}_”(1.“1):

i Bt et 2

donc

1@ <7

Cr1 (2 1 '
et L - S5 2
P Pq P q P pql
rCo (2p+2r+2 —gl

P q. v

<

+2+24
D’autre part
| 4, @) =17 (e + 9,
et puisque x +3i<p-+r+1, cela implique
; G
I‘dlf"(x)l <F:
c. g f d.

- Pour aller plus loin, désignons par K (x,y) le n-i¢me terme
“de la suvite des moyennes (C,r) pour la série '

?%@%@

Soit de plus 0, (x) la suite des moyennes de Riesz (R, 7) pour

la série (1) c’est a dire
) =S argn (91— £,
1

Pour démontrer sous certaines conditions la sommabilité de

" la série (1) pour la methode (C,1) il suffit d’aprés le théoréme

12 de prouver, que la série (1) est sommable par la méthode (C, .
Mais on sait, que les méthodes de sommation (C, r) et (R r)
sont équivalentes, il suffit donc de considérer la convergence de.
la suite o7, (x). .
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Théoréme 20. Si 1) u(n) <uln+1)

D) [Fe)de<+eo

1
3 [1K,0a9) 1 dy < F G (o),

alors la suite
0, (%)
u(n)

converge presque partout.

Démonstration. Désignons par analogie au théoréme 17 par
v, (x) Pexpression

u_%ﬁ o (), p=p ().

Pour démontrer notre theése, il suffit d’aprés le théoréme 4
de prouver, que la suite croissante
1

Ln=|va(x)dx
0
est bornée, On a en effet

A=ﬁwﬁ}§§mw@mh—%h,

donc

k

6<A{h@%@émm%@@~%1~ﬂh@

d’aprés les notations du théoréme 17.

Posons pour abréger

-5

k k

S: (x: y) =K, (x’ y) :“—121 Pi (x) @: (y)» S;:_H (x: )] :é:‘s; (x»y),

L(x,y) :%1 or (x) 9 () - 2
8*
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On aura
-1 a1
L (x9 y) —"2 SZ:J(Z;. —251; A? op + S},_.1 Ao =
2—1 ‘
——ZS;; A1 g +ZS1_1 45 o,
=1

En s’appuyant sur le lemme 4 on obtient
P r
E<2Afaf o Dsiatal + DS aa . dy
T 1

Or, on démontre aisément par I'induction, que
1

[15k1dy <Pyl i,

0

ﬁs |dy <F() .. 2(p). G,

0

oit C est une constante. On a aussi

(201 =] 30 (Joppems] <21 1 = 228 D

P P
En tenant compte du lemme 6 et des inégalités ci-dessus
on déduit

2y _Cr
E<2affn | Sroem e S
+EF(x)u2(p)~—r.C.p’J
1 P

\<2A[C,+CD.r]fF(x)dx.
La suite 7/, étant bornée nous voyons que la suite

o (x)
u(n)

converge presque partout.
Remarque. Si u(n) > on voit, que

0. (x) = o [u (n)].
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1
Théoréme 21. Si 1) f F)de <+

2) f | i 9) | dy < F o,

alors la série (1) est presque partout sommable G 1),

En effet, d’aprés le théoréme 20 la suite 0,(x) converge
presque partout, si on pose u(n)=1. La série (1) est de ce
fait sommable (C,r), donc aussi (C,1).

§ 4. On peut poser la question, si les fonctions de Lebes-
gue pour les méthodes (C,7) et (R, r), r=1,2,..., que nous

désignons par [ | CK, (x,y) |dy et||RK,(x,y)|dy, sont du mé~

me ordre de croissance. La réponse est positive:
Lemme 7. On a presque partout

Da=| [ICK 9 dy —[|RK. () dy | = 0 D).

Démonstration. CK,= (;}l__-;) ;’ or () 92 () (n + rr—— k}
r
RE=Zn @m0 |i—=) .

Il s’en suit

Do<[ICK—RE N dy=[1Z 3@ s) sl o

en posant
' +r—k
B G
T T A nl’
r
On a de plus
D, <X 924x) . ¢,
1
mais

er < (1__nfr)’__(1‘___{_:_)'< rk(%_—n—lkr)':n(::f-r)
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donc

’ kz Zkz‘Pk(x)
Zgok(x) 2(n+r)2 7A1

Le second terme tend vers zéro presque partout et le lem-
me est établi.

Pour aller plus loin nous avons besoin des théorémes sui-
vants: '

Théordme 22. Si r>1, on a presque partout pour
les moyennes de RleSZ de la série (1)

0{""—0'"—)0.

Démonstration. Nous savons, que les méthodes
RD.R1 et (R1+47

sont équivalentes, il suffit donc de démontrer, que I'on a pres-

nt

‘que partout pour r >0

—Z(Gk—ak 1) ~0.

np—1
A ce but remarquons, que la série

=) . 1 P . —
2w (@), w(P)"—'—‘-’;Z(Uk_“k b
1 1
converge presque partout. En effet
: —1\2 5 2 i\2r—2
f(o‘k——-o'k )dx—‘ Zai'izAik, Aik=(1_’7€—) s
1
0
done
P
fw () dx =2 5.2

Mals

zAlk—ﬁz = k2

_i)Zr —2 o] 121'—-2

& (k
2 k‘ 2 k2 —2( [+ 1) <2 +l)2< )

i—1 i+1

donc par conséquant

@ } sq 2 ®
wa(Q")dx<2§1;2afi< cl'a.
1 H 1 1 . 1
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La série X w (27) étant convergente nous savons, giie
w (27 - 0.

D’autre part on a pour 2" < P < 2n ¥t

iR
w (p) < Z(UL — o V< 2w (20,

ce qui donne

w (p)~ 0.
L'inégalité de Schwarz fournit

1 w12
T <

ce qui montre que notre suite tend vers zéro.

1 n
L Sy —a,

Théoréme 23. Si 1) f | CK, () | dy < F (%) uﬁ(n),

F(x) étant une fonctlon intégrable,
Din<Lun+1), un)-o»

3)

"u—@'ﬁu—@

Zkld

= ® <L+

4 Zaﬁuz(n)<+°°,
1

alors la série (1) est presque partout sommable (C,1).
En effet d’aprés les théorémes 20 et 22 on a presque

partout
0, (x) =o.[u (n)],
donc notre série est sommable (C, 1) [théoréme 21].

§ 6. Nous analyserons encore briévement d’autres méthodes
de sommabilité. Nous savons [déji, qu'aucune des méthodes
(C,7) ne contient toutes les séries orthogonales. Il est. done pos-
sible, qu'il existe une autre méthode de la sommabilité, valable.
pour toutes ces séries. Le théoréme suivant donne une réponse
négative, du moins & ce qui concerne les méthodes linéaires.
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Théoréme 24.1%) Etant donnée une méthode liné-
aire quelconque on peut trouver un systéme des
fonctions orthogonales qJn(x) et une suite de nombres
@n telles, que’ :

1) Zan <l°°
1

2) 3 a.¢.(x) nest pas sommable par cette metho-

de pour tous les x. :
La démonstration de ce theoreme obtient M. Menchoff

en construisant des exemples convenables.

Remarque, D’autre part il existe pour chaque série (1) une
méthode linéaire spéciale d’aprés laquelle cette série est som-

mable presque partout. La méthode suivante en est pour I’exemple:

Soit n, la suite d’indices telle, que s., converge presque
partout (lemme 1). Définissons maintenant le tableau lindaire de
M. Toeplitz de la fagon suivante

T (X) =2'a,“.X,., k=1,2,...
. ,

a,=1 pour i=n,,
~ a,;=0 pour iFn,
Il est évident, que notre série est sommable par la méthode

correspondante a ce tableau.
Enfin nous démontrerons le théoréme suivant:

Théoréme 25.20) Si 1) W(n) est une fonction crois-
sante

2) lim W(n) =

alors il existe une méthode lineaire d’aprés laquelle
toute série (1) remplisant la condition

Zw' a Wi(n) <o
< .

~est presque partout sommable.

19y Vide D. Menchoff 2.

20) Une autre démonstration chez D. Menchoff 2.
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Démonstration. Soit ni le plus grand nombre entier pour
lequel
g2k <W(n) <lg?(k-+1).
La suite s, (x) converge d’aprés le lemme 3 presque par-
tout. Cette suite donne, selon la remarque précédente, une mé-
thode linéaire de sommation.

(Recu par la Rédaction le 30. IV. 1928).





