Ueber topologisch homogene Kontinua.

Von
D. van Dantzig (Rotterdam).

§ 1. Einleitung.

1. Der Begriff der topologischen Homogenitit lusst gich 1n man-
nigfacher Weise fassen:

a. Eine Punktmenge M heisse mikrohomogen, wenn es zu je zwei
ihrer Punkte  und y je eine ihrer Umgebungen U(z) baw. U(y)
gibt, die sich solcherweise topologisch auf einander abbilden lassen,
dass sich z und y gegenseitig entsprechen.

b. Eine Punktmenge M heisse (topologisch) homogen, wenn es zu
je zwei ihrer Punkte z und y eine topologische Transformation von
M in sich gibt, die z in y uberfuhrt!), anders gesagt: wenn die
Gruppe aller topologischen Transformationen von M in sich tber M
transitiv ist.

c. Bine Punktmenge M heisse bikomogen, wenn es zu je zwei
ihrer Punkte x und y eine topologische Transformation von M in
sich gibt, die z und y vertauscht 2).

d. Eine Punktmenge M heisse involutorisch homogen, wenn es zu
je zwei ihrer Punkte » und y eine involutorische Transformation
von M in sich gibt, die z und y vertauscht. Dabei heisst eine topo-
logische Transformation involutorisch, falls dus Bild des Bildes eines
beliebigen Punktes z mit z zusammenfallt ).

1) Die Definition stammt von W, Sierpidiski, Sur une propricté topologifue
dos ensembles dénombrables denses en soi, Fund. Math. 1 (1920) 11—186.

%) Vgl. C. Kuratowski, Un probléme sur les ensembles homogénes. Fund,
Math. 3 (1922) 14—19.

#) Diese Homogenithtsbegriffe lassen sich noch verschiedentlich feiner abstufen.
Z. B. kann man eine Punktmenge M ,fasthomogen" nennen, wenn zu irgend zwei
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Offenbar schliesst jede dieser Kigenschaften die vorangehenden
ein. Die sonstigen logischen Relationen zwischen diesen vier Eigen-
schaften sind noch nicht vollstindig bekannt. Wohl hat Kura-
towski®) ein Beispiel einer (zwar nicht abgeschlossenen) ebenen
Menge gegeben, die homogen, aber nicht bihomogen ist. Weiter ist
klar, dass die Vereinigung einer Kugelfiiche und einer dazu frem-
den Torusfliche eine Punktmenge ergibt, die mikrohomogen, aber
niecht homogen ist.

2. Eine (zusammenhsngende) r-dimensionale Mannigfaltigkeit "M
besitzt die drei erstgenannten Eigenschaften ¥). Dies geht unmittelbar
daraus hervor, dass sich zu je zwei Punkten z und y e”M°) eine
r-dimensionale Kugel "K angeben lisst, die z und y als innere
Punkte enthilt, und dass es eine topologische Transformation von
K in sich gibt, die z und y vertauscht und jeden Punkt der Be-

Punkte 2 und y einer festen, in M dichten Teilmenge N von M eine topo-
logische Transformation von M in sich existiert, die 2 in y fiberfiihrt, Anch liest
sich z. B. die Mikrohomogenitit einerseits dadurch verschéirfen, dass die simtlichen
Umgebungen U(z) homtomorph mit einer selben (homogenen) Punkimenge sein
sollen (,gleichmissig mikrohomogen®), andererseits dadurch abschwichen, dass
man. zu je zwei Punkten = und y nur die Existenz von zwei hompomorphen Umge-
bungen U(x) und U(y) fordert, ohne dass sich 2 und y bei der Abbildung von
Ul(x) auf U(y) zn entsprechen brauchen (nfastmikrohomogen*); drittens kann man
sowoh! die Abschwichung als die Verschirfung vornehmen (,gleichmissig fastmi-
krohomogen*). Der letste F'all umfasst eine grosse Klasse von Mengen, zu der z. B,
die verschisdenen Universalkurven von Sierpidski und von Menger gehiren.

Schliesslich l4sst sich z. B. der Homogenititsbegriff dahin verschirfen, dass
man fordert, dass je & beliebige verschiedcne Punkte @,,..., % der Reihe nach
in je % andere beliebige verschiedene Punkte y,,..., y ibergefiihrt werden kinnen
(,k-fach homogen*). Diese Eigenschaft kommt der n-adischen Solenoide (Vgl.
§ 2) mur fiir k=1 zu, der offenen Strecke nur fir k=< 2, dem Kreise nor fiir
k < 3, allen Mannigfaltigkeiten deren Dimension =2 ist aber fiir beliebiges end-
liches %. Entsprechende Erweiterungen lassen gich fiir Bihomogenitit und invo-
lutorische Homogenitit, sowie fiir die metrischen Homogenititsbegrifie for-
mulieren. :

4) L. c 2.

% Eine ,r-dimensionale Mannigfaltigkeit® wird hier immer als simplizial
zerlegbar vorausgesetzt. Uberdies wird anéenommen, dass M unberandet und
zusammenhdngend ist,

¢) Wir benutzen das Peanosche Bymbol e fiir den Ausdruck o(ist) Blement von®,
sowie die Bezeichung {x}gy fiit salle Elemente z, die die Eigenschaft FE ()
besitzen”.
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grenzung von ‘K invariant lusst. Die Frage, ob eine jede Mannigfal-
tigkeit involutorisch homogen ist oder nicht, ist noch unentschieden 7).

3. Es lusst sich jetzt die Frage stellen, ob es moglich ist, die
Mannigfaltigkeiten durch ibre Homogenil#tseigenschaften zu charak-
terisieren. Dass jedenfalls noch andere Eigenschaften hinzutreten
miissen, lasst sich unmittelbar an dem Beispiel der Cantorschen
nulldimensionalen Menge erkennen, die involutorisch homogen, aber
keine Mannigfaltigkeit ist. Mit der Frage, welche diese addition-
nellen Eigenschaften sein sollen, wird ein weiter Problemkreis ertfinet,
zu dem Anhaltspunkte kaum noch vorliegen. Zwar hat Mazur-
kiewicz8) gezeigt, dass eine homogene beschriinkte ?) im kleinen
susammenhingende 10) ebene Kurve eine Mannigfaltigkeit (n#mlich
topologisches Bild des Kreises) ist, aber seine Beweismethode lusst
sich ohne weiteres weder auf ebensolche Raumkurven, noch auf
beliebige ebene Kurven ausdehnen.

Wir verschirfen daher die Problemstellung und fragen, ob die
zusammenhingenden Mannigfaltigkeiten vielleicht unter den im klei-
nen kompakten 1) eusammenhingenden Riumen durch jhre Homo-
genititseigenschaften ausgezeichnet sind,

4. Tn der vorliegenden Note werde ich zeigen, dass anch diese
Frage zu verneinen ist. Zu diesem Zweck werde ich fur jede na-
turlicke Zahl n eine (kompakte) Kurve 3, konstruieren (§ 2, ),
die ich, ihrer anschaulichen Gestalt wegen, die n-adische Solenoide
nennen mdochte. '

Diese Kurve gentigt den schirfsten Homogenititsforderungen,
ohne aber eine Mannigfaltigkeit zu sein. Und zwar ist sie involuto-
risch homogen, nicht nur im oben definierten topologischen, sondern

1) Insbesondere ist es mir nicht gelungen, zu entacheiden, ob z. B, die 3R
nach Weglassung einer Kleeblattschlinge involutorisch homogen bleibt,

%) 8, Mazurkiewicz, Sur les continus homogénes, Fund, Math, b (1924)
187—147.

%) Diese Einschrinkung ist unwesentlich. -

10) Eine Menge ist bekanntlich im kleinen susammenhdngend, falls zu jedem
ihrer Punkte beliebig kleine zusammenhiingende Umgebungen existieren,

11) Eine Menge heisst im kleinen kompakt, falls zu jedem ihrer Punkte eine
Umgebung -existiert, deren abgeschlossene Hdtille kompakt ist, d. h. zu jeder un-
endliche Folge von in ihi enthaltenen Punkten mindestens einen Grenzypnnkt enthilt.
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sogar im metrischen Sinne, Letzterer Begriff stiitzt sich auf die fol-
gende Definition.

5. Eine Punktmenge M heisse homogen-metrisierbar, falls sich
zu ihren Punktepaaren eine solche, den bekaunten Fréchet-Haus-
dorfschen Bedingungen geutigende Entfernungsfunktion definieren
lésst, dass zu je zwei ihrer Punkten 2z und y eine isometrische, (d. h.
ein-eindeutige und simtliche Entfernungen invariant lassende) Trans-
formation von M in sich wastiert, die x in y tberfthrt '%).

Ganz entsprechend definiert man die Begriffe: milkrohomogen-,
bihomogen- und involutorisch homogen metrisierbar.

6. Eine homogen-metrisierbare Menge ist offenbar topologisch
homogen. Man konnte vielleicht erwarten, dass auch umgekehrt
eine topologisch homogene Menge, falls sie tiberhaupt metrisierbar
ist, auch homogen-metrisierbar wire. Dies ist aber keineswegs der
Fall: es gibt sogar schon zweidimensionale Mannigfaltigketten, die
nicht homogen-metrisierbar sind. Von den geschlossenen Flichen
sind pimlich nur die Kugel, der Torus und die projektive Ebene
homogen-metrisierbar, von den offenen Flichen nur die Euklidische
Ebene, die Zylinderfliche (= Kreisring) und das Mobiusband *3).
Um so merkwiirdiger ist es, dass die Solenoiden diese Eigenschaft.
sogar im schirfsten Sinne, besitzen. (Vgl. § 4, 23).

7. Obwohl die n-adische Solenoide ftr # = 2 weder eben noch
im kleinen zusammenhéingend ist, lisst sie sich sowohl geometrisch
als analytisch durchaus einfach behandeln, im letzten Fall am besten
mit Hilfe der Henselschen n-adischen Zahlen 4). Ihre Homogenitits-
eigenschaften beruhen wesentlich auf der Tatsache, dass sie Grup-
penbild ist.

Die Frage, ob vielleicht die Solenoiden fiir =2 alle unter-
einander homdomurph sind, wird in § 6 beantwortet, und zwar in
verneinendem Sinne: Es gibt abzshlbar unendlich viele paarweise
verschiedene Solenoiden. Insbesondere reiht sich fir a=1 der

13) Dieser Begriff kommt schon bei P. Urysohn vor, Sur un espace métrifue
universel, Comptes Rendns, 180 (1925) 803—805.

13) Vgl. D. van Dantzig & B. L. van der Waerden, Ueber mebrisch
homogene Rdume, Abh. aus dem Math. Seminar Hamburg, 6 (1928) 367—376.

1) K. Hensel, Zahlentheorie, Berlin & Leipzig, (1913), Kap. 3 und 4.
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Kreis als ,monadische Solenoide“ dieser Klasse von Kurven ein.
Gleichzeitig lasst sich die Gruppe aller topologischen Transforma-
tionen von 3, in sich, sowie die Geesamtheit aller eindeutigen stetigen
und aller topologischen Abbildungen von 3, auf X, bestimmen (in-
sofern solche Uberhaupt existieren). Insbesondere stellt sich dabei
heraus, dass die Deformationen von 3, in sich von einer speziellen
Klasse fastperiodischer Funktionen !5) abhiingen.

8. Die Ergebnisse dieser Arbeit diirften vielleicht wegen der
merkwlrdigen in ilr klargelegten Beziehungen zwischen topologi-
schen, algebraischen (n-adische Zahlen) und funktionentheoretischen
(fastperiodische Funktionen) Verhaltnissen von etwas allgemeinerem
methodischem Interesse sein als aus ihrem Ausgangspunkt hervorgeht.

§ 2. Definition der n-adischen Soleneide.

9. Von der n-adischen Solenoide liegen flir n==2 zwei ver-
schiedene anschauliche Konstruktionen vor, die beide zwecks Un-
tersuchung der Zusammenhangsverhdiltnisse aufgestellt worden sind,
ohne dass bisher die Hom&omorphie der beiden Punktmengen, ihr
Zusammenhang mit den n-adischen Zahlen oder ihre Homogenitits-
eigenschaften bemerkt wurden.

10. Es sei 7, ein Torus, der eine jede Meridianhalbebene &
in einem Kreis K mit Mittelpunkt ¥ und Radius == 1 schneidet.
Sodann sei 7, ein sich im Inneren von 7, n-mal herumwindender
Torusschlauch. Und zwar moge er jede Meridianhalbebene E in genau
£K,_; schneiden, deren Radien je = é% sind,
und deren Mittelpunkte oM, M,,..., (M, ein regelmissiges, mit

n Kreisen K, (K,,...,

eK konzentrisches n-Eck mit Seitenlinge = siu% bilden, das wih-
rend einer vollen Drehunnf vou E eine Drehung um seinen Miltel-
punkt tber den kae.l ————— bzgl eines mit E mitbewegten Koordi-
natensystems vollfubrt. Allgemem sei T, ein Torusschlauch, der eine
jede Halbebene £ in n* Kreisen K, (2, =0,1,..., n--1)

oy

19 Vgl.z B, H, Bohr, Fastpcrwdwche Iwmktwnen, mhresbenchte derD. M. V.,
34 (1925) 2b—41.
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schoeidet, die je einen Radius = (2x)"* haben und von deren Mit-
telpunkten . , Jen (mit denselben »—1 ersten Indizes) ein
regelmissiges, mit (K, .  konzentrisches, n-Eck mit Seitenlinge

= (2n)"’+1'sin% bilden, das wihrend einer vollen Drehuné von £,

abgesehen von der Bewegung von . 1 a0 der es teilnimmt,
eine Relativdrehung um seinen Mlttelpunkt iber den Winkel 27 n~
vollftihrt.

Der Durchschnitt aller dieser Mengen 7, ist die #-adische So-
lenoide =,. Als Durchschnitt kompakter zusammenhingender Men-
gen ist sie offenbar selbst auch kompakt und znsammenhingend *6) 7).

11. Wir konnen diese anschauliche Konstruktion folgender-
massen der analytischen Behandlung zuginglich machen.

Fir die Kennzeichnung eines beliebigen Punktes von 3, muss
man angeben: erstens eine beliebige Meridianhalbebene £, zweitens
eine Folge von Kreisen EKJ%_‘_,,C”, von denen ein jeder in dem vor-
angehenden enthalten ist, d. h. mit ihm die Indizes ..., %,
gemeinsam hat. Anders gesagt: erstens eine beliebige reelle Zahl §
zwischen 0 und 1, zweitens eine beliebige Folge x =z, z, ,.... vou
Zshlen 0, 1,..., n—1. Die Beziehung wird eineindeutig, wenn man
den Punkt (z, 0) mit (z', 1) identifiziert, wo

0 fiir 0v<k—1,
(l.m) x; =z, + 1 fir »= k,
z, fir »=k+41
ist fiir .
=n—1 fir 0Srv<k—1,
(2)
<n—1 fir =k

16) Aus dieser Konstruktion geht sofort hervor, dass die Solenoide eime ein-
gliedrige Gruppe von ,Drehungen® gestattet. Diese Gruppe ist aber nicht iber
die Gruppe transitiv (d. h, fithrt einen beliebigen Punkt nicht in jeden anderen
tiber), und reicht folglich fiir die Homogenitiit nicht hin, Vgl. auch § 8, 46.

17) Man kann auch die Folge der Potenzen #% durch irgendeine Folge von

Produkten b‘,_ﬂn, ersetzen (also fiir T, einen Torasschlauch nehmen, der sich

n,~mal im Inneren von T,_; herumwindet), und erhilt so eine ,b,-adische Sole-
noide®, Die algebraische Behandlung dieser Kurven erfordert aber eine neue Art
von ,Zahlen®, die eine Erweiterung, sowohl von den Henselschen s-adischen
Zahlen, als von den Priifer- von Neumannschen idealen Zahlen* bilden, und
wird hier deswegen unterdriickt. Vgl. meine demnachst zu verdftentlichende Arbeit
» Utber abstrakte ) -adische Ringe®,
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und

- 41 fir »=0
(14) BH=\e,  far w1
fir
(28) Ly << — 1.

Ein Umgebungssystem fir S, kann folgendermassen gegeben
werden: eine beliehige positive Zahl & und eine beliebige natlirliche
74hl % bestimmen zu einem beliebigen Punkt (x, §) von 2, eine
Umgebung, die aus allen Punkten (y, 7) besteht, die fur 0<é<
den Bedingungen

(3.) E—nl<e 0<n<l
(3.3) =, t=0,1,..,k
und fir £=1 entweder den Bedingungen
(40() 1""'£<77§I's
(42) - yi=ux, i=0, Lo,k
oder den Bedingungen
(4.) l=n<e
(43) y=ux;, i=01,..., k
gentigen.

12. Setzt man
() z= ¥ 2, @n—1)""",

p=0

so konvergiert die Reihe im rechten Glied fur jede Folge =x,; die
Menge aller Folgen x, lisst sich also ein-eindeutig, und, weil die
Relativamgebungen der Menge der reellen Zahlen (5) durch (3.£) ge-
geben sind, auch beiderseits stetig, auf eine Menge reeller Zahlen
abbilden, die sich fir n» = 2 leicht als die Cantorsche perfekte nir-
gends dichte lineare Menge herausstellt. Die Selenoide entsteht also
ftir n =2 auch durch dic obendefinierte Identifikation (1), (2) als
eindeutiges sletiges Bild einer Cantorschen Menge von Strec)ken von
der Lange 1; dies ist aber genau die von Vietoris %) fur n=2
definierte Menge.

' 1) L, Vietorin, Ueber den hisheren Zusummenhang kompakier Riéwme und
eine Klasse von zusummenhanystreven Abbildungen, Math, Ann. 97 (1927) 464-
472, Die dort gegebene und meine urspritngliche Konstruktion (die unabbingig
vou einander gefunden wurden) stimmen im wesentlichen {iherein.
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18. Die in 11. eingeftihrten Umgebungen sind fir n =2 und
gentigend kleines & homomorph mit dem topologischen Produkte '?)
der Cantorschen Menge und der offenen Strecke. Daraus geht fol-
gendes hervor:

A. Die Begrenzung einer solchen Umgebung ist die Sumne
von zwei Cantorschen Mengen, also selbst eine Cantorsche Menge. Die
Dimension der Solenoide im Sinne der Menger-Utysohnschen Di-
mensionstheorie *0) ist also < 1. Weil die Solencide ein Kontinuum
ist, kann jhre Dimension nicht <1 sein, folglich ist die Solenoide
genau eindimensional 1), also eine Kurve 22%).

B. Die Solenoide ist ftir » > 1 nicht im kleinen zusammen-
hingend, ‘insbesondere also keine Mannigfaltigkeit.

C. Fir n> 1 hat jeder Punkst die Ordnung *%) ¢ des Kontinuums.

D. Die Solenoide ist mikrohomogen. Dies geht unmittelbar aus
der Homogenitst des topologischen Produktes der offenen Strecke
and der Cantorschen Menge hervor, die, auf Grund des in § D zn
beweisenden Satzes, eine direkte Folge der Homogenitit der beiden
Faktormengen ist.

Es gilt also der

Satz 1. Die n-adische Solenoide ist eine mikrohonmogene kompakte
susammenhingende eindimensionale Menge, die fiir n>1 wicht im
kleinen zusammenhingend, also keine Mannigfaltigheit ist.

§ 8. Topologische Gruppen und n-adische Zahlen.

14. Dem Beweise der weiteren Homogenititseigenschaften der
Solenoide schicken wir einige topologisch-algebraische Bemerkungen
allgemeiner Art voraus.

1) Vgl, § 6, 31 vom Text.

1) Vgl. z. B. P, Urysohn, Mémoire sur les multiplicités cantoriennes,
Fund, Math, 7 (1925) 29—137, 8 (1926) 995—851; K. Menger, Bericht dber die
Dimensionstheorie, Jabresberichte der D. M. V. 35 (1926) 114—150.

31y Aach ihre Dimension im Sinne Alexandroff's ist gleich Eins. Vgl.
P. Alex androtf, Untersuchungen iiber Gestalt und Lage abgeschlossener Men-
gen beliebiger Dimension, Annals of Math, (2) 30 (1928) 101—18T.

1) Eine Kurve ist eine kompakte, zusammenhingende sindimensionale Punkt-
menge. Vgl. K, Menger, Grundzilge einer Theorie der Kurven, Math, Ann, 95 .
(1926) 277—806.

33) D. h. die Begrenzung einer jeden hinreichend kleinen Umgebung hat die
Muchtigkeit des Kontinuums. Vgl. 1. e 1) 8, 208,
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Eine topologische Gruppe *) ist eine Gtruppe ®, deren Elementen
gewisse, Umgebungen genannte, Teilmengen von & zugeordnet sind,
die erstens den Hausdorfschen Umgebungsaxiomen gentigen, wihrend
zweitens 2~ und zy stetige Funktionen ihrer Argumente sind:

() (lim 2,y = lim ;"
lim z,.limy, = lim z, y, *).

Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn zu je drei Ele-
menten a, b und ¢ von © und zu jeder Umgebung U(ab™¢) drei
solche Umgebungen U(a), U(b) und UJ(c) existieren, dass U(a b'¢) in

Ua) UG Ue) = {2y~ 2}uetia, ety et )
enthalten ist.

15. Eine metrische Gruppe ist eine Giruppe &, zu deren Ele-
mentepaaren eine den bekannten Bedingungen gentigende Entfernungs-
funktion ¢ (, y) definiert ist, solchermassen, dass ftir je drei Ele-
mente z, y, ¢ ¢ die folgenden Beziehungen erfullt sind:

(M o(xz, y2) = o2, 2y) = ¢(x, ¥).
Inshesondere gilt dann auch:

®) e@™ y™) = ez )
Setzt man

) P (@) = o(@, ¢) = (e, ),

34) Der Begriff der topologischen Gruppe stimmt im wesentlichen mit dem
von O.8chreier eingefiihrten Begriff der Limesgruppe iiberein. Vgl. 0. Schreier,
Abstrakte Kontinuierliche Gruppen, Abh. aus dem Math. Seminar Hamburg,
4 (1926) 15—32.

. Damit eine Limesgruppe eine topologische Gruppe ist, ist notwendig und hin-
reichend, dass ihre Limesrelationen den beiden von P. Urysohxn, Sur la classe
(L) de M. Fréchet, 'Enseignement Mathématique, 15 (1926) 77—83, aufgestellten
Bedingungen geniigen,

. 15) Rleichheitshezishungen zwischen limites sind meistens so gemeint, dass die

Existenz der limes im rechten Glied behauptet wird, unter Voraussetzung der Exi-

stenz der limites im linken Glied.

Nfit A, ..., @, 0,,.. 8ind immer variable Indizes gemeint, die fast alle (also
alle bis auf endlich viele) natlirliche Zahlen durchlaufen, Dagegen bezeichnen
My Ny..., T, 8... immer fesfe natiirliche Zahlen. Wenn nicht ausdriicklich der

G-egentell.gesagt wird, variieren verschiedene griechische Indizes immer unabhiin-
gig von einander,
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wo ¢ das Einheitselement der Gruppe ist, dann geniigt @(z) den
Bedingungen

o) = ¢(2),

p(zy)=9y),

(10) P(e) =0,

@p(x)>0 fir z3e

@)+ 9(y) = 9(@y),
die anderseits auch hinreichen um mittels der Entfernungen
(11) ol@ yr=9@y")

eine Metrisierung der Gruppe zu erzeugen.

16. Satz 2. Eine topologische bzw.metrische Gruppe ist in topo-
logischem bzw. metrischem Sinne bihomogen.

Boweis. Es seien a und b zwei beliebig gegebené Elemente
der Gruppe; die Transformation

x — & =az'b

ist eineindeutig und beiderseits stetig; im metrischen Falle ist wegen
(10), (11):- o
o(@, y) = o(az™b, ay™' b)=e(®9),
und es ist a’=>5 und ¥ =ua. '
Korollar. Eine kommutative topologische bzw. metrische Gruppe
ist in topologischem bzw. metrischem Sinne involutorisch homogen.

Es ist namlich
(&) = a(ax by b= abrlzratb=ux,

falls die Gruppe kommutativ ist.

17. Eine wichtige Klasse metrischer Gruppen erhalten wir durch-
Einfuhrung der ganzen rationalen Henselschen n-adischen Zahlen ™).
die wir, unserem Zweck ensprechend, am einfachsten auf folgende
Weise einfithren.

Wir betrachten die Menge der ganzen rationalen Zahlen als
kommutative Gruppe, indem wir die Addition als Gruppenopera-
tion wihlen, und wollen sie als solche metrisieren. Und zwar wihlen
wir als metrisierende Funktion nicht die tibliche

(@) = |z,
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sondern
. 0 flr {L':::O,
(12) PO ={4 fr 50 ()e=0 (1)

wo die @, irgendeine monoton abnehmende, nach Null konvergente
Folge positiver Zahlen mit o, =1 bilden.

Die k-te Umgebung U,(x) irgend eines Punktes x ist also die
Restklasse von z modulo #**' und hat sowohl den ,Radins® als
den ,Durchmesser’ = @.

Man verifiziert leicht, dass die Funktion ¢ () den (,ins Additive
iibersetzten“) Bedingungen (10) gentigt. Die so erhaltene metrische
Gruppe wollen wir mit P, bezeichnen.

18. Der in solcher Weise erhaltene metrische Raum ist nicht
vollstandig ®0); nimmt man aber alle Restklassenschachtelungen,
d. s. Umgebungsfolgen [7,(c,), die der Bedingung

(’ru+1 ("v-}-l) C Urv ((‘v)’
oder, was dasselbe ist,
(13) Cpp=c, (")

gentigen, hinzu, so ist die erweiterte Punktmenge vollstindig. Weil
eine jede solche Restklasse eindeutig eine kleinste nichtnegative Zahl

(14) s L, (), 0=s, <<nt

== C

¥

bestimmt, kann man diese anstatt ¢, wihlen. Setzt man dann

. 8, — 8,

(16) X, = ~1——?—1v—"—}, %y == S,

so wird : :
(16) 8, = o+ @, 1+ 2 n2 ... 42, 07,

und die Punkte der erweiterten Menge korrespondieren eineindeutig

mit den (ganzen rationalen) n-adischen Zahlen, d. s. die formellen
Potenzreihen

%) Ein metrischer Raum heisst bekanntlich vollstindig, wenn eine jede Punkt-
folge ®,, die dem Konvergenzkriterium Cauchy's

lim g (%, 2,) =0

(vgl. den Schluss von Fusenote %)) genligt, nach einem Punkte des Raumes kon-
vergiert.
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amn =2‘ x,n,

wo die z, irgend eine Folge von Zahlen 0, 1,..., n—1 bilden 7).

19. Sind 2= Jz,»n* und y = Sy, n” zwei n-adische Zahlen,
s, und ¢, die zugehorigen Folgen von Partialsummen, so ist

(sv-l-l + tv-l-l) - (sv + tv) = 0 (”‘V'H)’

Die Folge s,--¢, bestimmt also eindeutig eine n-adische Zahl,
die mit x4y bezeichnet wird.
Die Entfernung von z und y ist

(18) o(my)=gpx—y)=a, fir s—y=0 (#)=0 (")

wo also i die kleinste Zahl ist, fir die z,3=y, ist. Man verifiziert
leicht, dass die n-adischen Zahlen bzgl. dieser Metrik eine metri-
sche Grappe bilden, die wir die n-adische Gruppe nennen und mit

T, bezeichnen wollen. Weil die durch (18) definierten Umgebungen
fur die Zahlenfolgen z, x, #,... mit (3.8) tibereinstimmen, ist nach
dem Korollar zu 16. die n-adische Gruppe mit der Cantorschen
Menge homidomorph, sodass wir bewiesen haben:

Sats 3. Die Cantorsche Menge ist involutorisch lhomogen metri-
sierbar 28).

Die solchermassen metrisierte Cantorache Menge lisst sich nicht
isometrisch in einen endlichdimensionalen Euklidischen Raum ein-
betten. -

20. Wir konnen den Beweis, dass §, mit der Cantorschen
Menge homgomorph ist, jetzt auch direkt erbringen: Fir jedes k

27) Die Kenntnis der Erzeugungsweise der n-adischen Zahlen mittels Rest-
klassenfolgen mod n» verdanke ich Herrn B. L. van der Waerden, der sie
mir 1926 anlisslich meiner Methode zur Kompletierang topologischer Ringe und
Kérper mitteilte. Vgl. meine demnichst zu versffentlichende diesbeziigliche Ab-
handlung. .

1) Die Metrisierang der n-adischen Gruppe lasst sich fiir n==p {prim) aus
der bekannten’  Bewertung® der p-adischen Zahlen (mit (%) als Bewertungs-
funktion) herleiten. Vgl. J. Kiirsehak, Usber Limesbildung und allgemeine Kor-
pertheorie, Crelle 142 (1918) 2112563, Die hieraus hervorgehenden Limesrelationen
kommen schon bei Hensel vor. Die Homdomorphie mit der Cantorschen Menge
wurde mir 1926 brieflich von Herrn B. L van der Waerden mitgeteilt.
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ist , Summe von endlich vielen, nimlich #*, paarweise fremden
%-ten Umgebungen. Folglich ist jede Umgebung sowohl offen als abge-
schlossen, d. h. , ist vollstandig zusammenhangslos. Weil B, in sich
dicht (es ist x = lim (#—+»*) und in ¥, dicht ist, ist auch q, in
sich dicht. Schliesslich ist ¥, kompakt, weil sie von endlich vielen
beliebig kleinen Umgebungen uberdeckt wird. Eine dem zweiten
Abzahlbarkeitsaxiom gentigende, kompakte, in sich dichte, voll-
stindig zusammenhangslose Menge ist aber mit der Cantorschen

Menge homgomorph; folglich ist dies it L, der Fall

§ 4. Die n-adische Solenoide als topologische Gruppe.

21. Die in § 2, 11. definierte Transformation x—>2’ der Can-

torschen Menge in sich stellt sich nun einfach als die Operation
.+ 1¢ der n-adischen Gruppe heraus:
(19) 2 =z-41

Wir konnen daher die Bedingung 0 <<£=S1 fur die zweite
,Koordinate* der Punkte der Solencide fallen lassen, indem wir
fir den Punkt (z, £), 0 <E=1 auch (z--k §—F) schreiben, wo
k eine heliebige positive oder negative ganze rationale Zahl ist.
Die n-adische Solenoide entsteht also als eindeutiges stetiges Bild
aus dem topologischen Produkt der Menge der reellen Zahlen £ und
der Menge der ganzen nm-adischen Zablen » mittels der Zusatzbe-
dingung
(20) @ §+1)=(=+128)

wo die erste Addition im Sinne der reellen, die zweite aber im Sinne
der n-adischen Zahlen zu verstehen ist. Filr m==1 zeht sich die
Gruppe der ,monadischen“ Zahlen auf das Nullelement zusammen.
Die monadische Solenoide entsteht also aus der Menge aller reellen
Zahlen durch die Bedingung £--1=§, d.h.sie ist mit dem Kreise
identisch, wie auch sofort aus der Konstruktion in 10. hervorgeht

22. Satz 4a. Die n-adische Solenoide ist involutorisch homogen.

* Beweis. Wegen des Korollars zu 16. gentigt es, zu beweisen,
dass die Solenoide sich als kommutative topologische Gruppe auf-
fassen l#sst. Dazu definieren wir eine als Addition zu schreibende
Gruppenoperation: '

@1) @ &+ @ n=@+y &+
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Offenbar fiihrt diese Operation im Sinne der obigen Bedingung
(20) gleiche Elemente in ebensolche iber und gentigt sie den Be-
dingungen fiir die topologische Gruppe.

Die Transformation

(;t, g)->(-x,:§,)=(a+b—x: a+ﬂ""§)

vertauscht die beliebig gewihlten Elemente (a, @) und (5, §) und ist
involutoriseh.

Die oben definierte kommutative Gruppe, die wir die #-adische
solenoidale Gruppe nennen wollen, besitzt die n-adische Gruppe als
Normalteiler; ihre Faktorgruppe ist die Gruppe der Kreisdrehungen
(die monadische solenoidale Gruppe).

Die Beziehungen (20) und (21) besagen, dass bei Zusammenfas-
sung von z und £ zu einer einzigen symbolischen ,Koordinate

(220) F=(rf) =zt E=E+o

die simtlichen somit eingeftihrten ,Additionen* unter einander asso-
ziativ sind. Zerlegt man £ in einen unendlichen n-albruch, so wird
% eine symbolische Laurentreihe:

400 ™
(228) z =_—Z wont; £ —_—2' o .
0 1

28 Sate 40. Die n-adische Solenoide ist involutorisch homogen
metrisierbar.

Zum Beweise gentigt es, eine metrisierende Funktion ¢z, &)
fir die n-adische solenoidale Gruppe zu konstruieren. Dazu setzen wir

=)

(23) (p(x,&) =Zy,%éin(~&;l_l:—§)ni,

wo die s, durch (16) definiert sind und die y, eine fest gegebene

- Folge positiver Zahlen mit konvergenter Summe bilden. Offenbar

ist die Reihe (23) fiir jeden Punkt (2, §} konvergent und stellt sie

%) Erweitert man die Periodizititsforderung der Sinusfonktion auf ganze
n:adische Vielfachen von 27, so kann (23) einfacher in symbolischer Gestalt ge-

schrieben werden:
Pz §) = 2751

. x’n\
sin =—|.
nv
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eine eindeutige Funktion auf 3, dar, die wegen der Beziehung
Jsin (& + B)| < |sin a] + [sin |
auf der ganzen Solencide gleichmdssig stetig ist. In der Tat ist

an’—|—¢3n|S

sin nv-— l____

lpe+am, E+0)— 0@ HI= Jn

élﬂ“ﬁ"f %—/‘yv"*‘%")'w

und dies kann unabhingig von a, £ und @ beliebig klein gemacht
werden, Man verifiziert leicht, dass die Funktion @(z, §) den (,ins,
Additive ibersetzten) Bedingungen (10) gentigt.

24, Der Beweis des Satzes 4b. kann auch nach der Kompletierungs-
methode von 18. gefithrt werden. Es sind nihmlich ‘diejenigen
Punkte (z, £) von 3, fur die  eine endliche n-adische Zahl (also
eine gewohnliche ganze rationale Zahl) ist, nach (20) in der Form
(0, -+ £) darstellbar, Die Menge dieser Punkte, die wir die Pseu-
dokomponente19) m, des Nullpunktes (0, 0) von =, nennen wollen und
die topologisch charakterisiert werden kann als die Menge aller
Punkte, die durch ein echtes Teilkontinuum (i. ¢. einen Bogen)
von 3, mit (0, 0) verbunden werden kinnen, ist also eineindeutiges
stetiges (aber picht umkehrbar stetiges) Bild der offenen Gerade.
Sie entsteht daraus durch Hinzufigen der Limesbeziehungen

(24) lim (§+4a, ) =§,
wo die @, irgendwelche ganze rationale Zahlen sind. Anwendung
der metrisierenden Funktion (23) auf die reellen Zahlen und nach-
triigliche Kompletierung ergibt eine dritte Konstruktion der Solenoide.
Wir konnen die solenoidale Grruppe auch durch direkte Anwen-
dung der Kompletierungsmethode auf die ganzen ralionalen (anstatt
der reellen) Zahlén erhalten, weil in ihr cine unendliche zyklische
Gruppe dicht liegt #*). Ist nimlich ¢ eine beliebige irrationale Zahl,

) Nerve® bei L. E, J. Brouwer, The impossibility of a linear arrange-
ment of the points of an irreducible continuum, Amsterd, Proc, 14, (1911) 144;
peomposant’ bei Z, Janiszewski und C. Kuratowski, Bur les continus indé-
composables, Fund, Math, I, (1920) 218, )

%) Eine solche Gruppe (die immer kommutativ ist) wollen wir monothetisch
nennen, Weitere Beispiele sind: die Kreisdrehungsyruppe, die Torusgruppe, die
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2z B. 7%, so zeigt man leicht, dass die ganzzahligen Vielfachen von
(0, ¢) in 3, dicht liegen. Metrisiert man also die ganzen rationalen

Zsahlen mittels
ok
o (%) -—Z’}’y i

so ergibt sich die solencidale Gruppe durch Kompletierung.

§ 5. Homogenititseigenschaften topologiseher Produkte.

25. Das topologische Produkt (M,, M) zweier Punktmengen M,
upd M, ist die Menge saller Punktepaare (2, Za)sem, em, 20 der
als Umgebungen die mengentheoretischen Produkte (U, Us)=
= {1, Yalpsvsmevs J& 2Weier Umgebungen U, uwnd U, von x,, bzw.
x, definiert sind. Man verifiziert leicht, dass (M, M,;) den Haus-
dorfschen Axiomen, einschliesslich der beiden Abzihlbarkeitsaxiomen
gentigt, falls dies mit den beiden Faktormengen M, und M, der Fall ist.

Sind die beide Faktormengen metrisiert, so lisst sich auch das
topologische Produkt in einfacher Weise metrisieren, z. B. mittels
der ,linearen* oder der ,Pythagoreischen* Massbestimmung:

(25a) o((zy, 2a)y (91, ¥2)) = (1, 42) + () ¥a)

bazw.

(25b) (@ )y 91y B} = Vie(@s, 9.} +{e(zs, 1a)}*

oder fiir irgendein % >>1 mittels der allgemeineren Minkowskischen
Massbestimmung

(25¢) e(@ey 2)v (415 1)) = [{e(@y, ¥+ {e(@s yl)}k]i'

Das topolegische Produkt ist eine bis auf Homoomorphie kom-
mutative und assoziative Verkntipfung.

26. Die Eigenschaften: Kompaktheit, Zusammenhang und Zusam-
menhang im kleinen bleiben bei topologischer Produkthildung erhalten.

Beweis. Es sei (M,, M) das topologische Produkt der beiden
Punktmengen M; und J,.

A. M, und M, seien kompakt. Ist (x,, 7,,) eine beliebige Punkt-
folge aus (M, M,), dann gibt es eine in 1 konvergente Teilfolge
Tya, der Folge z,, und eine in M, konvergente Teilfolge x,, der

n-adische Grappe, usw. Nicht monothetisch ist z. B. die Grappe der reellen Zahlen
Niheres in meiner demnichst zu versffentlichende Arbeit ,Zur Kompletierungs-
theorie topologischen Gruppen, Korper und Ringe“.
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Folge w,, . Es ist dann (,,, #y;,) eine konvergente Teilfolge der
beliebig vorgegebenen Folge; folglich ist auch (M,, M,) kompakt.
~ B. Es sei (M;, M,) Summe von zwei fremden abgeschlossenen

Mengen F’ und F“, deren erste den Punkt (@,, a,) enthiilt. Zu be-
weisen ist, dass ein beliebig gegebener Punkt (b, d,) in Z' ent-
halten ist. Die Durchschnitte H” und H” von I’ bzw. I mit der
Menge H = {(a,, 2;)}uau, #ind fremd und abgeschlossen und enthalten
zusammen H. Aber H ist hom8omorph mit M, also zusammenhiin-
gend; folglich ist H* leer und H'=H; (a,, b,) ist also in F ent-
halten. Ebenso ist, ihrer Homdomorphie mit M, wegen, die Menge
{@1y ba)}siem,» insbesondere also der Punkt (b, b,) in F’ enthalten.

C. Es sei U eine beliehig vorgegebene Umgebung des beliebig
vorgegebenen Punktes (x, #,). Zu beweisen ist, dags [/ eine zusam-
menhéingende Umgebung dieses Punktes enthult. Es gibt in M
bzw. M, nach Voraussetzung je eine Folge U,,, baw. U,, von de:
Punkt 2,, bzw. x, definierenden zusammenhingenden Umgebung.
Nach B. sind auch die topologischen Produkte (U,,, Uj,) simtlich
zusammenhdngend. Weil sie aber, der Definition des topologischen
Produktes nach, den Punkt (x,, ,) definieren, sind sie fast alle in U
enthalten, was zu beweisen war.

Weil die Faktormengen je eindeutiges stetiges Bild der Pro-
duktmenge sind, gilt auch die Umkehrung:

Ist das topologische Produkt zweier Mengen kompakt, baw. zusam-
r.nenha'ngend, baw. zusammenhdngend im lkieinen, so ist das auch mit
Jeder der Faktormengen der Fall,

‘f'?t Dz’; Eigenschaften: Mikrohomogenitit, Homogenitit, Bihomo-
genit@t und involutorische Homogenitit bleiben bei topologisch -
duktbildung erhalten. pelogtacher Fre

Beweis Es seien (a;, a,) und (b, b  beliobi ‘
Punkte von (M, M,) 1 ) (byy by) zwei beliebig vorgegebene

A: Es gibt in M; zwei Umgebungen U; und U, von a,, bazw.
by, dl.e durch die Abbildung x, — ], solchermassen auf eiI;ander
abgeblldet; vvferden, dass b, =aj ist. Entsprechendes gilt fir M,. Die
Transformation (2, 2,)—> (], x}) bildet: dann die Umgebung (7, U)
solchermassen auf (Uj, U;) ab, dass dabei (a,, ay) in (b, by) ube;éehlt.

B. E:s gilt, mit den obigen Bezeichnungen: U, = U= M, und
U, = U= M,. Dann ist aber auch (U,, U,) = (Uy, Uy) = (M, M,)-
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C. Es ist tberdies b;=ga, und b;=a,. Dann ist aber auch
(ay, ag) das Bild von (b, b,).
D. Falls allgemein ()=, und (%)’ = x, ist, so ist auch das
Bild von (i, ;) wieder (z;, &,).
. Ganz entsprechend beweist man mittels irgendeiner der Metri- .
sierungen (25), dass homogene usw. Metrisierbarkeit bei topologi-
scher Produktbildung erhalten bleibt.

28. Satz 5. Das topologische Produkt von k Solenoiden (mit
gleichen oder verschiedenen Grundzahlen) ist ein kompakter, involuto-
risch homogener und als solcher metrisierbarer k-dimensionaler Raum,
aber keine Mannigfaltigkeit.

Beweis. Weil die topologische Produktbildung assoziativ ist,
kann man das topologische Produkt der % Solenoiden dadurch er-
halten, dass man (k —1)-mal das Produkt aus dem jeweiligen Resultate
und einer Solenoide bildet. Nach 26. und 27. bleiben dabei die
Kompaktheit und die involutorisch homogene Metrisierbarkeit erhal-
ten. Das Produkt ist k-dimensional, weil die Solenoide einen Bogen,
das Produkt also das topologische Bild des k-dimensionalen Paralle-
lotops als Teil enthalt. Weil die Solenoide picht im kleinen zusam-
menhtingend ist, kaon das nach 27. auch nicht mit dem Produkt
von zwei, also auch nicht von k Solenoiden der Fall sien. Dieses
Produkt kann also sicher keine Mannigfaltigkeit sein.

29. Eine noch ausgedehntere Klasse von bihomogenen Riumen
erhiilt man durch Produktbildung aus irgendeiner endlichen Anzahl
von Solenoiden und irgend einer Mannigfaltigkeit im gewthnlichen
Sinne. Wir nennen diese Raume ,solencidale Mannigfaltigkeiten®.
Hohere Homogenititseigenschaften besitzen sie, falls dies mit den
Faktor-Mannigfaltigkeiten der Fall ist 3°).

%) Wiirde man die Frage nach der Moglichkeit einer Anwendung solenoidaler
Mannigfaltigkeiten in der Physik erheben, so wire eine solche wohl zuerst in einer
hypothstischen Welt mit drei ,gewshnlichen* und einer solenoidalen (zeitartigen)
Dimension zu suchen, welche letzters dann, um das Vorherrschen einer einzigen
patiirlichen Zahl zu vermeiden, am besten b,-adisch (Vgl. 3)) angenommen wiirde.

Mag auch der Physiker sine solche Hypothese mit vollstem Rechte ablehnen,
go konnten sie dennoch mit ihrem zwanglosen Auftreten natiirlicher Zahlen,
mit ihrer merkwiirdigen Kausalitht: dem niemals genaun, aber immer genauer sich
wiederholenden Weltgeschehen, mit ihrer Plaralitdt von Welten, die niemals stetig
von der ,wirklichen® Welt (z. B. der Pseudokomponente des Nullpunktes, vgl. § 4,
24) aus erreichbar sind, und ibr dennoch unendlich benachbart sind, den mystisch
veranlagten Menschen zur Extase,... oder zur Verzweiflung fithren.
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§ 6. Abbildbarkeit der Solenoiden auf einander.

30. Satz 6. Ist eine m-adische Solenoide =, eindeutiges und
stetiges Bild einer n-adischen Solenoide 5,, so ist m in eine Potenz
von n teilbar.

Beweis. Es sei eine eindeutige und stetige Beziehung zwi-
schen 3, und 3, gegeben, die einem jeden Punkt (w, §)eZ, den
Punkt F(z, §) &S, zuordnet.

Wir setzen der Ktirze halber (vgl. (21))

(26) f(@ §="F(x§—F©0)

Die Funktion f(z, &) bestimmt dann gleichfalls eine eindeutige
stetige Abbildung von 3, auf X, die insbesondere die Pseudo-
komponente z, des Nullpunktes von 3, (Vgl. § 4, 24) auf die Pseu-
dokomponente 7, des Nullpunktes von X, abbildet.

%, bzw. 7, ist die Menge aller Punkte (x, §) von 3, bzw. 3,
fir die = eine endliche n-adische bazw. m-adische Zahl ist; diese
lassen sich also in der Gestalt (0, £) schreiben. 7, sowie 7, ist also
eineindeutiges stetiges (nicht aber umkehrbar stetiges) Bild der Menge
aller reellen Zahlen. Setzen wir jetzt

@7 F0,8)=1(0,1(),

8o ist f(£) also eine fur alle reellen Werte von £ definierte stetige
Funktion, die #berdies die n-adischen Limesrelationen in die m-
adischen uberfihrt,

Wir beweisen zuerst, dass f (&) gleichmissig stetig ist.

Es seien dazu I, und 3, nach § 4, 23. mittels zweier Nullfolgen
positiver Zahlen @, bzw. 8, und der zugehorigen metrisierenden
Funktionen ¢ und ¥ homogen metrisiert.

Es gibt dann zu jedem &>>0 ein solches 6,>> 0, dass das Bild
einer d*-Umgebung von (z, £) in einer &-Umgebung von f(z, §) ent-
helten ist. Insbesondere gilt dies fur z==0. Dabei geht aber die
Pseudokomponente des Punktes (0, £) bzgl. der d,-Umgebung diese
Punktes (d. h. also die Menge aller Punkte (0, ) fiir die |§— #|<Cd,
ist) in eine Teilmenge der Pseudokomponente des Bildpunktes bzgl.
seiner &-Umgebung tiber, d. h, es ist | f(§) — /()| <e. Dies besagt
aber die gleichmussige Stetigkeit von f(£).
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31. Setzt man jetat
28) n—f=aw+d glant)<dy 6, <e<lq
(a ganz und rational), so gibt es zu jedem £, 7, a und 4 eine Zerlegung

(29) fE+an+8—fO=bm+7

(b ganz rational), fur die w(dm &) <e ist. Weil die natiirliche
Zahl s dadurch nach unten beschrinkt ist, kann sie unabhingig
von £, @ und 6 angenommen werden: s=s,. L#isst man jetzt £ unter
Festhaltung von 7, a und ¢ stetig nach O abnehmen, so bleibt die
Beziehung (29) erftllt; wegen der Stetigkeit von f(£) und der Klein-
heit von ¢ muss auch b stetig variieren, und folglich konstant
bleiben. Dasselbe gilt fiir stetige Verkleinerung von d. Die Zahl b
hiingt also nnr noch von a und r ab:

(80) flan) =bm*+¢’; b=b(a)="b(a 7).

Ersetzt man hierin a durch a’, bzw. a-+a’, so ergibt sich wegen
der Kleinheit von ¢/, dass b eine additive Funktion von a ist.
Folglich ist
G b@) =a.b(1),
wo b(1) nur noch von r abhingt.

Es sei jetat r, die kleinste nattrliche Zahl 7, fur die (30) fir
jedes a gilt, und b(1) = k.

Ersetzt man dann in (30) erstens » durch », und a durch 1,
zweitens s durch s—1, » durch r,_, und a durch r,—r,_,, B8O
ergibt sich die rekurrente Beziehung

W s
k== T A1y
also fir jedes »:
7y 7o
(32) h="ky

Wire nun k,=0, also auch %,=0 und b(a, ) =0, so ergibe
(29) bei Substitution von §=0, r=0: .

|flad-9) <

d. h. die ganze n-adische Solenoide wure auf ein endliches, den Null-
punkt von 3, enthaltendes Intervall abgebildet, entgegen der Vor-
aussetzung dass 3, selbst Bild von =, ist. Also ist k0.
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Weil dann aber in %k, hochsiens eine endliche Potenz von m
teilbar ist, muss m in eine Potenz von 7 teilbar sein. Das aber ist
die Behauptung des Satzes 6.

32. Satz 7. Die Bedingung von Satz 6 ist auch hinreichend.
Beweis. Es sei

(83) nt=0 {(m)
Ein beliebiger'Punkt von I, sei bestimmt durch eine Folge
reeller Zahlen £, mit
gv-{-l = gv (nv)_

Nimmt man jetzt

(34) , fé@=é

so ist fir jedes » = pa:

gv-{—l = gu (‘m‘“)a

d, h. die Folge £, bestimmt eindeutig einen Punkt von ., der,
wie sich unschwer ergibt, stetig vom Urbildpunkte abhingt.

33. Eine unmittelbare Folge der Sitze 6 und 7 ist.

Satz 8. Damit eine n-adische und eine m-adische Solenoide ho-
miomorph sind, ist notwendig wund hinreichend, dass n und m aus
denselben Primfaktoren 2usammengesetzt sind.

Unter den Solenciden 3, 3y, 3,,... gibt es also abzithlbar un-
endlich viele paarweise topologisch verschiedene.

84. Die Bedingung des Satzes 8 hat ein einfache abgebraische
Bedeutung:

Die n-adische und die m-adische Solenoide sind dann wund nur
dann homdomorph, wenn der Ring der n-adischen Zahlen mit dem
Ring der m-adischen Zahlen isomorph ist.

- Der Beweis, der sich aus Betrachtungen rein algebraischer Natur
ergibt, sei hier unterdriicks 81),

§ 7. Die Transformationen von 2, in sich.

3b. Fortfithrung der Betrachtungen des vorigen Paragraphen
gestattet uns, die Gruppe aller topologischen Transformationen von

M) Vgl. D. van Dantzig, Ueber abstrakte bv-udische Ringe.

icm

Homogehe Kontinua. 123

3, in sich zu bestimmen. Fithrt man nimlich (31) und (32) in (29)
ein, so ergibt sich die Beziehung

(35) fE+ams 4 8)—F&) =akyne=n ¢,

in der die Zahl m nicht mehr auftritt. Die allgemeinste Abbildung
von 3, auf 3, vorausgesetzt, dass eine solche existiert, erhilt man
also, wenn man erstens 3, mittels einer der Bedingung (35) genti-
genden Funktion 7(£) auf sich selbst abbildet, und alsdann 3, mittels
der identischen Funktion (34) auf X, abbildet.

Setzt man jetzt

919 ="7r@)

(36) EE)=9@)—§
go ergibt sich fiir [(§) die Bedingung

E(E+antet 6 — L&) < 9] +,%, Ie]

Das rechte Glied kann durch Wahl eines gentigend grossen s
und eines geniigend kleinen & beliebig klein gemacht werden;
also gilt:

(37 18(E+ans+0)—LE)<e
fiir |6] < d.

86. Bedenken wir nun, dass eine fiir alle reelle £ stetige Funktion
9(£) nach H, Bohr ) fastperiodisch heisst, falls es zu jedem £>>0
eine Linge [ =1(¢) derart gibt, dass jedes Intervall von der Léinge
! mindestens eine zu & gehorige ,Verschiebungszahl* 7=1(¢) ent-
hilt, die ftir alle £ der Ungleichung

(38) [HE+n—2B)|<e
geniigt, so sehen wir, wenn wir I = n" setzen, dass {(§) eine fast-
periodische Funktion ist. Diese geniigt aber noch der weiteren Be-
dingung: :

Alle ganzzahligen Vielfache von n's sind fiir s=s, &-Verschie-
bungszahlen.

Diese Bedingung, zusammen mit der gleichmussigen Stetigkeit
ist sowohl notwendig als hinreichend.

Auf Grund von bekannten Sitzen ergibt sich leicht, dass {(§)

33) Ygl. Fussnote ).
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beschriinkt ist, und sich gleichmissig durch gleichmiasig stetige rein.
periodische Funktionen von den Perioden #* approximieren lisst.

Ein Beispiel einer solchen Funktion bietet die Metrisierungs-
funktion (23).

87. Setzt man jetzt
ky=1, r=0,

fE=g@=§+L()

so vermittelt diese Funktion f (&) eine eindeutige stetige Deformation
von 3, in sich selbst. Tn der Tat, ersetzt man [(£) durch 2[(§)
und lisst man die reelle Zahl A stetig von 1 nach O abnehmen, so
geht die Deformation stetig in die Identitat tther. Weil £ (&) beschrinkt
ist, nimmt #(£) jeden reellen Wert tatsichlich an,

Damit die Deformation eineindeutig (und dann auch umkehrbar
stetig) sei, ist notwendig und hinreichend, dass die Funktion f(£)
monoton whchst, der Differenzenquotient von (£) also die untere
Schranke —1 hat.

88. Setzt man weiter

also

§(€) =0.
go ergibt die Funktion
: k
e =-2
einen (mehrstufig) stetigen Automorphismus 3%) der solenocidalen

Gruppe.
Ein soleher wird also gegeben durch irgendeinen endlichen

n-albruch %%D; das Produkt zweier Automorphismen durch das Pro-

dukt der zugehorigen n-albriche. Fir ky=-—n" erhdlt man ins-
besondere die Spiegelung an den Nullpunkt der Solenoide.

' Ein Automorphismus ist einstufig (eineindeatig), falls seine Um-

kehrung ebenfalls existiert. Dazu ist notwendig und hinreichend,

dass die Reziproke des zugehorigen n-albruchs wieder ein endlicher

n-albruch ist, dass also der Zshler ein Potenszteiler von n ist %¢).

) Ein mehrstutiger bzw. einslufiger Automorphismus einer Gruppe ist be-
kanntlich eine cindeutige bzw. eineindeutige Abbildung der Gruppe auf sich selbst,
bei der die Produktrelationen erhalten bleiben {xy = 2z — 'y’ ==2"). ‘

#) Ist n prim, so kommen also nur die positiven und negativen ganzzahligen
Potenzen von n und ihre Entgegungesetzten in Frage.

icm
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Die Deformationen und die Automorphismen kinnen keine Trans-
formation gemeinsam haben ausser des Identitit. Denn ist f(§) =

=%§ und ko<=n", so ist die Funktion

re—e=(2—1)

n't

unbeschrinkt; sie kann also den Bedingungen fiir {(£) nieht gentigen.

39. Betrachten wir schliesslich die Transformationen

(@ 8- (@ &)+ (2, @)

der solenoidalen Gruppe selbst. Wir konnen diese nach belieben
entweder als Translationen oder als Rotationen auffassen, weil sie
im Falle =0 einerseits die' Pseudokomponente des Nullpunktes
in sich translatieren, andererseits bei der geometrischen Konstruktion
der Solenoide mittels der Torusfolge 7, aus den Drehungen des
Raumes um den Winkel 27z a hervorgehen 83). Offenbar sind diese
Transformationen immer eineindeutig, und haben sie mit den De-
formationen und den Automorphismen nur die Identitit gemeinsam.

40. Zusammenfassend ergibt sich:

Satz 9. Die Gruppe aller topologischen Transformationen der
n-adischen Solenoide in sich ist zusammengesetzt aus den folgenden
drei Untergruppen.

1. Die n-adische solencidale Gruppe der Translationen (Rota~
tionen), gegeben durch je einen Punkt (a, ) der Solenoide;

2. Die Gruppe der einstufigen Automorphismen, gegeben durch

je einen endlichen n-albruch k dessen Zihler in einer Pofenz von n

n"’
aufgeht ;

3. Die Gruppe der eincindeutigen Deformationen, gegeben
durch je eine gleichmissig stetige fastperiodische Funktion §(§), 2u
der jedes ganzeahlige Vielfache von n's (s=s,) eine &-Verschiebungs-
zahl ist, und deren Differenzenquotient —1 als untere Schranke hat.

Amsterdam 1926 — Rotterdam 1929,

35) Vgl. Fussnote !6).
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