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coutigus 4 K, converge absolument. Il existe, par conséquent, un
sous-intervalle II' de (g, b) contenant dans soo intérieur des points
de K, et tel que

IIX K=1IIX P,.

Or, aucun intervalle situé dans Dintérieur d’un des intervalles
contigus m,, ne contient de points singuliers £,; par conséquent,
J(x) est intégrable (£,) dans chaque tel intervalle et en vertu de (6),
la valeur de son intégrale (£,) y coincide avec celle de son intégrale
(9). I1 s'en suit facilement que f(x) est intégrable (&) sur chaque
intervalle 7, et que

(/i) = (@) [ fiayas

et n
0 (&5 f; ma) = 0(9; f; m,) 9.
On a done
(9) D5 (fm) <+ oo,
et lorsque la suite {m,} est infinie, aussi
(10) lim O (&5 /5 7a) = 0.

Or, en raison de (7), tous les points de K, (au moins ceux qui
sont intérieurs & I7), sont & la fois des points singuliers (£;) de f(z)
dans II. D'autre part, la fonction f(#) étant sommable sur K, elle
y est, & plus forte raison, intégrable £, eu tant que £: ) £, contient
Pintégrale lebesguienne. Il s'en suit en raison de (9) et (10) que
f{x) est intégrable (£ = £,4,) dans IT ce qui est évidemment con-
tradictoire avec I'hypothése que IT contient dans son intérieur des
points de P, =P, :

Nous avons supposé plus haut que P, ne se réduit pas aux
extrémités de lintervalle (g, ). Or, #il en était ainsi, on vérifierait
de suite que f(x) serait intégrable (£7), done, & plus forte raison,
intégrable (£,.;) dans (a, b) ce qui est aussi contradictoire avec l'hy-
pothése (8). :

Ainsi, dans tout cas nous aboutissons avee (8) & une contradi-
ction;, il g'en suit que P,=0, c-&-d. que f(z) est intégrable (£4)
dans (a, b).

Notre assertion est done démontrée.

1) & étant une intégrale et (&) une fonction queleonque intégrable (&) dana

un intervalle 1,, 0(§; f; I,) désigne I'oscillation de lintégrale (5) de la fonetion
f(z) dans T'intervalle 1,; voir note ), p. 259,

e —————————————
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Sur la décomposition du cercle ouvert en arcs
simples ouverts.

Par
Stanistawa Nikodym (Cracovie).

Le but de cette note consiste & démontrer une propriété de
la décomposition des domaines ouverts et plans en ares simples
ouverts. Nous ne considérerons ici que le cas particulier, ol le
domaine est lintérieur d'une courbe simple fermée.

Théoréme *). Soit G lintérieur dune courbe simple
fermée C. Supposons quon ait décomposé G en des
ares simples ouverts (K} jouissant des propriétés
suivantes:

1° leurs diamétres surpassent un nombre positif

fixe g,

2% ily sont disjoints deux 4 deux, méme sil'on les

ferme,

3% les deux houts K de chaque are ne coincident

jamais et ils sont des points quise trouvent sur
la frontit¢re C du domaine G,
4° par tout point pe@ passe une courbe K.

Soit py, py, py,... une suite infinie de points de @
telle que limp,=p, ot telle qu'an plus un nombre fini
des p, est situé sur Varc K, passant parp,. Soit K, I'are
de{K} passant par p,

1) L'étnde de telles décompositions m'tait proposée par M. O. Nikodym.
Le contenu de la mote était présenté au I Congrés des Mathématiciens des Pay(
Slaves & Varsovie (Jo 24. IX, 1929, Bection III)
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Dans ces conditions il existe une suite partielle

pvn pl’:’ e

telle que K,  ~divise & entre p, et K, .

Démonstration. Soit {K} une décomposition (du domaine @)
satisfaisant aux conditions du théordme. Tout K divise G en deux
domaines et divise C en deux arcs ouverts que nous appellerons
bases de K.

Lemme 1. Dans les conditions 1°, 2¢, 3%, 4° du théoréme le dia-
métre d’aucune base ne peut pas étre <Ce.

En effet, soit K; un arc de la décomposition envisagée dont la
base 4, posséde le diamétre d(4,) <& Désignons par H, linté-
rieure de la courbe simple fermée X, -} 4,.

En vertu'de I’hypothése on a

@ (Hy) = 0(Hy) > 8(K,) > e.
Rangeons.tous les points de H, dans une suite bien ordonnée:

(2) Paseery Puserrs Doyer-
les indices commengant par 2,

Nous allons définir pour des nombres ordinaux o << 2 les points
ta, los courbes K, leurs bases 4, et les domaines H, de la maniére
suivante,

Posons #, 7= p, 1).

Comme #,¢ @, par t, passe un et un seul arc de la décomposition,
soit K,. Les bouts de K, se trouvent nécessairement sur 4,, ce
qui résulte du théoréme de Jordan, étant donné que deux courbes
de la décomposition n'ont pas de points communs, méme si l’on les
ferme,

Soit 4, la base de K, déterminée par la condition 4, C4,.

Désignons par H, Iintérieure de la courbe simple fermée

On a Gt

K,CH, e H,CH,.

On démontre aisément que 6(H,) > o(Hy). )

Soient, en effet, 4, b deux points de H, tels que d(H,) est égal i la
distance des points g, b.

1) ¢, soit choisi arbitrairement sur K,.
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Ils sont nécessairement silués sur la frontidre 4, + K,.
Au moins un de ces points se trouve placé sur K, parce que

S(H)Zd(Ky) >e ot d(4y) < d(dy) <e.

Soit aeK,, done aeH,. Il existe un nombre 0> 0 tel que le
cercle ferm¢ S(a, @) se trouve dans H,. Si l'on fait prolonger le
segment rectiligne ba au deld du point a, on obtient un rayon aa’
du cercle tel que

(aa’) . (ab) =0
[(aa’) et (ab) désignant les intervalles ouverts].
Or be Hy, o' H, et g(b,a') Y) > 6(H;) = longueur (g, b).
Cela prouve que '
(H,) < 8(H,).
On a de plus:
0(H,) == 6(K,) > «.

Supposons qu'on ait déja défini les ¢,, H,, 4, et K, pour tous
les nombres ordinaux ¢ inférieurs & un nombre § donné, ot §>>2.

Supposons de plus que les éléments ¢, 4,, K., H, possédent
les propriétés suivantes:

10 Si e < B, H, est un domaine borné dont la frontitre est la
courbe simple fermée K, -} 4,, 4, est une base de K,

H.CHCG §H)>e
K, est un arc {K} passant par ?,.
2. 8i o' <e’<BonaH,DH K CHpy dor C Ao
3% Si o' <a”<p, on a 8(H,)<d(H,)
Nous allons définir nos éléments pour lindice 4. Deux cas peu-

vent s'y présenter: '

1) 8 est de 1% espdce

2) B est de 2™° espéce. ’

. Dans le cas 1) soit #; le premier point de la suite (2).<.mntenu
-dans H, ,. De tels points existent en vertu de la supposition 1°).

1) o(b, o’) désigne la distance de b et a’.
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On a #eH, ;. Comme (en vertu.de 2°) H, ;(C H,, on a te Gy
done par 7, il passe un arc {K}. Soit K, cet arc. Une de ses bases
4, est nécessairement contenue dans 45 puisque Kpcﬂp_l. Soit
Hj le domsine intérieur de la courbe simple fermée Zﬁ—]——ﬁﬁ. On
voit que Hy(C H,_, et on démontre comme plus haut que

S(Hy) < 8(H,,)
et que _
0(Hg) > .

Il g'ensuit que les propriétés 1°, 29 3° subsistent pour tous les
nombres ordinaux <Cg.

Envisageons maintenant le-cas 2), ot § est un nombre limite. Il
existe une suite simplement infinie @, < @, <... < g de nombres

ordinaux, telle que §=1lim a,.
n—00

Le produit

wio JT.
n=1
est indépendant du choix de la suite @, a,...
En effet, soit af<<a;<C...<<f une deuxiéme suite telle que
lim @, =g et soit H":ﬁm,’,.
n—>00 8 n=1
Quel que soit il existe un nombre  tel que la relation m > u
eniraine @, < a;,,. Comme a, <8 et a, <, on a, en vertu de la
supposition 2°
H, D Ha,,

ce qui donne fl—%j Hy, dot HéjHé'.

D'une maniére analogue on démontre que Hy' ) H; ce qui
donne H;= Hj.

L'indépendance en question est ainsi démontrée.

Hy est un ensemble fermé et, on a 6(Hy)=>¢, en vertu de la suppo-
gition 1% 8i H; ne contient pas de points de G, le procédé s’arréte.
Dans le cas contraire soit tp le premier point de la suite (2) inté-
rieur de @, On a tse H, pour tout o <Cf.

En effet, le nombre a peut &tre toujours considéré comme un
élément d’une suite infinie croissant de nombres ordinaux tendant
vers f, ce qui implique H[;CH;.
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Soit K, Pare de {K} passant par tg. Une de ses bases 4, est
contenue dans 4,, ol @ <Cf et, comme on le démontre sans peine, 4,

est indépendant du choix du nombre a.

Soit H) le domaine borné, déterminé par la courbe simple fermée

4;+ K, On a
3(Hy) > 6(Kyp) > ¢
S(H) <b(H) si a<p.

On voit ainsi que, si le procédé peut étre ponssé jusqu'au nom-
bre 8, les propridtés 1° 20 3° subsistent.

Mais le procédé défini ainsi s'arréte nécessairement parce que dans
le cas contraire on aurait une suité transfinie non dénombrahle de
nombres positifs:

0(HL), 6(Hy)y-.., 0(H,), .., 6(H,),...,

ott la relation o <Ca” entraine 6(H,) < 6(H,.).
Il existe done un nombre ¢ < Q tel que les relations

et, en outre:

@ <e<..<q
limea,=a
entrainent
oc
wg J[R.Co
n=]

Par conséquent H' (C 4,.

Mais cela implique une contradiction puisque on a §(H')>=>¢
(étant donné que 6(H, ) > &) et dautre part d(4,) < e.

Le lemme 1 est ainsi démontré.

Lemme 2. Dans, les conditions du théoréme il n'existe pas une
infinité de bases qui soient disjoints deux & deux aprés la ferméture.

“En effet, supposons que les bases 4,, 4,,..., 4,,... des arcs
K,, K;,..., K,,... appartenant & {K} sont disjoints. En vertn du
lemme 1 on a 6{4,)>=¢e n=1,2,...).

D’aprés le théoréme de M. Wazewski?) il existe une suite in-
finie partielle 4,, 4,,,... pour laquelle lensemble limite et I’en-
semble d’accumulation cotncident et telle que, si I'on pose:

4 =ens. lim 4, ,
k-»co

Yy Fund. Math, T, IV. Bur un continu singulier, p. 229,
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on a _
4.4, =07%
A est un continu dont le diamétre est > &
Comme
c—4D 34,
k=1
on trouve:

C—4yD (2 A,,k) D4

Comme d’autre part
(C—4yDC—4,
on en obtient

(C—4yDq

ce qui démontre que 4 est un continu de condensation pour C.

Mais cela est impossible, puisque C est une courbe simple
fermée. Le lemme est démontré.

Les lemmes étant établis, passons & la démonstration du théoréme.

Soit pyeG et p;, Py, Py,eery Pus... une suite infinie de points
de G tendant vers p et tels que les courbes K,, K;, K,,... de {K}
passant respectivement par p,, py, py,... sont différentes.

La courbe K découpe @ en deux domaines. Dans un, au moins
d'eux, soit G, il y a une infinité de points p,. . Soient D1y Page-.
tous ces points et K, les courbes correspondantes. On a lim p, = p,.
Soit 4, la base de K, correspondant & G,. Tout K, posséde une
base déterminée situde dans 4,. Désignons la par A..

Les bases 4, et 4, pour n==m ne peuvent pas s'empiéter,
4 cause du théoréme de Jordan.

On démontre quil y a au plus un nombre fini d’indices m tels
que 4, (C4,. Dans le cas contraire, on aurait pour une infinité
de m: K,(C intérieur de la courbe K, 4,. Done on aurait
une infinité de points p;, dont la distance de p serait supérieure
& un nombre positif.

Posons A, 77 1. Keartons tous les indices m pour lesquels
4, C A;. Soit 4, le premier indice restant (oo a 2;>>4,). Supposons

1) Les A*n‘ sont des arcs simples situés sur C,
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qu'on ait défini les indices 4, <<...<< 4, Supposons, en outre que,
1° i m<C4,, et si m est différent de A, Aay..., A,y, au moins
une des relations

4, C4y,, ACa,..., 4.CA

An—1
. 0 o ; . L =
a lieu, 2° si s <<t<n, on a ou Az,CA,z,a ou blel} AL.A}%—_-_()_

Ecartons tous les indices m pour lesquels au moins une des
inclusions suivantes subsiste:

Amcdﬂn Achlnr"'> AMC'AJ,,,'

Le premier indice restant sera désigné par Ax41. On a néces-
sairement 4,4, >4,. En effet, dans le cas contraire on aurait
Ay <A, Comme Z,., est différent de 4,, Agy..vy Auy, ON aurait
aun moins une des relations

s C A 4, Cllip, 8, CHy
ce qui est impossible,
On voit aisément que les propriétés 1° et 2° mentionnées ci-
dessus subsistent ‘pour les indices 4,, 4,,..., Aoy
On obtient ainsi une suite infinie d'indices 4 <23 <... qui
jouit de la propriété suivante:

Si »' << n”, les bases A:”,, 5;"“ sont ou disjoints ou bien
on a Agn,CAAu”.
On démontre qu'il existe une suite infinie partielle {v,y de {4,},

telle que:
4, C4,C4,C...

En effet, supposons que cela ne soit pas vrai. Posons u, 5 1.
Seit wy le premier indice différent de u, (donc > u,) tel que
4,C4,,. ps le premier indice différent de u, (donc > u,) tel que
4,,C 4, ete. Le procédé se définit facilement par induction, Mais il
s'arréte, en vertu de la supposition, soit pour %.

On a:
(3) A;u C A,us C e C Ay.k
et cette suite de peut pas étre augmentée ni par prolongation ni
par lintroduction de membres intermédiaires.

Il existe au plus un nombre fini de 4, pour lesquels 4, C4,,.
Par conséquent, il existe au moins un indice 4, supérieur & Wy, Boit


Yakuza


270 S. Nikodym.

ui, tel que Z“i.[;k=0. Onad fortiori—l;s~ A:i =0 pollr s=1,2,.,k

Nous allons continuer le procédé en partant de A,‘i et en for- .

mant une suite saturée:
Vi ’ AI R
AHiCA fC"'C w,

Remarquons que ces bases sont nécessairement disjoints & 4,
puisque (3) ne peut pas étre prolongée. o

Soit u;’ le premier ix.xdice tel que p;' >u; et que AM'A,ui' =0.
On procéde ainsi indéfiniment,

Les bases 4, 4,;, 4,.,... sont nécessairement disjoints ce qui
est impossible, d'aprés le lemme 2.

Lexistence de la suite

4, CA, C..
est ainsi assurée,
On achéve facilement la démonstration du théoréme, en mon-
trant que
: K, , divise G entre p et K, .

V4l

Remarquons que la condition 1° du théoréme est essentielle
pour que la thése sibsiste.

Si la frontiére du domaine n’est pas jordanienne, la thése peut
étre en défaut et il y en est de méme, si les diamétres des arcs
ne sont pas supérieurs & un nombre positif fixe.
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Sur le probleme des courbes gauches en Topologie?).
Par

Casimir Kuratowski (Lwéw)

Jappelle une courbe, ou en général, un ensemble de points 4,
gauche aw sens topologique, lorsque 4 n'est homéomorphe 4 aucun
ensemble situé sur le plan,

N

Le probleme consiste & caractériser les courbes gauches, ainsi
congues, de fagon inirinséque. '

Dans cet ordre d'idées, le premier vésultat important fut celui
de M. Wazewski?): une courbe gauche n'est jamais une dendrite3).

Ce résultat fut précisé ensuite par M. Ayres, qui prouva qu'un
continu Péanien gauche doit — non seulement contenir une eourbe
simple fermée, comme l'a prouvé M. Wazewski — mais qu'il
contient toujours une courbe de la forme ,8% (courbe composée de
trois ‘ares coextrémaux n’ayant deux & deux que leurs extrémités
en commun) %),

Je vais me borner dans cette note & traiter ledit probléme dans

1) Les résultats principaux de cette note ont 6t communiqués & la Soc. Po-
lonaise de Math, (Section de Varsovie) & la séance du 2! juin 1929,

%) Ann. de la Soc, Pol. Math, 2 (1924), p. 49—170 Cf. aussi une simple dé-
monstration du méme théoréme donnée par M, Menger, Fund. Math. X (1926).
Le théoréme de M. Wazewski rédpond & un probléme posé par M. Mazurkie-
wicz dans Fund, Math. II, p. 130.

3) Une dendrite est, par définition, un continm Péanien (= image continue
d’un intervalle) qui ne contient aucune courbe simple fermée. C'est une générali-
sation de la notion de 'arbre de la topologie combinatoire,

4) Fund. Math, XIV, p. 92. M. Ayres prouve que la propriété de ne pas
contenir de courbes 6 caractérise les continus Péaniens qui sont homéomorphes
4 la frontiére d'une région situde sur le plan,
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