Zur Theorie der analytischen Mengen.
Von
Witold Hurewicz (Amsterdam).

Bekanntlich konnen die abgeschlossenen Mengen eines kompakten
metrischen Raumes R ihrerseits auf naturgemiisse Weise als Ele-
mente eines neuen kompakten metrischen Raumes R (des zu B ge-
horigen , Potenzraumes‘) aufgefasst werden !). Zwei abgeschlossene
Mengon 4 und B von R haben dabei in R definitionsgemiss den
* Abstand d, wenn d die kleinste nicht-negative Zahl ist mit der Ei-
genschaft, dass es zu jedem in einer dieser beiden Mengen liegen-
den Punkt p einen Punkt in der zweiten Menge ¢ gibt, dessen Ab-
stand von p (im Sinne der in R geltenden Metrik) die Zahl d
nicht itherschreitet. '

Setzen wir B als nicht-abzihlbar voraus und betrachten die Teil-
menge 17 des Potenzraumes R, bestehend aus allen nicht-abzdhi-
baren abgeschlossenen Punktmengen von R. Das Hauptergebnis der
vorliegenden Untersuchung besagt: $13 ist (in Bezug auf R) eine
analytische Menge %), dagegen ist die zu $I7 komplementire Menge,
die von den abzdhlbaren abgeschlossenen Teilmengen von B gebildet
wird, nicht-analytisch. Dasselbe kann man auch so ausdriicken.
Im Raum R aller abgeschlossener Mengen bilden die nicht-abzihl-
baren Mengen eine analytische, aber keine Borelsche Menge *).

1) Vgl. Hausd orff, Mengenlehre, 8, 145—150; auch W a2 e ws ki, Fund. Math,
t. 1V, 8. 219.

%) Anslytische Mengen = Souslinsche Mengen (4). Wegen der -(hauptsiich-
lich von Lusin und Sierpinski entwickelten) Theorie der analytischen Men-
gen vgl, etwa Hausdorff, Mengenlehre, 8. 177, ff, Die in der gegenwhrtigen Arbeit zu
bentitzenden Begriffe und Lehrsitze werden unten im § 1 zusammengestellt,

%) Eine Menge eines kompakten Raumes ist nimlich dann und nur dann Bo-
relsche Menge, wenn sio gleichzeitig mit jhrem Komplement analytisch ist. Vgl,
vorige Zitate, 8. 184 ff. u. 276. Auch unten § 1.
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Es scheint bemerkenswert, dass nicht-analytische (bzw. nicht
Borelsche) Mengen, deren Herstellung in den gewthnlich betrach-
teten Riumen mehr oder weniger gekiinstelte Konstruktionen bean-
sprucht, sich in Potenzriumen bereits bei einer ganz einfachen Fra-
gestellung von selbst darbieten.

Verstehen wir unter der Ordnung einer abzdhlbaren abgeschlos-
senen Menge M (TR die erste Ordinalzahl e << £, fiir die die Ab-
leitang M° leer ist, so haben wir das weitere Ergebnis, dass fir
jedes 7 <C 2 die abz#hlbaren abgeschlossenen Mengen von einer
Ordnung <7 in R eine Borelsche Menge bilden (in Uebereinstim-
mung mit der allgemein giiltigen Tatsache, dass in einem kompakten
Raum jede zu einer analytischen Menge komplementire Menge Summe
von %, Borelschen Mengen ist) und als Gegenstiick dazu die fol-
gende Verschirfung der zweiten Hilfte der Haupttheorems: Eine
Teilmenge von R — T ist sicher nicht-analytisch, wenn unter
jhren Elementen Mengen von beliebigig hohen Ordnungen vorkommen.

Die vorstehenden Resultate stehen im engen Zusammenhang zu
den Untersuchungen von Mazurkiewicz und Sierpidski?)
betreffend das Verhdltnis zwischen den analylischen Mengen und den
stetigen Funktionen. Nach einem von diesen beiden. Autoren bewie-
senen Satze ist fir jede stetige reelle Funktion f(z) der reellen
Versinderlichen x die Menge 4(f) aller Werte, welche f mehr als
abzithlbar oft annimmt, analytisch %), Die Analogie zwischen diesem
Ergebnis (das sich, wie wir sehen werden, leicht auf stetige Abbil-
dungen von beliehigen kompakten Kiumen iber tragen lasst) und
dem ersten Teil des oben ausgesprochenen Theorems ist einleuch-
tend, und es wird sich spiiter besthtigen, dass die beiden Aussagen
nur verschiedene Formulierungen einer und derselben Tatsache
darstellen.

Die zweite negative Hulfte unseres Theorems findet ibr Analo-
gon in der folgenden Aussage tber stetige Funktionen:

A(f) ist keine Borelsche Menge, wofern unter den.Mengen
M(f=y) (so wird die Menge aller Punkte bezeichne't, in denen
f den Wert y annimmt) abzithlbare Mengen von beliebig hohen

4 Mazurkiewicz und Sierpinaki, Fand, Math. 6, S, 161. Ferner Sier-
pineki, Fund. Math. 8. 8. 370. )

5) Es gilt auch die Umkehrung: Jede analytische (lineare) Menge tritt als eine
zu einer stetigen Funktion gehdrige Menge A(f) suf. Vgl Mazurkiewicz und
Bierpineki a. a. 0.
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Ordnungen vertreten sind ¢), Andererseits kann schon mit verhiltnis-
missig einfachen Mitteln (durch transfinite Induktion) die Umkehrung
bewiesen werden: Wenn die Ordnungen der abzihlbaren unter den
Mengen M ( f=1y) eine Schranke u <C £ nicht Uberschreiten, ist 4 (f)
eine Borelsche Menge 7). Wir konnen auch sagen: Damit A(f) eine
Borelsche Menge sei, ist notwendig und hinreichend, dass die abzihl-
baren unter den Menger M (f=y), hochstens abzshlbar viele fopo-
logisch verschiedene Typen liefern 9).

1. Wir beginnen mit einer kurzen Zusammenfassung einiger he-
kannter Ergebnisse aus der Theorie der analytischen Mengen ?). In
einem kompakten Raum R liege éin erzeugendes System von abge-
schlossenen Mengen

Foprgey, B=1,2,..05 0y, me==1,2,...)
vor mit der Eigenschaft;
(0) Fnl,ng..,.,nk,nk_l_, C Fn,.n,,.,.,nk'

Die durch dieses System erzeugte analytische Menge 4 besteht
definitionsgem4ss aus den Punkten x ¢ R, zu denen es eine unendliche
Folge natiirlicher Zahlen #,, n,, ny,..., gibt, so dass « in dem
Durchschnitt ‘

[=-]

_”Fnl.ux,-.-,nk

enthalten ist. .
Sei jetat x ein beliebiger Punkt von B. Mit E(x) bezeichnen
wir die Gesamtheit aller Indizeskomplexe m = (ny, n,,..., n,), fur die

xeF,.

®) Dass dieser F'all wirklich eintreten kann, folgt aus 5.

") Dies wurde bereits von Mazurkiewicz und Sierpidski in der oben
zitierten Arbeit bemerkt (S. 168).

%) Wir machen Gebrauch von der Tatsache, dass zwei abgeschlossene abziihl-
bare Menge 4 und B dann und nur dann homgomorph sind, wonn sie erstens
dieselbe Ordnung « haben, und wenn zweitens die Ableitungen A%-1 und Bo—1
ans derselben Anzahl von Punkten bestehen (Unter den Mengen derselben Ord-
nung gibt es also nur abzithlbar viele nicht-homgomorphe)., Cf, Mazurkiowics
und Bierpinski, Fund, Math. t. 1. p, 21,

Yy Wir schlieasen uns dahei sehr eng an die Daratellung in Hausdorfi's Men-
genlehre an
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Die Punkte der Menge A kionnen wir dann dadurch charakteri-
sieren, dass die diesen Punkten entsprechenden Mengen Z(x) Fol-

gen von Indizeskomplexen von der Gestalt:

(1), 10y M)y eeny (g gyenny Meyen

enthalten.

Ist # irgend eine Menge von Indizeskomplexen (n,, n,,...,n,),
so nennen wir ein Element == (n,, n,....,n,) fortsetzbar in Z,
wenn es eine natiirliche Zahl m gibt so dass der Komplex (, m)=
== (N;,., Ny, M) gleichfalls in B als Element vorkommt; ferner be-
zeichnen wir nach Hausdorff1°) mit £, die Menge aller fort-
getzbaren Elemente von Z und setzen alsdann durch transfinite
Rekursion fiir jede Ordinahlzahl & << Q

E, = (B,_), oder E,= ][Eﬂ,
g<e

je nachdem @ eine isolierte Zahl; oder eine Grenzzahl ist. Da die

- Anzahl der Elemente in E abzéhlbar ist, und Mengen E, mit wach-

gendem o stets abnehmen (bzw. gleich bleiben), miissen sie von einer
gewissen an miteinander tibereinstimmen. Diese nach abzahlbar-
vielen Schritten erreichte (eventuell leere) Menge E,=E,,, hesteht,
wie leicht ersichtlich, aus allen Elementen 7 von Z, die unbeschrinkt
fortsetebar sind in dem Sinne, dass es eine unendliche Folge natiir-
licher Zahlen {i,} (k=1,2,...) gibt, derart dass fir jedes k& d.er
Komplex (m, 4,..., %) ein Element ist von E. Folgerung: Es ist
E,=0 fur hinreichend grosse Werte von 4 dann und nur dann,
wenn E keine unbeschriinkt fortsetzbaren Elemente enthalt 1').
Wenden wir die letate Aussage auf die oben definierte Menge
E(x) an, so sehen wir: Zu jedem Puukt der Menge B — A ge-
hért eine erste Ordinalzahl 4= A(z) < Q nit der Eigenschaft:

[£ ()], = 0.

10) Mengenlshre, 8. 444. )
11) Einerseits kommt jedes in E unbeschrinkt fortsetsbare Element x auch

in K, als ein ebenfalls unfortsetzbares Element vor, folglich ist fﬂr.jedes a/mz@,,
Andererseits ergibt sich ans Eg =Kz in einfacher Weise, dass jedes 72 K in
E; und daher auch in E unbeschriinkt fortsetzbar ist. _ o )

13) Die Theorie der Indizes wurde von Lusin und Bierpidski entwulzkelt,
Die hier benlitzte Form der Definition stammt von Hauasdorff (Mengenlehre, S 187).
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Dieses 4(x) heisst der Index des Punktes x in Bezug auf das
System {F,, .. .} Sei fir a< 9 B, die Menge aller Punkte z
von BR— A, fir die A(z) < . Man zeigt ohne Schwierigkeit durch
transfinite Induktion: B, sind Borelsche Mengen 1*). Weiter gilt die
folgende wichtige Behauptung:

(8) Ist die Teilmenge 4* von E— 4 analytisch, so gilt fir
hinreichend grosse Werte von @ 4*:B,=0 (Mit anderen Worten
kaon 4(z) auf 4* nur abzihlbar viele Werte annehmen).

Unmittelbare Folgerung daraus ist:

(b) Wenn die Menge R— A analytisch ist, sind alle B, von einem
gewissen ‘an leer. Umgekehrt, gibt es ein 7<CQ, so dass fr a> 19
B,=0, so ist R—A=23 B, Summe von abzihlbar vielen Borelschen

L=
Mengen, also selbst Bore]s(]:he (und a fortiori analytische) Menge; dann
ist pattirlich auch A eine Borelsche Menge, und man kommt zu dem
bekannten Ergebnis: Eine Menge ist dann und nur dann Borelsche
Menge, wenn sie gleichzeitig mit ihrem Komplement analytisch ist.

Fiir die Bebauptung (a) fihren wir einen einfachon Beweis an. Eine analy-
tische Menge A*( R— A #ei durch das orzeugende System {F¥ ..} gegeben.
Wir betrachten die Menge O, bestehend aus allen zweizeiligen Indizeskomplexen

M (n,, Rgyonsy M
My Mgy evay My
mit der Eigenschaft:

*
Fm,.,.,nk * Fm',...,m,‘:i: 0.

Ahnlich wie bei einzeilizen Komplexen nennen wir das Element (') von @
fortsetzbar in @, wenn bei passender Wahl der natiirlichén Zahlen 74y, und M1
!

der Komplex ( Byy Pgre vy My Tatt

ein Element von @ ist, Anal bertriigt i
iy, My gy mk+l) Q og tbertriigt sich

die Definition der unbeschriinkten Fortsetzbarkeit, Wir zeigen vor allem: In ¢ gibt
es keine unbeschriinkt fortsetzbaren Elemente: Denn sonst ghbe es zwei Folgen
{m} und {7} (=1, 2,...), so dass fiir jedes f Co=F;, . Ay Fr . ’Hk:*: 0.

Nach (°) ist dabei Cpy1 (T Cr, und aus dem Cantorschen ,Durchechnittssatz"

oo oo 0,
folgt.k]-]] C, =£{F;‘“_" e .I;I-I‘Fﬁb"" i :': O, wihrend im Widerspruch damit

oQ o
E]Fn—bm,—,,'kCA,k{{F,%‘w, A A*und 4, 4% == ( gilt.
Definieren wir die Mengen Qqu (a < Q) ganz analog wic oben die Mengen Hy,

eo folgt aus dem eben Bewiesenen die Existenz einer Zahl <R mit (),7 ==,

13) Vgl. etwa Hausdorff. Mengenlehre, 8, 188—189,
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Sei nun x ein Punkt von A*; wir withien eine unendliche Folge {’”‘1}, o dass
) weFE . (k=12

Sei ferner (n,,...,7s) ein Element der in Bezug auf das System'{Fy,.. n,}

R .
definierten Menge E(x). Dann ist das System (;" ’7):;;) ein Element von ¢.
e

(Nach der Definition von E(x) und nach (/) ist némlich ge F, nk'Fﬁn.-wmu
aleo F, ";.,'F;m-n, mk:i:(), Jedem Element von E(x) wird auf diese Weice

cindeutig c¢in Element von ¢ zugeordnet, und man sicht leicht, dass bei dieser
Zuaordnung fortsetzbaren -Elementen von E(x) fortsetzbare Elemente von Q ent-
sprechen, dass allgemeiner fiir jedes a< Q die Elemente von [E ()|, auf Ele-
mente von Qg abg‘ebﬂdet werden, Wegen @, = 0 ist daher [£ ()], =0 fur jedes
xzed*, oder A%, By=0 fir a>7.

9, Im metrischen kompakten Raum R sei ein im Hausdorffschen
Sinne vollstindiges ) System aus abzéhlbar - vielen Umgebungen
{U) gegeben, wobei wir noch voraussetzen, dass zugleich mit den
Umgebungen U, und U, auch die Vereinigungsmenge U, 4+ U, zam
System gehort (Die letute Bedingung kann immer realisiert wer-
den, indem man notigenfalls das System durch ein umfassenderes
ersetzt). Binen Komplex aus m (m= 1, 9,...) Umgebungen U,'derefx
abgeschlossene Hillen zu fe 2wei fremd sind, bezeichnen wir r'mt
dem Symbol K. Den Umgebungskomplex K© nennen wir eine
Verzweigung des Komplexes K, wenn jede der 2" Umgebungen von
K™ zwei (und somit auch gemau zwei) Umgebungen von K¢ als
Teilmengen enthilt.

Wir ordnen jetzt alle Komplexe K® (deren es ja nur .abzahl—
bar-viele gibt) anf eine heliebige aber hestimmte Weise in elne un-
endliche Folge:

KP, KP,..., KD,...

an. Sodann bilden wir fir jede natirliche Zahl n eine unendliche
Folge

K%‘}l’ Kg‘.)h'-n 5!4,)"!7"‘
aus simtlichen Verzweigungen des Komplexes K®. Nunmehr wiardc?n
fur jedes Paar (u,, n,) alle Verzweigungen des Komplexes .Kf,,},,,'m
eine Folge (K9, (=1, 2,...), angeordnet und al]gemem. wu'd.
jedem endlichen System natiirlicher Zahlen (ny, 75,..., M) €0 (bei

14) Darunter wird verstanden, dass es zu jedem Punkt von R beliebig kleine
ihn enthaltende Umgebungen des Bystems {2(} gibt,
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Weglassen des oberen Index 29 mit K, ..., bezeichneter Um-
gobungskomplex K® zugewiesen, so dass bei festen ny, ny,..., 7
die Folge K, .. (i=1,2,..) alle Verzweigungen des Komplexes
K,,...,, durchliuft.

Es ist leicht einzusehen (unter Berticksichtigung der Voraus-
setzung, dass die Summe zweier Umgebungen U wieder eine
Umgebung U ergibt), dass unter den Ky, alle Komplexe
K mindestens einmal vertreten sind. Ebenso leicht bestitigt man:
Sind in jeder Umgebung des Komplexes K, ., ,, je 2" Umgebungen
eines Komplexes K®*™ enthalten, so kommt der letatere unter den

Komplexen K, .. leppreonliqm VOT*

Die einzelnen Umgebungen, aus denen der Komplex Koy
gebildet ist, bezeichnen wir (in irgend welcher Reihenfolge) mit:

Uy 6=1,2,..., 29,

3. Aus den eben definierten Umgebungskomplexen greifen wir
einen bestimmten K, heraus und betrachten diejenigen abge-
schlossenen Mengen M (T R, welche mit jeder der 2* abgeschlos-

senen Mengen ﬁj:_,,k gemeinsame Punkte besitzen:
O M., 0 (1=1,2..,29

Die Gesamtheit der abgeschlossenen Mengen mit dieser Kigen-
schaft sehen wir als eine Teilmenge des Potenzraumes R an und
bezeichnen sie mit §,.,,..n, Su...n, 18t in R abgeschlossen ; dies
ist eine Folgerung aus dem allgemeinen Satz: Bei vorgegehener ab-
geschlossener Menge 4(C I bilden die abgeschlossenen Mengen M
mit der Eigenschaft 4.M =0 eine in R abgeschlossene Menge 7).
Vermoge diese Satzes ist §,,..,, Durchschuitt von 2* ahgeschlos-
senen Mengen, also abgeschlossen, Ferner gilt allgemein

th gl Ly C Snl,...,/zk .

13} Ist nitnlich N, A=10, dann gibt es bekanntlich eine positive Zahl 9 ==
=1(4,N), so dass fir jeden Punkt x von 4 und fiir jeden Punkt y von N
d(x, y) > r. Fir eine Menge M mit M.4:-0, ist es also mdglich einen Punlkt
el za bestimmen (als solcher kann ein beliebiger Punkt von M. .d genommen
werden), so dass fiir yeN d(x, y) <r. Nach der am Anfang von §1 ausgespro-
chenen Definition bedeutet dies, dass im Kinne der Metrik von [ der Abstand
zwischen J/ und N grosser ist als »==#(d4, N). Iolglich ist N kein Hiulungs-
element der Menge allor J/ mit MA . 0, und diese Mengo ist abgeschiossen,
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Das System aller Mengen §,, ..., (F=1, 2,..; #,.., ne=1,2..)
erzeugt (im Sinne des § 1) in R eine analytische Menge %. Wir wollen
nun zeigen, dass die Elemente dieser Menge nichts anderes sind,
als die nichi-abzihlbaren abgeschlossenen Mengen von R, womit also
die in der Einleitung ausgesprochene Behauptung tiber den analy-
tischen Charakter der Menge aller nicht-ahzihlbaren abgeschlossenen
Mengen bewiesen wird.

Wir beweisen erstens: Wenn die abgeschlossene Menge M nicht
abzuhlbar ist, gilt: Me2. Zu dem Zwecke greifen wir aus dem in
R zugrundeliegenden vollstindigen System der Umgebungen {U} zwel
Umgebungen heraus, die mit jhren Begrenzungen zueinander fremd
sind und von denen jede eine nichi-abzihlbare Teilmenge von M enthilt
(Bin derartiges Umgebungspaar gibt es sicher, weil eine nicht-ab-
zithlbare Menge mindestens zwei Kondensationspunkte enthilt). In-
perhalb jeder dieser Umgebungen wihlen wir je zwei denselben
Bedingungen unterworfene Umgebungen des Systems {U} usw. Auf
diese Weise fortfahrend, erhalien wir offenbar eine Folge von Um-
gebungskomplexen, deren jeder eine Verzweigung des unmittelbar
vorangehenden ist, also eine Folge der Gestalt:

-Kz” -Kn‘,rq:"" Kﬂ,,llg.....llk,"'

Dabei hat jedes U, .., (k=1,2,..;i=1, 2,..., 26) gemeif:same
Punkte (sogar eine nicht abzithlbare Menge von gemeinsamen Punktef])
mit M, es sind also a fortiori die Bedingungen (®) erfiillt und es gilt
(nach der Definition von Snny)?

Ju-esn,,.“,uk (IG: 1, 2,,..)

dies bedeutet aber Me2f. )
Wir beweisen zweitens: Wenn Me2, ist M nicht-abzihlbar. Die vor-
ausgeselzte Beziehung ist gleichbedeutend mit der Existenz einer Folge

natiirlicher Zahlen {n}, fiir die M. UL F0 (=12, i=1., 2%).
Fur jede Folge {i,} (k=1,2,..., & = 9%) mit der Eigenschaft:

[k - U:fﬁ.... " k=1,2,.)

Rppeoos e Rpp iy

ist nach dem Cantorschen Durchschnitssatz:

0 u. JI Uk O

few]
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Da es aber (mit Ricksicht auf die Definition der Komplexe
Ky iy 818 Verzweigungen der Komplexe X, . ) offenbar 2%
solcher Folgen gibt, und da (wegen Uf,‘“,,k U{,,”kmo fir 4= 7)
zwei verschiedene Folgen punktfremde Durchschnitte auf der linken
Seite von (") ergeben, ist M nicht-abzithlbar. Der Beweis unserer
Behauptung ist vollendet.

4, Sei MC R eine abedhlbare abgeschlossene Menge, Nach dem
Ergebnis des vorigen Paragraphen gehdrt M, als Element des Po-
tenzraumes R betrachtet, der analytischen Menge 2 nichf an. Nach
§ 1 besitzt M in Besug auf das erzeugende System §, ., einen
Indexx A=A(M) <&, zu dessen Bestimmung die Menge A'(M)
aller Komplexe nattrlicher Zahlen (ny, fg,..., 7,) mit der Kigenschaft

M.e§.0n,
oder ausfiihrlicher

(®) M. Ufn.'n,nk:*: 0 (=12..,2)
verwendet wird,

Neben Z(M) betrachten wir noch die zweite Menge E*(M),
(bestehend aus den Zahlenkomplexen (u, ..., ), die der im Ver-
gleich zu (a) schirferen Bedingung

(&% MU, .,F0 (i=1,.,2)
geniigen, Wir bemerken gleich: Fiir ein endliches m gilt:
") (E(M)],,=0 (bzw. [E*(M)], == 0)

dann und nur dann, wenn die Menge M endlich ist und die Anzahl
ihrer Elemente < 27,

Die Beziehungen () besagen nimlich, dass in (M) bzw. E*(M))
htehstens (m—1)-gliedrige Zahlenkomplexe vorkommen, Nun ist
es aber klar, dass fiir eine Menge M, die aus weniger als 2" Punkten
besteht, die 2* Relationen (a) (bzw. (a*)) fur & = m simultan nicht
bestehen konnen. Andererseits liest sich fiir eineﬁenge M, die min-
destens 2" Punkte enthult, sicher ein Umgebungskomplex K"
(alsf) ein K, ) angeben, dessen jede Umgebung Punkte aus M
. besitzt, so dass also der Zahlenkomplex (ny,..., m,) in E*(M) und

erst recht in E(M) enthalten ist.
. Sei jetzt M' die Ableitung der Punkimenge M. Wir beweisen
die folgende Beziehung zwischen den vier Mengen E(M), E*(M),
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E(M'), B*(M"):
oy E¥(MYC[E¥(M)),C [£(M)],C E(M).

Der mittlere Teil der Formel ist eine unmittelbare Folgerung
aus E*(M)(C E(M). Wir beweisen den linken Teil von (f): Der
Komplex m==(n,, ng,..., 7, sei ein Element von E*(M'); jedes
Ui (i==1,...,2" enthalt dann wenigstens einen Punkt von M’
und dahev unendlich-viele Punkte von M. Mit Rtcksicht daranf
konnen wir fur jedes natiirliche m ein K(2¢+™) bilden aus Umgebun-
gen, die simtlich gemeinsame Punkte mit M haben und zu je 2"
in den einzelnen [J%, enthalten sind, Dieses K(2+™) ist nach der Schluss-
bemerkung von §2 ein Komplex von der Form K, , vl und der zu-
gehtrige Zahlenkomplex (@, é44,..., fpn) gehort der Menge E*(M)
an, woraus folgt, dass m ein Element von [E*(M)], fir m=1,2,.,

0O

also ein Element von [E*(M)|, == Il [E*(M)], ist.

m=1
Zum Beweise des rechten Teiles von (1) betrachten wir ein Ele-
ment == (1, "y,..., n;) Vo [E(M)],. Fir m=1,2,... ist we[E(M)],
d.h. es gibt m Zahlen {7, ,..., i7,, so dass der erweiterte Komplex
2 == (m, i{Dy,..., §7) gleichfalls.zu E(M) gehort. Es gilt somit:
M.Ulm==0 (i=1,...,2"), und da in jedem U7 2" (paarweise
fremde) Ul liegen, enthalt jedes U7 mindestens 2" Punkte von
M. Weil dies fur jedes natirliche m gilt, und weil der Ranm R
nach Annahme kompakt ist, enthilt jedes UL mindestens einen
Punkt der Ableitung 3, damit gleichbedeutend, gilt: meZ(M’).
Die Formel (f) ist restlos ‘bewiesen.
Wir verallgemeinern sie zu der folgenden fiir jede Ordinalzahl
» < Q giiltigen Formel:

() E*MY) C [B* (M), C [EQM)),, C E(M?)

(M» bedeutet die iterierte Ableitung von M von der Ordnung #).
Fir » — 1 ist dies die obige Formel (1), Wir nehmen (1) fur alle
Zehlen < » als bewiesen an und unterscheiden zwei Fille:

1) » ist eine isolierte Zahl; dann ist:

MY = (My“l)t; [E(M)]mv = {[E(ﬂ[)]w-w‘l}}m;
[E* (‘M)]wv = {[E *(M)]w-(v—-ﬂ}m

und die Formel (f) folgt ohne weiteres unter Anwendung der
Formel (f) aus der fir »—1 als giiltig angenommenen Relation (7).
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2) v ist eine Grenzzahl:
yv=limy, (n==1,2..., 9, <%

Dann haben wir:

MV:”MW"; M)Jwv""”” Jw”n’

E* (), = P 1E* (M),

Ist jetzt = ein Element von £*(M?*), so gehdrt = wegen M*» ) Mv
zach der Menge E*(M*+) ftir n==1, 2,.,. an, Nach Annahme ist
dann 7 & [E*(M)],,,, (n==1,2,...) also ne[E(M)],,. Sei anderer-
seits 7 & [E(M)),, oder =me[B(M)],, (n==1,2..). Nach
Induktionsannahme folgt daraus 7 & H(M*s), d. h. M*. U’ == 0
(r=1,2,...; i==1,...,2%; der Cantorsche Durchschnittssatz ergibt:
weiter M*. U, = U . I{M”n D0 (i=1,...,2%, oder = ¢ E(M")
Der Bewews von (1) ist vcoracht.

Sei nun ¢ = a(M) die Ordnung der Menge M; e ist also M* =0,

aber M*'=£0. Die Menge M** ist endlich, und nach einer Be-

merkung am Anfang dieses Paragraphen gilt fur ein bestimmtes
. endliches m:

[E(M )], == O.
Nach (f1) ist aber:
(B, -0y C E (M),
und die beiden letzten Formeln zusammen ergeben:
{Z(M))y.attn = [B(M)) 4 4m114m = 0,
Fiir den Index 4= 4(M) bekommen wir daraus-
') A<w.a
Anderseits ist
vv) Az w.(a—1)

denn sonst hitten wir:

A=w.l4+n A<<a—1; n < )
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und mithin
‘ {(ZM)]o.stn=[EM)]gp4n=0
Nach (1+) ist aber: '
E*(U*) C [E(M)]o.0-
Aus den letzten beiden Beziehungen folgt:
[Z*(M*)], =0.

Dies bedeutet, wie wir oben sahen, dass M* endlich ist und
folglich M**' = 0 was mit Rticksicht auf » < a—1 und Met5=0
unmoglich ist.

Die Formeln (V) und (VV) liefern zusammen die folgende
Bezichung zwischen der Ordnung der Menge M und ihrem Index in
Bezug auf das erzeugende System §,, . des Potenzraumes

(X) ‘ A=w.(¢—1)-}+m,

wo m eine endlich Zahl bedeutet. Diese Forrmel zeigt msbesondere,
dass @ durch A eindeutig bestimmt ist.

6. Wenn der kompakte Raum R nicht abzihlbar ist, enthslt er
abzihlbare abgesschlossene Mengen von beliebig hohen Ordnungen).
Nach der Fundamentalformel (X) ist also auch der Index (M)
beliebig hoher Werte fihig. Nach dem im § 1 angefiihrten Erge-
bnis folgt hieraus, dass die zur analytischen Menge % in R kom-
plementtire Menge, d. h. die Menge aller abzihlbaren abgeschlossenen
Mengen nicht analytisch ist dass m. a. W. R — 2 keine Borelsche
Menge ist. Das in der Einleitung ausgesprochene Hauptergebnis ist
bewiesen, Zugleich ergibt sich bei Riickblick auf die Entwicklungen
des § 1 noch das folgende (gleichfalls oben bereits formulierte) Re-
sultat: Eine Menge 3 (C R — 2 ist sicher nicht analytisch, wenn
unter ihren Elemente Punktmengen von beliebig hohen Ordnungen
vorkommen, oder in anderer Ausdrucksweise: Unter den Elementen
einer analytischen Menge #¥(C R — A konnen hochstens abzihlbar-
viele topologische Typen vertreten sein.

Wir betrachten jetzt eine eindeutige stetige Abbildung des Rau-
mes R auf einen kompakten Raum R¥ bei der jedem Punkt x von
R der Punkt f(x) von R zugeordnet wird und jeder Menge M(C R
die Punktmenge f(M)= 2 f (z). Unter f~'(y) (y&RB*) verstehen

wir die Originalmenge von y, d. h. die Menge aller Punkte z von R
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mit f(y) =gy, die f~'(y) sind abgeschlossene Mengen (kbnnen also
als Elemente des Potenzraumes X angesehen werden). Wir fragen
nach der Menge 4 = A(f) der Punkte y mit nicht-abzdhlbaren Origi-
nalmengen f~1(y). Zu dem Zwecke setzen wir an die Konstruktion
des 2 ankntipfend, fiir jeden der in R definierten Umgebunskomplexe

K,
uk
Frpny= I F Ut

fm]

TR P

da (infolge der Kompaktheit von RE) die abgeschlossenen Mengen
von B abgeschlossene Bildmengen in E* ergeben, sind die F, .
abgeschlossen und definieren somit in E* eine analytische Menge
A* von der wir nunmehr zeigen wollen, dass sie mit der eben ge-
nannten Menge A iibereinstimmt. Aus der Definition der Menge
F,,..., und der Mengen §,,.,., des Potenzraumes R folgt leicht,
dass die Beziehungen:

(0) yE -Fm,.‘.,nk
und
(%) S7Y) e Sun,

gleichbedeutend sind. Folglich sind auch die Beziehungen: y ¢ 4 und
f(y) & % tquivalent, oder anders ausgedrtickt: 4 = 4% Wir haben
den Mazurkiewicz-Sierpifiskischen Satz wiedergefungen
(siehe Einleitung), wonach die Menge 4= A(f) bei j‘edev' stetigen
Abbildung analytisch ist.

Aus der Aquivalenz der Beziehungen (°) und (%) ergibt sich wei-
ter, dass fiir einen Punkt y von B—4 (also einen Punkt mit ab-
2dhlbarem f~'(y)) der Index A(y) in Bezug auf das System {F, . .}
mit dem Index der Menge /~'(y) in Bezug auf das System {5,,::,.,”,,"}
tibereinstimmt, und die Formel (X) von § 4 zeigt, dass eine obérbe
Scl.xranke # << ftr dle Ordinalzahlen 4(y) dann und nur dann
e{mtiert, wenn es eine obere Schranke fir die Ordnungen der Ori-
ginalmengen f~(y) (yeR —A) gibt; nach § 1 ist das letztere eine
notwendige und hinreichende Bedingung, dafiir dass die Menge A Bo-
relsche Menge sei. Alle in der Einleitung ausgesprochenen Behaupt-
ungen sind somit bewiesen,

Ein wichtiger Spezialfall dieser Behauptung besagt: Wen alle
Mengen f~*(y) abzihlbar sind, d. h., wenn 4 ==0, verbleiben dic
Ordnungen dieser Mengen unterhalb einer Schranke p << 8.

icm
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6. Die vorstehenden Ergebnise fiirhen zu einen sehr einfachen Beispiel einer
linearen nicht-Borelschen Menge. Sei J, das Einheitsintervall (0 <& < 1) der re-
ellen Zahlengeraden, Die offenen Teilintervalle von I, mit rationalen Endpunkten
ordnen wir in eine Folge: {l,} (m=1,2,...) an. Fir eine irrationale Zahl
0< « <1 mit der Kettenbruchentwicklung :

oo 1
a4 1
4 1
R
setzen wir:
B(z) = I——Z I”i‘)'
k=1

Wir behsupten jetzt: Die Menge aller irrationalen Zahlen x, fir die B(x)
nicht-abzihlbar ausfillt, ist eine analytische, aber keine Borelsche Menge, Zum
Beweise bemerken wir znerat: Da jede offene Teilmenge von J, als Summe voa [n-
tervallen I, dargestellt werden kann, kommen unter den B(x) alle abgeschlossenen
Teilmengen von I, vc;r, welche die beiden Endpunkte z=0 und x=1 enthalten,
Wir betrachten nun in der Cartesischen Zahlenebene die Menge N aller Punkte
(=, ), wo 0 <a <1, z irrational und ye A{x) 1), Ist N die abgeschlossens Hiille
von N, so zeigt man leicht, dass die Menge N-—N ausschliesslich aus Punkten
mit rationalen Abszissen 2 besteht. Bei der durch die orthogonale Projektion der
abgeschlossenen Menge N auf das Einheitsintervall: y = 0; 0 <& < 1 vermittelten
steigen Abbildung stimmt fiir irrationales x die Orginalmenge von x mit B(z)
iiberein, es kommen also unter den Orginalmengen alle die Eudpunkte z =0 und
=1 enthaltenden abgeschlossenen Mengen und somit auch abziblbare Mengen
mit beliebig hohen Ofdnungen. Nach dem oben bewiesenen ist daher die Menge
A aller Punkte mit nicht-abzithlbaren Originalmengen keine Borelsche Menge. Da
sber diese Menge = M - eine Menge von rationalen Zshlen ist, sich also von M
nur um eine abzihlbars Menge unterscheidet, ist anch M keine Borelsche Menge
(wohl aber eine analytische Menge!.

16) Es wird hier teilweise von einer Sierpiniski'schen konstruktion Gebrauch
gemach Vgl. Fund, Math. 7, 8. 198.
1) Vgl Sierpinski, a, a. 0. 8. 200.
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