Beitrag zur Theorie der geordneten Mengen.

Von
Z. Chajoth (Jerusalem).

Im Folgenden sollen einige Sitze tber geordnete Mengen bzw.
tiber ihre Ordnungstypen bewiesen werden.

Satz 1. Es sei m eine unendliche Kardinalzahl. Die Menge der
geordneten Mengen M von der Mdichtigkeit m, die ihren Ordnungs-
typus behalten, wenn man aus ihnen auf irgend eine Weise endlich
viele Gllieder entfernt, ist von derselben Michtigkeit, wie die Menge
aller geordneten Mengen -IM von der Mdchtigkeit m.

Beweis: Es gibt Mengen, die ihren Ordnungstypus behalten, wenn
man aus ihnen auf irgend eine Weise ein Glied, also auch endlich
viele Glieder entfernt. Z. B. eine Menge vom Ordnungstypus w;
auch jede Menge vom Orduoungstypus wp (u==0) hat diese Eigen-
schaft. Sind 4, und g, zwei verschiedene Ordnungstypen von der
Méchtigkeit m, dann sind auch wg, und o p, zwei verschiedene D]

') Es habe M den Typus w, M, den Typus u,, M, den Typus u,, also die
geordnete Verbindungsmenge M.M, (vergl. Frankel, Einleitung in die Mengen-
lehre, 3. Auflage, 8. 87), den Typus wu,, und M .M, den Typus o, Gibt es
eine #hnliche Abbildung von M.M, auf M.M,, dann soll gezeigt werden, dass es
auch eine #bnliche Abhildung von M, auf I, gibt. ‘

' Es mdgen bei der Abbildung von M. M, auf If. M, den Elementen « <b
die Elal.nente @, < b, entsprechen. o, in M., gehtrt zu einem o, in M, ;bens;
b, zu einem §,, 4, in M.M, entspricht einem @, in M, und ehenso b, utinem 8,.
Aus a, 2 b, folgt entweder a; =g, oder a, < 8, ehenso aus a, <b, entwedt:r
oy ==f, oder @y <6, Nun folgt @, =4, aus a, ={, und umgekehrt. Denn ist
a, =4, 8o befinden sich'zwiuchen @, und b, nur endlich viele Elemente; daher
konnen sich infolge der Ahnlichkeit der Abbildung auch zwischen g, und,b, nur

endlich viele Glieder befinden, was wieder o, = f, zur Folge hat, Man erhiilt

eine thnliche Abbildung von M, anf M,, wenn man jedem e, sein &, zuordnet,
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Ordnungstypen von der M#chtigkeit m, womit der Satz be-
wiesen ist.

Satz 2: Man kann den Ordnungstypus einer jeden geordneten
Menge durch Hinzufiigung eines einzigen Elementes dndern.

Beweis: Die Menge besitzt ein grdsstes wohlgeordnetes
Anfangsstick !). Dies sieht man folgendermassen ein. Es gibt unter
den Ordnungszahlen eine kleinste, deren Abschnitt. nicht einem wohl-
geordneten Anfangsstiick der gegebenen Menge zugeordnet werden
kann. Diese kleinste Ordnungszahl kann keine Limeszahl sein.
Denn ist p eine Limeszahl und gibt es zu jeder Ordnungszahl
»< u ein wohlgeordnetes Anfangsstiick der Menge von der Ordnungs-
zahl », dann ist die geordnete Vereinigungsmenge aller dieser
wohlgeordneten Anfangsstiicke wohlgeordnet und hat die Ordnungs-
zahl u.

Man setze das neue Element unmittelbar hinter das gréfte
wohlgeordnete Anfangsstiick. Der Ordoungstypus der neuen Menge
ist von dem der vorherigen verschieden.

Satz 8: Die endlichen, Ordnungstypen sind dadurch charakterisiert,
dass ste sich nicht dndern, wenn in den ihnen entsprechenden Mengen
auf irgend welche Weise ein Element seinen Platz dndert.

Beweis: Es ist zu zeigen, dass jeder unendliche Ordnungstypus
sich #ndert, wenn in der ihm entsprechenden Menge ein Element
auf geeignete Weise seinen Platz andert. Ist der Ordnungstypus
eine (unendliche) Ordnungszahl, dann setze man das erste Element
hinter alle Elemente der Menge. Aus o wird dann a1 Ist der
Ordnungstypus keine Ordnungszahl, dann besitat die entspre-
chende Menge ein grosstes wohlgeordnetes Anfangssttick, das nicht
die ganze Menge umfasst. Aus der Restmenge wihle man nun irgend
ein Element und setze es unmittelbar hinter das grosste wohl-
geordnete Anfangsstiick, Die Menge andert damit ihren Ordnungs-

typus,

1) Dijeses Anfangsstick kann auch die Nullmenge oder die gesamte
Menge sein, -
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