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Lemma. If for the completely partitionable, regular and con-
nected sets H and N there exists a biuntvalued and continuous trans-
formation T of H into N, then the inverse T of T'1is also conti-
nuous, and therefore H and N are homeomorphic.

Proof, Let ¢ bo any simple continuous arc in N joining two
points A and B of N. Now there exists 2¢) in H one and only one
arc t* between the points T-'(4) and 7-)(B). Since I'is biunivalued
and continuous, the image T'(#*) of ¢* under 71'is an are in N from
A to B. But 1) there is only one arc in N from 4 to B. Therefore
T@*) =1, (or T-'(t)=1*), and hence it follows that the inverse
T-* of T is continuous on every simple continuous are ¢ in N,

Now let p be any point of N and ¢ any positive number. Since
H is regular, there exists a connected &neighborhood £ of the
point P== T-*(p) in H whose boundary B in H is finite. Since ¢
N is arcwise connected im kleinen, there exists a neighborhood V
of p in N such that every point # of 7 can be joined to p by an
arc ¢ in N which contains no point whatever of T'(B). But by what
we have just proved, 7'(f)==1¢* is an arc in H from 7"'(x) to
P; and since t* contains the point P of R but contains no point
whatever of the boundary B of R, it follows that #* is a subset

of R. Thus for each point # of V, T-*(z) C R, and therefore 7™
is continuous.

18) See § 7 of my paper just cited above, ref, I7),

John Simon Guggenheim Memorial Foundation.
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Sur une propriété des ensembles G,.
Par
W. Sierpinski (Varsovie).

M. Aronszajn a étudié une classe particulitre des transfor-
mations coutinues des ensembles de points, notamment des fonctions
J(«), définies et continves sur un ensemble donné £ qui trasforment
tout ensemble ouvert relativement & E en un ensemble ouvert rela-
tivement & I'image f(E) de E'1)?%. Il m'a posé récemment le pro-
bléme si toute transformation de cette sorte d'un ensemble G, par-
ticulier donne un ensemble Gy. Je donnerai ici une solution positive
de ce probldme, en démontrant le théoréme général que voiei:

Théoréme: Si E est un ensemble Gy (d’an espace & m dimen-
sions) et si f(x) est une fonction définie et conlinue sur E qui trans-
forme tout ensemble ouvert relativement & E en un ensemble ouvert
relativement & f(E), f(E) est aussi un ensemble Gy ).

Démonstration. Il suffira évidemment de démontrer notre
théoréme pour les ensembles bornés. Nous supposerons, pour fixer
les idées, que E et f(E) sont des ensembles plans.

Soit done % un ensemble Gy plan borné, f(x) — une fonction
définie et continue sur E qui transforme tout ensemble ouvert dans
E en un ensemble ouvert dans f(E)

E étant un ensemble @, plan borné, nous pouvons poser

& E=G64 6,6,

1) Un sous-ensemble H de £ est dit ouvert ralativement & E, ou ouvert dans E,

@il est un produit de E patr un ensemble ouvert.
%) Cf. 8, Storlow: Fund. Moth. t. XIII, p. 186, ‘
%) Quant & une application de ce théorbme, voir la Note de M, Aronszajn

qui paraitra dans ce volume.
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ot G, (n=1,28,...) sont des ensembles ouverts plans bornés, et
nous pouvons supposer que
@) Gy C Guy pour n=1,2,3,...

Nous définirons maintenant un systéme de cercles ouverts
{Hypmy..n,}, €6 un systtme de sous-ensembles de £, L o
jouissant des 6 propriétés suivantes (quelle que goit la suite finie

de nombres naturels 7y, ng,..., %, pour laquelle les ensembles cor-
respondants existent):

1y
(3) . 6(Hm.nm.,.,nk) < "k_ 3
(4) Hnl.ng,..Q,rA,‘ C E‘l;”iﬂﬂu",& 1, (k >‘ 1)
(-D) Hnl,ng,...,llk - Hnl,ng,...,nl_,l,n :l: 07 PO‘”’ n < Ay 7:"<\ kr
6) Eﬂuﬂzu.,nk C E"l"‘ﬂww”k—1’ (/ﬂ > ]V)
ol By C Gy
8) S By = Hopyony» FE) = 0,
Soit
©) K, K, K,,...

une suite infinie formée de tous les cercles ouverts du plan au rayons
rationnels et dont les centres ont des coordonndes rationnelles.

Nous dirons qu'un cercle @ de (9) est un cerele de 1% ordre,
sl satisfait & deux conditions suivantes:

1) (10)  4(Q) <y,
2) 11 existe un ensemble P E, ouvert dans X' et tel que
(1 PC&
ot
(12) JP)=Qf(B) 0.

Ordonnons les cercles de 1% ordre d’aprés leur rang dans la
suite (10) et supprimons dans la suite ainsi obtenue tous ceux qui
sont contenus dans un des précédents: ceux qui resteront seront

') 8(H) désigne lo diamétre do I’ensemble H,
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désignés par
(18) Hl) HZ; Hl,-"

La guite (13) peut &tre d'ailleurs finie,

Les sous-ensembles P de E (ouverts dans E) correspondants
aux cercles H, (c'est d-dire vérifiant les formules (11) et (12) pour
Q = H,) seront désignés resp. par E, (n=1,2,8,...).

Soit maintenant & un nombre naturel > 1 et supposons que
nous avons déjh défini les cercles H,.,..n, dordre k et les en-
sembles Z, . . correspondants, et quils jouissent des propriétés
(3), (4), (®), (6), (7) et (8)..

Un cercle @ de (9) sera dit cercle de k- 1ime ordre, #'il sa-
tisfait & 8 conditions suivantes:

10, 3(9)<;—j~_—1

20, @ est contenu dans un an moins des cercles de k®me ordre,

et 5i K=H,.,, ., est celui d'entre eux pour lequel le nombre

’ 1 1 1
(14) g+ g T T g
est le plus grand, il existe un ensemble P (CE, ouvert dans E, tel que
(15) T G —
(16) ' PC C
et
an AP)= Qf (B 0.
3% On a
(18) Q—Hy oy yin %0, pour n<n, i<k

Ordonnons les cercles de k-}-11%me rang contenus dans le cercle
H, ...y, aprés leur rang dans (9) et supprimons dans la suite
ainsi obtenue tous ceux qui sont contenus dans un des précédents:
ceux qui resteront seront désignés par H, ... #=12, 3,...),
et les sous-ensembles P de E correspondants (c'est-i-dire vérifiant
les formules (15), (16) et (17) pour @=H,,,,..,n,») seront désignés
resp. par By o nen (B=1,2,3,..). ‘ . )

Les cercles d'ordre % (k= 1,2, 3,...) sont ainsi définis par I'in-
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duction et on voit sans peine que les cercles H, ,,.. ., et les en-
sembles E, ,,..,, vérifient les formules (3), (4). (6), (8), (7) et (8).

Désignons par S, la somme de tous les cercles de k'ome ordre,
Nous prouverons que

(19) F(BYC S,y pour k=1238,...

Soit g un point de f(Z): il existe donc un point p de E, tel
que ¢ = f(p). D'aprés (1), on & peGy: Gy étant un ensemble ouvert,
il existe un cercle ouvert T' contenant p et tel que 7( Gy. D’aprés
la propriété de la fonction f, f(TE) est un ensemble ouvert rela-
tivement & E, et, d'aprés q=/(p) ¢ f(TE), il existe un cercle @
_ de la suite (9) contenant g et tel que 4(Q) <1 et QEC f(TL).
Soit P l'ensemble de tous les points 2 de TE, tels que f(2)e @ f(E):
Pensemble Qf(Z) étant évidemment ouvert relativement & f(.Z) et
la fonetion f étant continue dans K, I'ensemble P sera ouvert dans
E. Or, ou a f(P)=Qf(E)3=0 (puisque g ¢ Qf(£)) et PC 7, d'ol
PCTCG,. On a done les formules (10), (11) et (12) qui prou-
vent que @ est un cercle de 1¢r ordre. Il existe done un indice #,,
tel que ge H,.

Soit maintenant & un indice donné et supposons que nous avons

défini les k& indices #,, ny,..., n, de sorte que p
(20) qeHyn.ap PoUr ik

et que )

(21} q non e H’l;,lu,m,rl,-_l.uv poul‘ n <: Ny ’iﬁ k.

On a done, d'aprés (20), ge H, et, d'aprds (8):

1 gy ey g

G ef (Bnpny..n,)

et il existe un point p de X, .., tel que f(p)==q. D'aprés
Eopny...ny CE et d'apres (1), on a pe Gy, ef, Pensemble By,
étant ouvert dans E, il existe un cercle ouvert 7 contenant p et tel que
TC Gy et TECE,,, .5 Daprés la propriété de la fonction f,
f(TE ) est un ensemble ouvert dans K et, d'aprés g ¢ f(7E)- Hyny.on,
il existe un cercle @ de la suite (10) contenant ¢ et tel que

1
6(Q)<7;‘+—11 QCHnl,nb...,nk et QF C f(TE). Soit P l'ensemble de
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tous les points z de 7', tels que f(2)e ¢) F(E): ce sera un ensemble
ouvert dans E.

Or, on & f(P)==@Qf(E)==0 (puisque qe Qf(E)) et PCTE,
dot PC TC Gyys- On a done les formules (16), (16), (17) et 1°
Or, de ge@ et de (21) résulte sans peine que @ vérifie les con-
ditions 29 et la formule (18). Done, Q satisfait aux conditions 1°,
20 et 3% et parsuite est un cercle de k-}-1%me ordre contenu dans
H

n,,ng,...,nh'
Nous avons ainsi démontré qu’il existe un cercle Q de k- 1i%me
ordre contenu dans H,,,, .., et contenant g. Il en résulte sans peine

qu'il existe un indice 7., tel que
t . q € Hnl.ng,...,nk.n‘_‘_i
e .
Q non e Hn,,n,,..,.nh,nx PO‘" n < nlz-{-l)

d'ou résulte, d'aprés (21), que

o

gnone H, p _ m pour n<m, i<k+ L

Nous avons ainsi démontré par lindaction qu'il existe une suite
infinie d'indices n,, 7y, 74,..., telle que

qe H,

d'olt résulte que ge S, pour k=1,23,...; g pouvant étre un

point quelconque de f(E), la formule (19) est ainsi établie.
Soit maintenant ¢ un point, tel que

(22) qgeS, pour k=1,23,...

De (22) résulte que ge S, et il s'en suit sans peine qu'il existe
un cercle H,, tel que

pour k=1,23,...,

DAY By

(23) q € me
et
(24) . g noneH,, pour n<m,.

L’ensemble H,, étant ouvert, il existe, d’aprés (23), un nombre
paturel %> 1, tel que le cercle au centre g et au rayon 1/k est
contenu dans H, . Or, d’aprés (22) il existe un cerclo H, ., .n,
tel que
(26) q € Hnl,n,,....ny

Fundamenta Mathematicae. T. XVL 13
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et mous pouvons supposér que le systéme de k nombres ny, ng, .., %

est celui (d'entre ceux qui vérifient la formule (25)) pour lequel le

pombre (14) est le plus grand. ‘
De (25), (3) et de la définition du nombre & résulte que

(26) H"y"ﬂlnu’lk C Hnu'
De (26) et (B) (pour i==1) résulte que n,<<m,. Or, &'l ébtait

ny <m,y, on surait d'aprés (26) et (4): ¢ e H,,, contrairement i (24):

On a done #, =m,. ‘ ' ’
L/ensemble H,,,..,, ¢tant ouvert, il existe, d'aprés (20), un

indice s>k, tel que le cercle au centre ¢ et au rayon 1/s est contenu

dans H, ., ..n,- ‘
Or, d’aprés (22) il existe un cercle H,,, ., tel que

@7 g€ Hm,mm.,rs)

et nous pouvONS SUPPOSEr que 7y, 7y,..., rx est celui des systémes
de s indices vérifiant la formule (27), pour lequel le nombre
2 27 b e 27 gt o plus grand.

De (27), (8) et de la définition du nombre s résulte que

(28) A, C Huromys
d’ol, d’aprés (4):
B,y pyr, C Hy,s
ce qui donne, d'aprés (b): r; < n,. Or, d'aprés (27) et (4), on a
geH, ..,
et, 8'il était 7, <Cn,, le nombre

1, 1 1
(29) 7 T 5 + g

serait plus grand que le nombre (14), contrairement & la définition
du systdme #y, ng,..., n,. Nous avons done r ==, et la formule
(28) donne, d’aprés (4): ‘

HII],I\‘ g C qu.np

ce qui prouve, d'aprés (5) (pour i==2) que r,<ny. Or, #'il était
73 <fy, le nombre (29) serait plus grand que le nombre (14),
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ce qui est impossible. On a done »,==n,. Pareillement on trouve
"‘"mn"..., 'rkm“k' '
En repetant notre raisonnement on obtient une suite infinie d’in-

dices my, my, My, ..., et une suite croissante de nombres naturels
iy kgyeoay..., tels que ‘

(30) ge H,,,h,,,,,,,,,,,,kl, pour i==1,23,...
D’aprés (6) nous avons
(81) Eml.m--v.mkl_’_l C Ems.mn.-u,m!,‘ (i=1, 2,3,..)
et, d'apés (7):
(32) E'_mi,m.,...,mklc Glz,'

D'aprés (31) on a

7 7 N
Em"mm”"mkl’-}wl C E’”l‘m‘ﬁ‘"rmki .

Em,,,,;,,.._,,,.,‘i (i==1,2,8,...) est donc une suite descendente d’en-

sembles fermés et bornés (d’aprés (32), les ensembles G, étant bornés),
non vides (d’aprés (8)). D’aprés le théoréme de Cantor il existe
done un point p, tel que

(33) P eE’,,,h,,,b_,_,,,,h‘, pour i==1,2 3,...
et d’aprés (38), (82), (1) et (2), on a
(84) pek.
D’aprés (8), on a
P Brmy.cing) C By
done, d’aprés (33), et (34), la fonction f étant continue dans Z':
F(2) € Hupmy.my (=1,23,.)

ce qui prouve, d'aprds (30) et (8) que la distance entre ¢ et f(p)
est < 1/k;. L’'indice ¢ pouvant 8tre quelconque et la suite k;, ki, k;,...
croigsant indéfinement, on en conclut que ¢==f(p), done, d’aprés
(84), que g e f(B). ' ‘

Nous avons ainsi démontré que la formule (22) entraine gef(Z),
donce que

(=123,..)

8, 8y 8y... CS(E),
12*
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et comme plus haut nous avons démontré la formule (1), nous en
concluons que

(35) FE) =8, 8. 8...

Les ensembles S, (n=1,2,3,...) étant ouverts, la formule (35)

prouve que f(E) est un ensemble G
Notre théoréme est ainsi démontré.

On voit sans peine que toute transformation homéomorphe f
d’'un ensemble donné ‘E transforme tout sous-ensemble de E' ouvert
dans E en un sous-ensemble de f(Z) ouvert dans /(&) et parsuite
satisfait aux conditions de notre théoréme, Il résulte done tout de
suite de notre théoréme la proposition suivante, due & M, Mazur-
kiewicz 1):

Un ensemble homédomorphe & un ensemble Gy est un Gy

Notre théoréme peut donc étre regardé comme une généralisation
du théoréme de M. Mazurkiewica

) 8. Mazurkiewicz: Bull. Adcad. Cracovie 1916, p. 490—494. Cf, anesi:
M, Lavrentieff: Fund, Math. t. V1, p. 161 et W. 8ierpidski: Fund. Math,
t. VIIIL, p. 18b.
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Sur les classes d’ensembles closes par rapport
A certaines opérations élémentaires.

Par

Alfred Tarski (Varsovie).

Introduction.

Les problémes du type suivant constituent 'objet principal des
recherches exposées dans cet ouvrage: étant donné un ensemble infini
4, combien y a-t-il de classes de sous-ensembles de A pourvues dune
propriété donnée P? Les propriétés P, envisagées ici, ne sont d’ail-
leurs ni arbitraires, ni trop générales: elles reviennent toutes & ce
que les classes considérées de sous-ensembles soient closes par rapport
& certaines opérations élémentaires. Il 9'agit notamment des opérations
F qui font correspondre & toute classe d'ensembles K une nouvelle
classe d’ensembles F(K) et, en. premier lieu, des opérations con-
sistant & former les sommes, produits, différences et complémentaires
des ensembles appartenant & la classe K et d’en ajouter & cette
classe tous les sous-epsembles. Une classe K s'appelle close par
rapport & une opération F, lorsque le résultat F(K) de cette opé-
ration, effectuée sur K, est lui-méme une sous-classe de K 1),

Quelques-uns des problémes discutés dans ce travail m’ont été
posés par MM. Poprougénko et Sierpifiski, _

Les principaux résultats de ces recherches sont résumés aprés
le § 7. Je n'en mentionnerai que ceci: dans tous les problé-
mes envisagés dans la suvite je réussis d'établir une simple
relation fonetionnelle entre la puissance de la famille de toutes les

1) Cf. M, Fréchet, Des familles et fonctions additives d'ensembles, Fund,
Math, IV, p. 386.
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