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Sur les éléments cycliques et leurs applications.
Par
C. Kuratowski et GG T. Whyburn? (Lwéw).

Dans l'ouvrage présent nous adoptons, comme point de départ
une définition d’élément cyclique différente de celle adoptée primi-
tivement 2). Cela nous permet de développer la théorie d'éléments
cycliques et de leurs applications sans avoir récours au théoréme
suivant, dont la démonstration est fort compliquée: si aucun point
ne coupe l'espace Péanien 3) entre deux points donnés a et b, ces
points sont situds sur une courbe simple fermée ),

Premiére Partie: Développement de la théorie.
1. Définitions et propriétés générales d'espaces Péaniens.

1 désigne Pespace considéré; nous le supposons toujours Péanien.

Le point p (ou bien Pensemble fermé K) coupe Pespace E en-
tre deux points 2 et , si = et y appartiennent & deux composantes
différentes de E — p (resp. £ — K); une composante d'un ensemble
Z est un sous-ensemble connexe de Z qui n’est contenu dans aucun
autre sous-ensemble connexe de Z.

1) Fellow of the Jobn Simon Guggenheim Memorial Foundation.

%) d'aprés laguelle un élément cyclique est: soit un point qui coupe l'espace,
soit un point d’arrét (= point d'ordre 1), soit un continu saturé relativement 4la
propriété que tout couple de ses points 8'y laisse unir par une courbe simple fer-
mée. Voir Whyburn, bibliographie N1 (& la fin de I'ouvrage present).

8) = image continue de l'intervalle — espace compact, connexs of locatement
connexe. Il est & remarquer que la théorie d'éléments cycliques se laisse, en quel-
que sorte, étendre aux espaces non-compacts. Voir bibliogr. N22.

4) Théoréme démontré par M. Ayres, bibliogr. N17. Pour le cas du plan, N1,
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F(R) désigne la frontidre de I'ensemble R, c. & d., 'ensemble
R.1—R).

d(M) désigne le diamétre de 'ensemble M, et ¢(x, y) la distance
des points = et y.

Nous nous servirons des propriétés suivantes d’espace Péanien:

@) si le point p coupe lespace entre x et y, il existe une dé-
composition de I'espace en deux continus M et N tels que

M4+ N=1, M-N=p, zeMet yeN)

8) S étant une composante d'un ensemble ouvert, S est ouvert 3),
y) Tous deux points d’une région (= ensemble ouvert connexe)
R ¢y laissent unir par un are simple 3).

d) F(IX)CEF(X,), quelques soient les ensembles X, 4).
€) K désignant I'ensemble de tous les points qui coupent I’espace
entre deux points donnés a et b, 'ensemble K - a4 b est fermé 5).

2. Définition &’élément cyclique.

Deux points p et g sont dits conjugués, lorsqu’il n’existe aucun
point qui coupe I'espace entre eux.

Appelons dlément cyclique de I'espace: 1° tout point qui coupe
Vespace et 20 p étant un point qui ne coupe pas l'espace, I'ensem-
ble de tous les points: conjugués & p; nous désignons cet ensemble
par M, ) .

Un élément cyclique qui ne se réduit pas & un seul point est
dit vrai élément cyelique.

Selon cette définition, tout point appartient & un élément cyeli-
que au moins; car tout point qui conpe l'espace est lui-méme un
élément cyclique, et tout point p qui ne coupe pas I'espace est con-
tenu dans l'ensemble J/,. Ainsi

2.1) Vespace est somme de ses éléments cycliques.

) Knaster et Kuratowski, Fund. Math, t 2, pp. 206—258, th. 6.

%) Hahn, Fund. Math. t, 2, .

%) B. L. Moore, Math. Zeit,, Bd. 15, pp. 254—260. Mazurkiewicz: Sur
les lignes de Jordan Fund. Math. 1.

Y) Hausdor{f Mengenlehre p. 165, Berlin 1927.

) Whyburn, Bull, Amer. Math. Soc., vol, 83, pp. 305—808, et pp. 685—689.
Cf. Wilder, ibid, vol. 84, pp. 649—656.

¢) L'idée de cette définition est dfle 4 M. R. L, Moore; voir N. 10 de la
‘bibliogr.
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2.2) tout point p qui ne coupe pas Vespace nappartient qu'a un
seul élément cyclique.

Si on avait, en effet, pe M, M, et ce M,— M,, il existerait un
point ¢ qui coupe I'espace entre b et ¢, d'olt ¢ == p. Or, par hypo-

thése, on peut unir ¢ 2 a, a & p et p A b sans passer par ¢. Done
¢ est conjugué a b, d’ot ceM,.

8. Eléments cycliques se réduisant ¢ des poinis individuels.

Un point a est dit un point d’arrét [= point d'ordre 1 au sens
de M. Menger?!)] lorsqu’il existe une suite d’ensembles ouverts
G, tels que

) F(@,) se réduit & un seul point
2 ae@, et limd(G,)=0.

La condition (2) peut &tre remplacée par la condition non-métrique:

3 G, C G, 4, pour tout n, et a=”Gn,
1

Evidemment si a est un point d’arrét, il n’existe aucun point con-
jugué & a; c'est done toujours un élément cyclique.

Il résulte du théoréme suivant que les seuls deux cas possibles
ol a constitue un élément cyclique sont: 1° lorsque a coupe 'espace,
2° lorsque @ est un point d'arrét.

3.1) 8i a ne coupe Pas Uespace et n'est pas un point d'arrét, i
existe un point b (5= a) qui est conjugué & a.

Démonstration. Supposons qu'il n’existe aucun point b satisfaisant
aux conditions du théoréme. Soit & un point queleconque de 1 —a
et soit X lensemble de tous les points qui coupent l'espace entre
a et b. L'ensemble K b ne peut pas étre fermé. Car, dans ce
cas, il existerait un point ¢ de K -5 qui est un point limite de
la composante de 1 — (K 4 b) contenant le point a, et il s’ensuit
aussitét que les points @ et g seraient conjugués. Or, L'ensemble
K+t a-+b étant fermé (selon &), il en résulte l'existence d'une
suite x;, ,, #;,... de points de K qui converge vers a.

1) Voir Math, Ann., Bd. 95, pp. 287 —306.
20*
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Parsuite, pour tout #, il existe (d’aprés o) deux continus 4, et
B, tels que

Aa+Bu=1; A,,‘B,,:.’E,, aeAn ot bG.B,‘.
Soit #,, n,, ny,... une suite d’entiers telle que pour tout i, on ait

X €Ay

Nous allons prouver que la suite d’ensembles ouverts [4, — =, ]
satisfait aux conditions (1) et (3). Evidemment F(A,,‘— Xy) =, =

=F(B,), et ainsi (1) est satisfait. Du fait que b¢B, on coneclut
que B, ) B, , et, en conséquence, que

(An,“‘ xnl) C(An(_, - mﬂ[»l)'

Or, supposons que l'ensemble II (4,,— x,) ne se réduise pas au
1

puint a. Il résulte de d) que: F(2 B, ) C2F(B,,) =2z, -a et, comme
a,, est un point intérieur de B, , il vient: F(J B,,) = a. D’autre
part, F(II(4,— r,)—a)= F(Z B, - a) = a. Donc les ensembles:

o0

o
II(A'H_’”":)‘"“ et Z"B"l
1 1 .
sont séparés et non-vides. Mais la somme de ces deux ensembles
est égale & l'ensemble 1 — @ e, par hypothdse, le point ¢ ne coupe
pas l'espace. Il résulte de cette contradiction que la suite d’ensem-
bles ouverts (4, — ,) satisfait aux conditions (1) et (3), et en con-
séquence, le point a est un point d'arrét. Ceci contredit notre hy-
pothése et ainsi notre théordme se trouve démontré,

3.2) Corollaire. Si a west pas un point régulier V), il existe
un point b qui lui est conjugud.

Soit, en effet: 1 —a =45, 4 S;4... une décomposition en
composantes. Les ensembles S,-}-a sont donc des continus Péa-
niens qui ne sont pas coupés par a. Si I'on suppose qu'il n'existe
aucun point de l'espace qui soit conjugué i g, il n'én existe un non

1) au sens de Menger-Urysohn,
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plus daus S;4  Donc, selon le théoréme précédent, a est un point
d’arrét de S;--a. On en conclut, en tenant compte du fait que
}im 0(S;)=0 (en cas d'une infinité des S;), que a est un point
-~ 00

régulier, c. q. f. d.
4. Ensembles A et chaines cycliques C(a, b).

Appelons ensemble A tout ensemble fermé qui satisfait & la con-
dition suivante:

@) si @ et y appartiennent & A, chaque arc xy est contenu dans A.

Nous allons prouver dans la suite que les ensembles A (conte-
pant plus d'un point) sont identiques aux continus-sommes d’élé-
ments cyecliques.

De la définition résulte aussitét que

4.1) Le produit d’un mombre quelconqus d’ensembles A est un en-
semble A.

L'espace étant, par hypothése, Péanien, deux points arbitraire
% et y suffisamment voisins se laissent unir dans cet espace par un
arc de diamétre aussi petit qu'on le veut. D’aprés p) la méme pro-
priété appartient 3 chaque ensemble 4. Done

4.2) Tout ensemble A est un continu Péanien.

4.3) 8 étant une composante de Uensemble 1 — A, F(S) se com~
pose d'un seul point (b moins que 4 ne soit vide).

Supposons, par contre, que z ==y et x ¢ F(S), y e F(S). S étant une
région d’'un espace Péanien, il existe un arc z,y, plongé dans S,
abstraction faite de ses extrémités (qui se trouvent dans le voisi-
nage de x et y); cet arc unit deux points de 4 sans qu'il soit con-
tenu dans 4. Ceci contredit la propriété o).

44) 8, Sy, Sy,... étant une suite de composantes (différentes) de
Vensemble 1 — A, Uensemble Liminf S, est vide ou se ré-
duit & un seul point.

Autrement dit: le diamétre de S, tend vers O.

Supposons, en effet, que a, be Lim inf §,. Les ensembles S, étant
(selon B) ouverts, il vient a,bed. Par hypothdse, il existe dans
lentourage de a un point a, et dans Pentourage de & un point
b, tels que a,, b,eS,; il existe done deux arcs disjoints aa, et
bb,. Soit a,b, un arc dans S,. Le continu aa,- a,b,+ b,b con-
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tient un arc ab ayant des points communs avec S,. Ceci contredit
Ia propriété ¢).

45) 8i Z est connexe, A-Z Vest également. Si Z est un continu,
il en est de méme de A Z.

Supposons, par contre, que
() A4.Z=M+N, M+0+%N, M-N=0=N.M.
Soient:
M; =la somme des composantes S de 1 — A telles que F(S)(C M.
N;=la somme des composantes S de 1 — A telles que F'(S) CN.
On. a done
) ZC(M+ M)+ N+ Ny,
ZM+M)F 04 ZN+N), (M4 F)- (M, + K) =0,
et, comme selon d): F(M,)CM et F(N,)CN, il vient:
M. -N=M+FM)- NCH-N=0

et de méme N, - M =0. Enfin M, -N,=0=N, .M, puisque M,
e N; sont deux ensembles ouverts et disjoints. En tenant compte
de (i), on a '

(iii) M+ M- (N4 N)=0=N+N, - (M+ M)

Les formules (ii) et (iii) contredisent 'hypothése que Z est con-
nexe.

46) Si X coupe A entre a et b, X coupe Vespace entier entre
a et b

Car, en cas contraire, -soit Z un ensemble connexe tel que
a,bCZ(C1 — X, L'ensemble AZ est connexe, selon 4.5),

47) Si zed et S est une composante de Pensemble 4 — =, § ~+ =
est un ,ensemble A

Supposons, par contre, que a, b (S + x et que yeab— (84 2).
Par c'onséquent, un des deux arcs, soit ay, soit yb, ne contient pas
le point 2, c-b-d. est disjoint de la frontidre de S relative & A.
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Mais ceci est impossible, car chacun de ces arcs unit un point de
S+ « au point y, qui appartient & 4 — 8, et ab (4.

Définition. Appelons chaine cycliqgue de a & b le produit C(a, b)
de tous les ensembles A4 qui contiennent a et b

Selon 4.1), C(a, b) est donc le plus petit ensemble 4 contenant
a et b. On verra ensuite que, lorsque a et & sont deux points con-
jugués, lensemble C(a, b) est un élément cyclique. Dans le cas
général, le r6le de C(a, d) est analogue & celui d'un ,arc* ayant
pour éléments des éléments cycligues,

4.8) Si a et b sont deux points conjugués, aucun point ne coupe
C(a, b). Donc chaque couple de points de C(a, b) est conjugué.

Soit we C(a, b). On peut admettre que 2 == a. Soit § la compo-
pante de C — x qui contient a. Selon 4.6), on a beS -z et selon
4.7), 8 4+ x est un ensemble A contenant a et b, d'odr: C(a, b)) CS + =,
done S= C(a, b) —=. '

4.9) Dans les mémes hypothéses sur a et by si x est un point de
C(a, b) qui coupe Tespace, x constitue la frontiére d'une com-
posante de 1— C(a, b). L'ensemble de ces x est donc au plus
dénombrable.

Car, en cas contraire, I'ensemble
1 — 2 = (Cla, b) — @) + 3(S,+ F(S)),

(la sommation étant étendue b toutes les composantes de 1 — C) est -
connexe (selon 4.8)).

5. Propriétés qui caractérisent les vrais €léments cycliques.

b.1) Pour guun ensemble E soit un vrai élément cyclique, il faut
et il suffit qu'il soit un ensemble C(a, b), ois a et b sont deux
points conjugués.

En effet, si M, est un vrai élément eyclique, ch{zque couple
a, b de ses points est un couple conjugué. Il s'agit de prouver que
M,= C(a, b). . '
Soit zel — C(a, b) et soit, conformément & 4.3), y le point qui
constitue la frontidre de‘la composante de 1 — C(a, b) contenant .
Comme y coupe lespace, il vient y=Fp; comme d’autre part,

peC(a, b), puisque autrement p ne serall pas conjugusé soit & a soit
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b b, — on en conclut que y coupe lespace entre p et x. D'od
xel — M,

Il est ainsi établi que M, (T C(a, b). L'inclusion inverse étant une
conséquence immédiate de 4.8), la nécessité de notre condition est
démontrée.

Pour prouver sa suffisance, considérons, conformément & 4.9), un
point p de C(a, b) qui ne coupe pas l'espace. D'aprés 4.8): a, 5C M, et
il suit, comme auparavant, que M,= C(a, b).

8.2) Pour qu'un ensemble connere qui ne se réduit pas & un seul
point soit un vrai (ément cyclique il faut ef il suffit qu'il
ne soit coupé par aucun de ses points et qu'il soit saturé par
rapport & cette propriété. .

Soit C un vrai élément cyclique. D'aprés 5.1) et 4.8), aucun
point ne le coupe. Il s'agit de prouver que, D étant un ensemble
connexe tel que CCD et D — C'5=0, D contient des points qui le
coupent. Or, S étant une composante de 1 —C qui contient des
points de D, la frontitre de S est, selon 4.3), un point qui coupe
Pensemble D.

Pour prouver la suffisance des conditions, considérons un en-
semble connexe Z qui n’est coupé par aucun de ses points et qui
est saturé par rapport i cette propriété. Evidemment aueun point
de l'ensemble E ne coupe Z, et il en résulte que E=E. Llen-
semble & est un ensemble 4; car, zy dtant un arc unissant deux
points x et y de Z, il s'ensuit aussitdt que 'ensemble E -+ 2y nest
coupé par aucun de ses points; en conséquence on a zy(_ K.

Soient maintenant a et 5 deux points quelconques de &. Puis-
que aucun point de £ ne le coupe, il s'ensuit que les points a et
b sont conjugués et il existe, conformément & 5.1), un point p tel
que C(a, b)=M,. Par définition de M,, on a linclusion ECM,=
= ((a,b). L'ensemble E étant un ensemble 4 contenant a et b, il
vient C(a, b)CE, dott E = C(a, b)) = un vrai &lément eyclique.

6. Autres propriétés des dléments cycliques.

6.1} C, et G, étant deux éléments cycliques différents, on a soit
G, . G =0, s0it C,+Cy=un point qui coupe Uespace (done,
qur conslitue un clément cyclique).

Daprés 2.2) chaque point de C, - C, coupe Vespace. Par consé-
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quent, en raison de 4.9), ensemble C, - C, est au plus dénombrable.
Mais d'aprés 4.0), C, - C, est connexe; cest done un ensemble vide
ou un seul point.

6.2) Cy, Cy, Cy,... dlant une suite déléments cycliques différents,
on a lim 6(C,)=0. Les éléments cycliques qui ne se rédui-
n-»o0 )

sent pas & des points individuels (. & d. les vrats éléments
cycliques) forment une famille finie ou dénombrable.

(Car, en cas contraire, il existerait' deux éléments, par exemple,
C, et Cy, contenant respectivement des points a,, b, et ag, b, tels
que les distances d(a,, a,) et d(b,, b,) seraient trés petites relative-
ment aux distances d(ay, b,) et d(a,, b,). En unissant a, & a, et b,
4 b, par des petits arcs a0, et b, b, digjoints, le produit de Pen-
semble connexe Z = C; -+ a;a; + b, b, avec C; ne serait pas eon-
nexe, car Z:C,=0C,-a,a,+ (C; b5+ C, - C;) et lensemble
C,- C, (selon 6.1) est vide ou se réduit & un seul point. Cela con-
tredit la propriété 4.5) des ensembles 4.

6.3) L'ensemble des points d'un élément cyclique C qui appartien-
nent & des éléments cycliques différents de C est au plus dé-
nombrable.

C'est une conséquence immédiate de 6.1) et 4.9).

6.4) Si le continu K est somme d'éléments cycliques, K est un
ensemble A satisfaisant & la condition @).

Supposons, contrairement & @), qu'il existe un arc qui n'est pas
contenu dans K mais dont les extrémités appartiennent & K. On
peut en extraire un arc ab n'ayant en commun avec K que ses.
extrémités. K étant un continu, on en conclut immédiatement que-
les points a et b sont conjugués. Or, I'élément cyeclique C(a, b) n'est
pas contenu dans K (puisque ab (CC(a, b)), donme le produit
K. C(a, b) est selon 6.3) au plus dénombrable. Ceci est impossible, car

ce produit est selon 4.5) un continu ne se réduisant pas & un seul
point (puisque @ et b lui appartiennent).
Le théoréme réciproque est augsi vrai:

6.6) Si lensemble A (jouissant de la propriété @) ne se réduit
pas & un seul point, il est une somme d'éléments cycliques.
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Supposons, par contre, qu'il existe un point ped qui v'est con-
tenu dans aucun élémeunt cyclique appartenant & A. Le point p ne
coupe donc pas l'espace et n'est pas un point d'arrét. Par consé-
quent, il existe un seul vrai élément cyclique C qui le contient. Done,
par hypothése, C—A4 3= 0.

L’ensemble AC ne se réduit pas au point p, car si A nlest
pas un sous-ensemble de C (si 4(CC, évidemment AC n'est pas
un seul point), 4C coupe l'espace entre ¢ —A4 et 4 —C.

Soit done G une composante de l'ensemble C— AC. L'ensem-
ble AC étant évidemment un ,ensemble A relativement & C¥, la
frontitre de @ relative & C se réduit & un seul point, qui coupe C.
‘Ceci contredit la propriété 4.8). Ainsi 6.5) est établi.

Les propositions 6.4), 6.5) et 4.1) impliquent que:

6.6) Si chacun des continus K, est une somme d'édléments cycliques,
le produit II K, est également un continu qui est une somme
d’'éléments cycliques.

6.7) K,, K,, K;,... étant une suile de conlinus tels que len-
semble L = Lim inf K, contient plus d'un point et

L-Z K, =0, il existe un élément cyclique C 18 que
n=1

L=Lim inf (&, C].

En effgt, soient @ =5 deux points de L; si l'on suppose que
a et b me sont pas copjugués, il existe un point p et une décom-
position de Vespace en deux continus M et N telle que

l=M-+N, M-N=p, aeM, beN, a=zFpFb.

Or, a et b étant deux points de Liminf K,, on en conclut aussit6t
que pe K, & partir d'un certain n; mais ceci contredit I'hypothése
que L. K,=0. '

Done a et b sont conjugués, Par conséquent, L C(a, b). En
effet, si pe[L— C(a, b)] et S désigne la composante de l'ensemble
1—C(a, b) qui coutient p, le point F(S) (voir 4.3) coupe l'espace
entre p et chaque point de C(a, b) —F(8); done, il le coupe entre
p et a ou bien entre p et b. Il y aurait donc dans L deux points
non-conjugués, contrairement & ce qui vient d’étre démontré.
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Soit ¢ =1lim ¢,, g,eK,. Si g¢,eC(a, b) & partir d’un certain
on a geLiminf [K, - C(a, b)]. Supposons done que g, e[ K, — C(a, b)]
et désignons par S, la composante de l'ensemble 1 —C(a, b) qui
contient g,. Il vient ge F'(2 8,), puisque ¢ comme point de C(a, b)
v’appartient pas & 3S,. Done, selon d), ge I #(S,). Nous allons
prouver qu'a partir d’un certain #, #(S,) est un point appartenant
4 K,. A ce but il suffit de prouver qu'd partir d’un certain # on
v’a jamais K, CS,.

Or, si l'on avait X, (CS, pour une infinité des #, on aurait
a, beLiminf S,. Si les S, sont différents, leur diamétre tend vers
0, et Liminf S, ne peut contenir qu'un seul point. D'autre part,
si les S, sont identiques, on a aussi une contradietion, car les
points a et b appartiennent & l'ensemble F(S,) qui selon 4.3) se
réduit & un point.

1l est done établi qu'a partir d'un certain n, F(S,) est un point
p.€K,. Comme nous venons de prouver, on peut supposer que tous
les S, sont différents donc le diamétre de S, tendant vers 0, la
formule lim ¢,== ¢ entraine lim p,=g¢ et comme p,,eK C(a, b),
il vient geLiminf[K, - C(a, b)].

De 13 résulte

6.8) Si K est un continu de convergence (contenant plus d'un
point) de Uespace, K est un continu de convergence par rap-
port & un élément cyclique.

En effet, soit, conformément & la définition de continu de eon-
vergence, K =Lim K,, K.K,=0, K, K,=0 pour n=Em,
K, étant un continu. Il existe done un élément cyclique C tel que
K(CC et K=Liminf K, C, Comme évidemment Lim sup K, - CC
Limsup K, = K, il vient K =Lim K,-C. En outre K,-C est, se-
lon 45), un continu.

7. Une propriété des chaines cycliques.

Soient @ et b deux points quelconques et soit K l'ensemble de
tous les points qui coupent l'espace entre eux. Daprés (), 'ensem-
ble K + a - b est fermé, Considérons I'ensemble X qui est la somme
de Vensemble K.+ a-b et de tous les éléments cycliques qui
contiennent deux points de K+ a-b. Nous allons prouver que


Yakuza


316 Kuratowski et Whyburn:

1.1) X = C(a, b).

Démonstration: Puisque l'ensemble C(a, b) est connexe et con-
tient a -} b, il s'ensuit que C(aq, b) DK -+ a-}+ b, car tout point de
K .coupe I'espace entre a et b. Soit C un élément cyclique qui con-
tient deux points z et y de l'ensemble K-+ a b Puisque, selon
45), Vensemble C- C(a, b) est connexe et contient » -+ y, il résulte
d'aprés 4.9) qu'il contient un point p qui ne coupe pas l'espace.
Or, C(a, b) étant selon 6.5) une somme d'éléments cycliques et C
étant le seul élément eyclique contenant p, il s'ensuit que CC C(a, ).
On a done, d’aprés la définition de X,

@) . X(CC(a, b).

D’autre part, Pensemble K - a b étant fermé, il résulte d’a-
prés 6.2) que l'ensemble X est fermé. Il est aussi connexe. Car,
goit ¢ un arc unissant a et » On a évidemment.

(i) K+ a-+bCt

Soit § une composante queleonque de I'ensemble ¢ — (K - a 4 b).
Done S est un are ouvert unissant deux points x et y de K -+ a -+ b.
On voit facilement que les points x et y sont conjugués, car si un
point coupait l'espace entre z et y, il le couperait aussi entre a et b
et appartiendrait done & K, ce qui n'est pas possible puisque
K.8=0. En conséquence, selon 5.1), I'ensemble C(z, y) est un
élément cyclique appartenant & X. Puisque S+ x|y est un arc
unissant x et y, il s'ensnit que SC C(x, y)(CX; et il vient

(iii) ’ tCX.

On conclut de (ii) et (iii) que l'ensemble X est counexe. Enfin
X est un continu qui est somme d'éléments cycligues, car, d'une
part, chaque point de K est un élément cyclique et, d’autre part,
8i @ ne coupe pas l'espace et n'est pas conjugué i b, son élément
cyclique C contient un point de K, notamment le point F(S), ol
S désigne la composante de 1 — C qui contient b; done C(C X. Se-
lon 6.4), X est un ensemble A. On a done, en vertu de la défini-
tion de I'ensemble C(a, b):

(iv) Cla, B)CX.
D'aprés (i) et (iv): X =C(a,8). C.q.f d.-
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8. Les ensembles H.

Appelons tout ensemble qui est & la fois connexe et somme
d’éléments cycliques un ensemble H. Selon 6.5), la notion d’ensem-
ble H généralise celle d’ensemble A (ne se réduisant pas & un seul
point).

Il résulte aussitét de cette définition que:

8.1) Si la somme d'un nombre gquelconque d’ensembles H est con-
nexe, elle est également un ensemble H.

8.2) Si Vensemble H - C contient soit deux points différents, soit
un point qui me coupe pas lespace (C étant un vrai élément
cyclique), on a CCH.

Car H- C étant connexe (d’aprés 4.5), contient des points qui ne
coupent pas l'espace (selon 4.9). Or, chaque point qui ne coupe pas
V'espace étant situé dans un seul élément cyclique, il vient CCH.

83) a et b étant deux points quelconques dun ensemble H, on a

Cla, )CH.

En adoptant la notation de la section précédente, on a évidem-
ment K-+ a-b(C H, car H est connexe et contient le couple
a4 b. Donc, tout élément cyclique C qui contient deux points @
et y de K -+a-}b contient deux points en commun avec H, et
par conséquent on a, selon 8.2), CCCH. Ainsi, en vertu de la dé-
finition de la chafne X, il s'ensuit que C(q, )= XCH 0C.q.fd.

8.4) Tout ensemble H possdde la propriété (@), c. & d. tout arc
ab unissant deux points @ et b de H est contenu dans H.

On a, en effet, en vertn de 8.3), ab(CC(a, b)C H.
8.5) Z étant un ensemble connexe, H-Z Test également.

Soient, en effet, a et b deux points quelconques de 'ensemble
H.Z Selon 45), Iensemble Z- C(a, b) est connexe et selon 8.3),
on a

at+bCZ-Cla,b)CZ- H.
On démontre aussitdt & V'aide de 8.5) le théoréme

8.6) Tout ensemble H est localement connere.
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8.7) Le produit dun nombre quelconque densembles H est un en-
semble H.

Soit @ un systéme d'ensembles H et soit P le produit de tous
les éléments de ce systéme. L'ensemble P est somme d’éléments
cycliques. Soit, en effet, p un point queleconque de P. 8i p coupe
Vespace, il est lui-méme un élément cyclique, et #'il ne coupe pas
l'espace, il n'existe qu'un seul élément cyclique C qui le contient;
et p étant contenu dans tous les ensembles H de @, il s'ensuit que
CCP

L'ensemble P est aussi connexe. Soient, en effet, a et b deux
points quelconques de P. On conclut de 8.3) que la chaine cyelique
C(a, b) est contenue dans tous les ensembles H de G et, par con-
séquent, dans leur produit P. Il s'ensuit aussitdt que P est connexe;
ainsi, il est un ensemble H.

8.8) Tout point de I'ensemble H -- H est un élément cyclique (donec,
soit un point d'arrét, soit un point qui coupe Uespace). On
conclut donc que tout ensemble H, tel que HC H,( H est
également un ensemble H.

En effet, soit p un point quelconque de H — H, et supposons,
par impossible, que p n’est ni un point d’arrédt ni un point qui coupe
V'espace. Il existe done un vrai élément cyclique C contenant le
point p. Il vient d’abord H.C==0; car, si lon avait H.C= 0,
la frontitre F(S) de la composante S de 1--C contenant H serait
un point qui coupe I'espace et, en conséquence, == p; et on conclurait
que p n’était pas un point limite de H, contrairement & I’hypothése.
Ainsi, 'ensemble H- C n'est pas vide; et puisquil est connexe (se-~
lon 45)) et ne peut pas contenir C, il résulte d’aprés 8.2) qu'il se
réduit & un seul point ¢. Par conséquent:

(H+p)-C=p+q

ce qui est impossible, Y'ensemble (H - p). C étant connexe en vertu
de 4.5).

8.9) Corollaive. H est un ensemble A.

8.10) B édtant une composante du complémentaire d'un ensemble H,
Vensemble R - H se réduit & un seul point.

Supposons, par contre, que I'ensemble % - H contient deux points
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différents a et b. On conclut de 8.8) que l'ensemble Hy=H-4-a-}-b

est un ensemble H. Mais on a .alors
He-B4atby=(H+a+b) B+etbh=atb

Ceci est impossible, d’aprés 8.5), puisque I'ensemble R a- b est

connexe.

9. Approximation de Vespace & Vaide des chaines cycligues.

9.1) 1) Il existe deur suites (finies ou infinies) de points distincts
[p] et {¢)] (G=1,2,8,...) telles que les chaines cycliques
C(p:, q;) possédent les propriéiés suivantes:

i—1

(=) On a pour tout i, O(piy 9)- Y Cloy, 9) = g
=1
(b) En posant H, =2 Clps, qi) et

il

H‘—'—‘—‘S Hn =2°°‘ C(pm Qn)r

=] n=1

tout point de Vensemble 1 — H est un point darrét.

(e) Le diamétre des composantes de Densemble 1 — H, tend vers
0 avec /,.

@) ‘ Lim 6{C(ps, g.)] = 0-

Démonstration. L'espace étant séparable, il existe un ensemble
dénombrable D =r; + ry 47, + ... tel que D =1. Pos?ns 7y = Py
et g, =ry. Soit #, lentier le plus petit tel quelle ?Oll.lt 7, Test
pas contenu dans la chaine cyclique C(p;, ¢ ) [Sil ne’xmte aueun
entier de ce genre, on a évidemment C(p,, ¢,) = 1]. Soit g, le point
qui est la frontidre de la composante S, de 1.-'—0(p,, 0) con?ena.nt
le point p, =r,,. Soit n, lentier le plus petit tel que le point 7,
n'est pas contenu dans l'ensemble H, = C(p, @) + C(p1> @), €t

1) On rapprochera ce théoréme de celui de M. Wilder .(Fund. Math, 7,
p. 365), qui concerne le cas ol I'espace est une dendrite. Cf. aussi W. L. Ayres,

Fund. Math, XIV,
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soit ¢y la frontitre de la composante S; de l'ensemble 1 — H, qui
contient le point py=r,,, et ainsi de svite. En général, si 'ensemble
D n'est pas contenu dans lensemble H,,= C(p,,q)+ ...+
+ C(Pn_ty gus) (dans 96 cas contraire notre théordme est évidem-
ment vrai), nous prenons pour n, l'entier le plus petit tel que le
point 7, n’appartient pas a H, . et pour g, le point frontitre de
la composante S, de 1 — H,_, qui contient le point p,==r, . Nous al-

lons prouver, & présent, que les conditions (a) —(d) sont satisfaites.
L’ensemble S, g, étant, selon 4.7) un ensemble A done, selon
6.5), un ensemble H, il gensuit en vertu de 8.3) qu'on a

0(?’:‘; ) C S+ g,

et, par conséquent, que (a) est satisfait,
Soit # un point quelconque de 1— H. II résulte de la défini-
tion des points p, que, pour tout n, on a

n

ZriCHn

i=1
et, par conséquent, il vient D(C H. Done, d'aprés l'égalité D = 1,
on a H=1; et en vertu de 8.8) il s'ensuit que le point = est, soit
un point d’arrét, soit un point qui coupe l'espace. Or, de la con-
nexité de H et de I'dgalité H=1 il résulte que le point  ne coupe
pas Pespace. Done « est un point d'arrét et (b) est démontré.

Supposons maintenant, contrairement & (e), que, pour un &> 0,

il existe pour tout z» au moins une composante S de 1 — H, tel
que 6(S)Z=¢. Selon 4.4) le nombre de composantes S de ce genre
(avee n fixe) est au plus fini; soit @, leur somme. En vertu de
'inclusion

(i) GnCGn—lr
il existe un point p appartenant 4 Pensemble ” @,. Nous allons
1
prouver que p(_ H G,.
1

En effet, &'l v'en était pas ainsi, on aurait, pour un n,
peF(@,). Désignons par 8, S,,..., S, les composantes de G, tels
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que F(S)=p, (i<<k). Or, il existe, (comme on voit en tenant

compte de (b)) un entier m>n tel que
(ii) H, - S;5=0 pour tout i< k.

Le point p étant, selon (i), un point de 1— G, done un point
frontiére de @,, il existe une composante R de 1— H, apparte-
pant & G, et telle que F(R)=p; d’autre part, il existe un i<Ck
tel que R 8;. Ceci est impossible, car d'aprés (ii) 8§,—R==0, done

S, étant connexe, il en résulte que F(R)- S, == 0.

Ainsi il est établi que p(C ” G,. Done, p(C1 — H et, d'aprés
1

{b), p est un point d'arrét. Par conséquent, il existe un ensemble
ouvert Q de diamétre < e contenant le point p et tel que F(Q) se
réduit & un seul point. Puisque le point F(Q) coupe lespace, il
existe, d'aprés (b), un n tel que F(Q)CH,. Ceci est impossible,
car selon notre supposition, la composante S de 1 — H, qui contient p
a un diamétre > ¢, tandisque, selon l'inclusion précédente, on a 8Co.
Notre supposition impliquant une contradietion, la propriété (c) se
trouve démontrée.

La propriété (d) résulte aussitst de la propriété (c): Car, pour
un e arbitrairoment donné, soit » tel que toute composante de

" 1—H, a un diamétre <<e. Done, C(p,, ¢,) —¢. étant contenu dans

une seule composante de 1 — H,, il vient 6[C(p, ¢.)] <e.
10. Remarque.

On démontre facilement en se basant sur le théordme de
M. Ayres, cité dans IIntroduction, I'équivalence de la définition
primitive d’élément cyclique et de celle adoptée dans cet ouvrage;
on prouve aussi que les quatre classes suivantes de sous-ensembles
d’un espace Péanien sont identiques ¥):

(1) les ensembles H (voir § 8 ci-dessus; nous convenons ici que
tout ensemble qui se réduit & un seul point est un ensemble H),

(II) les ensembles (fermés ou non-fermés) satisfaisant & la con-

dition @),

1) en faisant usage du théoréme suivant (non difficile 4 prouver) de
M. Ayres: Pour gquun continu Péanien B soit cycliguement conneze il faut et
il suffit que tout triple de points x,y, 2 de E se laisse unir dane E par un arc
dans chacun des ordres xyz, wzy, zay. Voir no. 8 de la bibliographie.

Fundamenta Mathematicas t. XVL 21
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(IIT) les jarc-curves“ au sens de M. Ayres?). ,
(IV) les ensembles @ ayant la propriété que leur produit @ .z
avec un ensemble connexe Z quelconque est connexe.

Deuxidme Partie: Applications.

Liutilité de la notion délément cyclique provient en général de
la structure ,dendritique“ de l'espace relativement 3 ses éléments
cycliques. On voit, en tenant compte des théorémes de la premidre
partie, en particulier des §§ 8 et 9, quil y a beaucoup de res-
semblance entre la structure d’un espace Péanien quelconque par
rapport & ses éléments cycliques et d'une dendrite (= espace Péa-
nien ne contenant aucune courbe simple fermée = espace Péanien
dont tous les éléments eycliques se réduisent & des points indivi-
duels),

Il 'y a un grand nombre de propriétés de 'espace entier qui ne
dépendent” que des propriétés analogues d’éléments eycliques. Nous
donnons dans la section suivante une liste de propriétés de ce genre
que nous appelons propriéiés cycliquement extensibles. Plus précisé-
ment: une propriété est ewlensible, si dés qu'elle appartient A chaque
élément eyclique, elle appartient & l'espace entier. Par contre, une
propriété qui appartient & chaque &lément das qu'elle appartient
4 Despace, sera dite eycliquement réductible.

11. Propridtés cycliquement extensibles et réductibles.

Les propriétés suivantes sont des propriétés cycliquement ex-
tensibles et réductibles.

(1) Propriété de ne contenir aucun sous-continu non-Péanien ® 3).
(C'est une conséquence immédiate de 6.8)).

(2) Propriété de ne contenir aucun sous-ensemble connexe qui
ne so0it pas un semi-continu, ¢

(3) Propriété de ne pas couper le plan (lorsque Vespace est situé
sur le plan).®

!) M. Ayres appelle un ensemble M(K) Uyarc-curve de ensemble K,
Iorsque. M(K) est I'ensemble de tous les points de I'espace qui sont situés sur un
are unissant deux points de K; M(K)= K dans le cas ol I'ensemble K se ré-

duit 4 un senl point. Dans T'ouvrage no. 12 de 1a bibliographie M, Ayres a dé-
montré V'identité des classes (I) ot (I1I).

%) Lea chiffres renvoient & la »Bibliographie®,
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(4) Propriété d'dtre une courbe régulidre (au sens de Menger-
Urysohn). ?

(5) Propriété d'étre une courbe rationelle (au sens de Menger-
Urysohn). 2

(6) Propriété d'avoir une dimension<Cn, (n > 0).16

(7) Propriété d’étre uni-cohérent, 18

(8) Propriété d'étre un espace de Janiszewski.16

(9) Propriété de contenir un point invariant relativement aux
transformations continues en un sous-ensemble 1),

(10) Propriété d’étre, pour tout >0, somme d'un nombre fini
de continus de diamétre <(e dont aucun couple ne contient deux
points en commun. 3

(11) Propriété de ne contenir qu'un nombre au plus dénombrable
de points de ramification. ¢

(12) Propriété d’étre somme d'un nombre an plus dénombrable
d’arcs simples — l'ensemble des points d'arrét étant supposé au
plus dénombrable, 15

(13) Propriété de ne contenir aucun sous-ensemble connexe qui
ne contienne aucun arc simple. (Cela résulte aussitét de 8.5) et 15¢).

(14) Propriété de contenir une dendrite contenant tous les élé-
ments cycliques se réduisant & un seul point.*

Tous ces théorémes, démontrés par des différents auteurs, peuvent
étre établis en se basant sur la théorie d’éléments eycliques exposée
ici, Nous prouverons dans les §§ suivants encore quelques théorémes
nouvaux de ce genre.
~ Parmi les problémes non discutés ici, les relations entre les nom-~
bres de Betti des éléments cycliques et de l'espace entier, parais-
sent 8tre surtout importantes. Remarquons enfin qu’il semble bien
probable que, K étant un sous-ensemble de l'espace tel que pour
tout élément cyclique C lensemble K est homéomorphe & un
sous-ensemble d’une dendrite, 'ensemble K entier Pest également.

12. Espaces convewes.

Un espace métrique est dit convexe (au sens de M. W. A. Wil-
son), lorsque & chaque couple de points a, b et chaque nombre
1) Théoréme démontré par M. Borsuk dans sa Thése. Dans le cas ott la
transformation est biconfinue, la propriété reste extensible mais elle n'est pas

réductible. Voir Ayres2!.

21%


Yakuza


324 Kuratowski et Whyburn:

0<Ct<Co(a, b) correspond un et un seul point ¢ tel que ¢(a, ¢) =1
ot o(c, b)=o(a, b)) —1t ).

Théoreme. Lu propriété d'étre homéomorphe & un espace convexe
est extenstble,

Démonstration. Nous démontrerons ce théoréme d'abord dans le
cas ot l'espace est une chaine cyeclique: 1= C(p, ).

Soit C,, C,,... la suite des vrais éléments cycliques. Imagi-

nons chacun d'eux métrisé de fagon convexe et de sorte que
1
J(Cn)<"2",,'

Considérons I'arc pg. Cet arc contient une infinité an plus dé-
nombrable d'intervalles fermés n’empiétant pas les uns sur les au-
tres et appartenant & I'ensemble K 4 p -}-¢ (voir § 7). Chacun de
ces intervalles peut &tre imaginé congruent & un segment de droite;
de plus, la longuneur totale de ces segments peut &tre supposée finie.

L'espace se trouve ainsi métrisé de fagon convexe, Car, étant
donnés deux points x et y, on les unit par un are xy tel que la
partie de xy située dans un élément eyclique arbitraire constitue un
segment de longueur minima; la longueur totale de ces segments

ot des intervalles contenus dans l'ensemble zy - (K +p -} g) est la

distance de z & .

Pour passer, & présent, au cas général, nous "emploierons les
potations du théor. 9.1).

D'aprés ce qui préedde, chaque C(p,, ¢,) peut étre imaginé

comme espacé convexe & diamétre <%. La métrique de H,==

=12a1' C(piy ¢;) en découle directement: si zeC(p,, g,) et yeH, ; on
pose: la distance o(ry) = 0(2q,) + 0(¢., ¥). Parsuite l'ensemble

!) Bull, Amer. Math, Soc. 1930, p. 112. Cf. K, Menger, Math, Ann. 100.

1l importe de remarquer que le produit géoméirique de deux espaces convexes
o8t convexe [lorsque dans le produit on définit la distance des points z, y et
',y comme égale & y(x—x’)'+(y—y’) 3], Ce théoréme rapproché du théoréme
du texte permot de consiruire une famille bien étendue d'espaces convexes, Tous
ces espaces sont — comme l'a prouvé M. Wilson — uni-cohérents (& condition
qu'ils soient compacts).

Comme nous venons: d'apprendre, le théoréme de ce § fut aussi tronvé par
M, Aronszajn dans ses recherches (non-publiées encors) concernant les espaces
métrigues en général au point de vue de propriétés extensibles,
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H=23 H, se trouve métrisé de fagon convexe. Or, la fonetion

n=1

o(zy) étant uniformément continue sur H et H étant dense dans
I'espace, la fonction ¢(xy) se laisse prolonger sur Pespace entier
par le passage aux points limites. L’espace entier devient métrique
et convexe.

EKemarque. La propriété considérée est aussi réductible. En effet,
si Pespace est convexe et #, y sont deux points d’'un élément cyeli-
que C, le ,segment“ zy est contenu dans C, puisque C est un
sensemble A%,

13. Un critére concernant les propridiés extensibles.

Théoréme. Soit G un systéme de sous-ensembles fermés de Uespace
Péanien tel que tout ensemble qui se réduit & un sewl point appar-
tient & ce systéme. La propriété P dun ensemble d'élre coupé entre
tout couple de ses points par un ensemble du systéme G est cyclique-
ment extensible.

Démonstration. Supposons, d'aceord avec 'hypothése, que chaque
élément eyclique est coupé entre tout couple de ses points par un
ensemble du systéme (. Soient a et b deux points quelconques
de l'espace eotier. Or, si o et b sont situés dans un élément cyeli-
que C, il existe par hypothése un ensemble X de G qui coupe C
entre a et b; et selon 4.6), X coupe lespace entier entre a et .
Si a et b ne sont pas situés dans un élément cyclique, ils ne sont
pas des points conjugués; il existe, par conséquent, un point z qui
coupe lespace entre a et b. Tout ensemble se réduisant & un seul
point étant par hypothése un ensemble du systtme &, on conelut
que dans ce cas aussi l'espace est coupé entre a et b par un en-
semble de G. Cela veut dire que l'espace entier posséde la pro-
priété P. C. q. f. d.

Pour appliquer notre théordme, soit G, le systéme de tous les
sous-ensembles finis, soit G, le systéme de tous les sous-ensembles
fermés et au plus dénombrables et, pour tout i (2=0,1,2, 3,...),
soit G, le systéme de tous les sous-ensembles fermés de dimension'
# au plus. Pour tout @ (e =, 4,0, 1,2,3,...), soit P, la propriété
d’un ensemble d’4tre coupé entre tout couple de ses points par un
ensemble du systdme G,. Il résulte du théoréme précédent que
toutes les propriétés P, (¢=J1,4d,0,1,23,...) sont cycliquement
extensibles.
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Or, on sait (on démontre facilement & l'aide du théoréme de
Borel, les systémes G, étant additives) que tout espace Péanien
jouissant de la propriété P, (¢ =/, d, 0,1, 2, 8,...) posséde la pro-
priété que chacun de ses points est contenu dans des entourages
arbitrairement petits dont les. frontiéres sont des ensembles appar-
tenant au systéme G,. Cela veut dire que les propriétés d’étre une
courbe régulidre, d'étre une courbe rationelle, ou d’avoir une di-
mension <7 (n=1, 2, 3,...) sont identiques respectivement aux pro-
priétés Py, Py, P, ,,..., et en conséquence, que ces propriétés (pro-
priétés (4), (6), et (6) du § 11) sont cycliquement extensibles.

14. Lordre d'un point comparé & son ordre relatif aux éléments
eyeliques *).

D'aprés Menger-Urysohn un point p posséde I'ordre r(p)
lorsque r(p) est le nombre cardinal lo plus petit tel que le point p
est contenu dans un entourage U arbitrairement petit dont la fron-
titre est un ensemble de puissance »(p). Dans le cas ol la puissance
de F(U) (tout en restant finie) tend vers Iinfini avec 1/6(U), po-
sons r(p) = w. Done, tout point de Pespace Péanien posséde comme
ordre un des nombres 1, 2, 3,.... w, K&, c. '

Supposons, d’abord, que le nombre 7(p)==r est fini. Soit m(p)
le nombre (fini) des composantes de l'ensemble 1-—p, soit n(p)
le nombre des vrais éléments cycliques contenant le point p, et,
pour tout élément G, de ce genre (0<Ci<Cn(p)), soit r,,(p) lordre
de p dans P'espace C,. Nous allons établir la formule suivante:

n(p)
(4) r=r(p)=m(p) —n(p) + 3 r.().

il

Posons, en effet, &k = m(p) —n(p). Done k>0 et il existe pré-

cisément % composantes S, S;, S;,..., S, de 1—p tel que l'en-
semble S,4-p (1<Ci<Ck) ne contient aucun vrai élément cyclique
de lespace qui contienne p. Le point p ne coupant pas l'espace
Péanien S, p, p est daprés 3.1) un point d’arrét de S, p et
il existe un sous-ensemble ouvert U, de S;+ p de diamdtre <C¢/2
qui contient p et dont la frontitre se réduit & un seul point 2, —
€ étant un nombre positif donné en avance.

1) Le probldme traité dans ce § a été posé par M. Knaster.
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Soient R, (1 <Xi<Cn(p)) les composantes de 1 —p tel que pour
tout i, B,+p D C,. Or, il existe, daprés 4.4), un nombre d,<e/d
tel que pour tout point x de (B; + p) — C; tel que o(z, p) <<d;, la com-
posante de (B;--p) — C, contenant  a un diamétre <C¢/8. Il existe
pour tout i, 1<Ci<n(p), un .sous-ensemble ouvert W, de C, con-
tenant le point p, de diamétre <Cd; et dont la frontidre F (W) rel.
4 C; contient exactement 7, (p) points. Ajoutons a W, chaque com-
posante de (B;--p)—C; dont la frontitre [qui selon 4.3) se réduit
4 un seul point] appartient & W,, et appelons ¥, I'ensemble obtenu.
On a done

S(V)) <O(W)) + ¢/4 < di+ e/d < e/2.

On voit aussitét que V; est un sous-ensemble ouvert de B,-}-p et
que F,(V;)=F,(W,). On conclut donc que I’ensemble

L3 n(p)
U=g’ U,-+g' V.

est un sous-ensemble ouvert de l'espaco entier, que d(U)<e et que

& n(p)
F() =2‘ 2 +2‘ F,(7,). On a done
"(ﬂ‘)
) r(p)<m(p)—n(p) + Y r.(p).

i=1

D’autre part, il existe pour tout i, 1<Ci<{n(p), un nombre
¢ tel que la frontiére rel. & C, de tout sous-ensemble ouvert de
C, contenant p et de diamétre < e, contient au moins r,(p) points.
Soit ¢ un nombre inférieur & tous les nombres ¢; et, en méme temps,
inférieur & tous les nombres &(S;), 1<Ci<Ck. On voit facilement

que la frontidre de tout sous-ensemble ouvert de I'espace contenant
(p) :

p et de diamdtre << ¢ contient au moins k—[—Z‘ r.(p) points. On
’ 1

a done
n(p)

(i) r(p) = m(p) —n(p) + 3 r.(p)

iml

Les formules (i) et (ii) donnent la formule (A).
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Considérons, & présent, le cas r(p) = w; on conclut aussitst que,
ou bien le nombre m(p) est infini (=1,) ou bien il existe un &lé-
ment cyclique C contenant p et tel que 7. (p)=w; donc r,(p)=
=7(p). Enfin, dans les cas r(p) =8, 6t r(p) =¢, on conclut en
tenant compte de 4.4) que (indépendamment des nombres m(p) et
#(p)), il existe un élément cyclique C contenant le point p et tel
que r.(p)==r(p). :

Remarque. Désignons par @ l'ensemble de tous les points d’arrét
et par K l'ensemble de tous les points qui coupe Iespace. Done,
pour tout point p de 1 — (K 4 @), il existe précisément un dlément
cyclique C le contenant et on a

Cor(p)=r.(p)=2

Or, tout point de @ étant d'ordre 1, et tout point de K sauf un
nombre tout au plus dénombrable de points étant d’ordre 2 1, il
wensuit qu'il 'y a qu'un nombre tout au plas dénombrable de points
p de Tespace pour. lesquels on a '

"()>2 et r(p)F=r.(p).
On conclut de 1a que, pour tout nombre @ =2, 3, 4,..., la pro-
priété d’un ensemble de ne contenir quun nombre au plus dé-

nombrable de points d’'ordre > & est cycliquement extensible. En
cas @ =2, nous avons le propriété (11) du § 11.

15, Autres applications.

) Parmi différentes applications d’éléments cyeliques notons les
suivantes. ‘

La notion d'élément cyclique fut appliquée: .

(a) Par M. Moore! pour définir et étudier Phyper-espace ob-
tenu lorsqu'on décompose la surface sphérique en sous-continus de
fagon semi-continue. Cet espace (appels pcactoid“) est, en effet, un
espace Péanien dont tous les éléments eycliques qui ne se réduisent
pas & un seul point sont homéomorphes & la surface sphérique; ou,
ce qui est équivalent !¢ c’est un espace de Janiszewski.

(b) Par M. Ayres!? pour caractériser les pirreducible basie

1) Voir G. T. Whyburn, Trans, Amer. Math, Soc L. 30
97 e y , vol. (1928), pp.
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gets“ 1) comme ensembles qui contiennent tous les points d'arrét et
qui contiennent aussi exactement un point qui ne coupe pas I'espace
de chaque j,noeud“ qui ne se réduit pas & un point; et aussi par
M. Ayres't pour caractériser les espaces Péaniens qui sont ho-
méomorphes 4 Ja frontidre d'un domaine plan connexe par le fait
que tous leurs vrais éléments cycliques sont des courbes simples
fermées. ‘

(c) Par M. Whyburn® pour prouver le théoréme que l'en-
semble composé de tous les points d'arrét et de tous les points qui
coupent l'espace Péanien est homéomorphe & un sous-ensemble d’une
dendrite.

Considérons encore les exemples snivants du méme genre:

(d) Supposons que pour tout >0, l'espace Péanien ne con-
tienne qu'un nombre fini de courbes simples fermées de diamétre
> e Or, comme on voit facilement, bien gu'un tel espace puisse
contenir un nombre infini de courbes simples fermées, on peut dé-
montrer ® que chacun de ses éléments cycliques n’en contient qu'un
nombre fini. Il en résulte: aussitdt que tout élément cyclique posséde
la propriété, trés forte, que chacun de ses sous-ensembles connexes
soit un semi-continu. Cette propriété étant selon § 11, prop. (2),
eycliquement extensible, il s'ensuit qu’elle appartient aussi & l'espace
entier, :

(e) Supposons que toute point coupe localement 'espace Péanien
(e. & d., tout point p coupe une région contenant p). Bien que dans
ces conditions Vespace entier puisse contenir des continus de con-
densation, on peut démontrer18 qu'aucun de ses ¢léments cycliques
ne contient de continu de condensation. Il résulte donc?) que cha-
que vrai élément cyclique est somme d'un ensemble fermé de di-
mension 0 et d'un nombre fini ou dénombrable d’arcs libres. En
coriséquence, chacun de aes sous-ensembles connexe contient un are
simple. Cette derniére propriété étant, selon § 11 prop. (13), ecyeli-
quement extensible, il sensuit qu'elle appartient aussi & l'espace
entier.

1) Cela veut dire, un ensemble K possédant la propriété que I',arc curve“
M(K) est identique avec I'espace entier et qui est irréductible par rapport & cette
propriété, )

%) Voir P. Urysohn, Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes, Deuxidme
Partie, Verhand. der Akad. Te Amsterdam, XIII, no. 4.
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