Sur les fonctions qui satisfont a la condition (N).
Par

Stefan Mazurkiewicz (Varsovie).

Le but de cette Note est la construction d'une fonction continue
f(#) qui satisfait pour 0 <2 <1 & la condition (N) de M. Lusin
et méme & la condition (S)de M. Banach?), tandis que la somme
de' f(x) et d'une fonction lindaire arbitraire non constante ne satisfait
pas a la condition (N)3).

Supposons fixé un systéme de coordounées cartesiennes z, ¥
désignons le point aux eoordonnées 2, y par p(x, y), et soit 7, (p)
la transformation: 7, (p(z, y)) = p(x, y -+ e). Désignons par (4] la

- mésure (L) de l'ensemble linéaire 4. Soit P,(B) resp. P,(B) la pro-
jection orthogonale de l'ensemble B sur l'axe des z, resp. sur celle
des y. : -

Un raisonnement simple, que j'omets montre que & probléme se

rédnit & la construction d’un ensemble plan fermé Q, possédant les.
propriétés suivantes:

!) Une fonction f(z) satisfait & la condition () si Iensemble des valeurs de
J(=) sur tout enserable de mesure (L) zéro est de mesure (L) —. zéro; elle satis-
fait & la condition (S) si 4 tout > 0 correspond un 6> 0 tel que I'ensemble des.
valeurs de f(x) sur tout emsemble de mésure <6 est de mesure < &

) J'ai annoncé la comstruction d'une fonction f () satisfaisant 4 la condition
(N) et telle que f(x)+ 2 ne satisfait & pas cette condition, & la Séance de la
Soc. Math, d. Pologne, Sect. Vardovie 17/IT 1928 v. Ann. Soc. Math. d. Pol. VII
P- 266. M. Lebesgue a construit deux fonctions satisfaisant 4 la condition N
dont la somme ne satisfait pas & cette condition (Rend. Acad. Lincei 16 (1907)
P. 280). D’aprés une communication de M. Baks, — M. Menchoff a construit
une fonction satisfaisant 4 la condition (N ), et une function absolument continue
dont la somme ne satisfait pas i la condition (N). Un probléme snalogie — la
constraction de deux fonctions qui sont des fonetions absolument continues d'une
fonction absolument continue, sans que leur somme possede cette propriété a &té
résolu par M. N. Bari (Math, Ann. t. 103).
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1) toute paralléle & 'axe des y remcontre ¢ en un seul point
au plus;

2) P,(@) est contenu dans lintervalle 0 <2 <1

8) |PQ)|=0

4) [P(Qll=0

5) quel que soit @ >0 on a: |B,(7,(Q))| >0

Nous désignerons par R(a, b,c,d) le rectangle: a<<x =<5,
c=y=d, (a<<b, ¢<d) parI(c, d) le segment z =0, c <y <d.
Nous dirons que les rectangles: R,, R,,..., R, forment un sy-

stéme (K) si: 1) tous les rectangles du systéme sont égaux, 2)

P.(R) X P.(R) =0 pour i=j, 3) pour i =4 on a I'une des deux
relations: P, (R,) == P,(R); P,(B) X P,(R)==0.

A tout rectangle R = R(a, b,c, d) et & tout nombre naturel s
nous ferons correspondre un certain systéme de rectangles: @, (R),
remplissant les conditions suivantes:

©) ,(R)C R.
(G,) @, (R) est un systéme (K).

n

(Cy) Si G:Z‘R, est un systéme (K) il en est de méme pour

qmﬁzaﬁy
© = RO@)SEEE)=§0—a)
(Gs) [P (O(R)|=§ BB =% (d—0)

(Cy) Pour %§a§s on a:

P, [T (P, (R))] = F,(Ta(R) =1I(c + aa, d+ ab).

Posons %):

M m:E@%g;%+L
@) 7m=E(@“jff“ﬂ+4

3) E(x) désigne le plus grand entier =<z.
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. 2k (n, + 1) + 21

3 Ry = R (a6 —a) g ESSES
2k(n,+l)—l—2l+1

a+(b—a 2my (g 1) — et(d— )2n -l—l’
2n1+1
0 o) =23 3 R,..
=0 k=0
On vérifie aisément (C,), (Cy), (C;). On a de plus:
(6) 1P, (B)| = 2 2 T 3;1T~— 1=

©® IBEEI=Y 5 = -t <ga—a.

e & d. (C), (C;).

Soit maintenant & un nombre tel que:
1
® TSess
Posons:

@ an=i’+(d~c)2—;-:l—{;_—l—+aa+a(b_ )-‘k 7y +1)—+— 21

2my (n+1)—1"
@) dp—ct@— Tl 4 gt ap_g2Em D242

o 1 Bmy (m 1) —1
on aura .
. my~1 my—1
(10) ( (ZBlk)) ‘—Zz(cllndlk)
T \is k=0

Evidemment: ¢;;, <T¢;41,, d’antre part, d’aprés (2), (7):

(1 1) - d:k — Crpp =
d— 2(m,+1)—1 d—c¢ s(b—a)
2711-{-1 ) =1 Il m =1 >0
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(o8 ) d. cl,k+l <dl,k; dOnC‘
(12) I(epny dig) X I(e4pq, dpa) 5 0.

(13) P.v (Tu(zv Rl,k)) 1 ("l,o’ dl,m(-l)-
2’[(610: dl mr~1)

I=0)

(14) P,(T,(®

21
)2m1(n1+1)——1

o 2= (12041
2my (n+1)—1

done ¢, <cyo et d’'autre part, en utilisant (1), (2), (7) on obtient
2my — ) (my+-1)—1  d—e¢

(15) co=c+(d-- 6)2’l+1+aa+a(b

(16) d; ppy==c+(d— ) ~~~~~~ ——4aa-4-al(b—

(17) dl;mx—l - cH—l,O = a(b—a> 2m1 (ﬂ1+ 1) . 1 - 2n1+ 1 __2..
>_(b——a) 2(m,—1) (m -1 —1 _d—c
= s 2my (n, 1) 2n,+17
b—a 1 1 d—e¢ b—a d—
= e [ 1 e - >
= (1 e P (n1+1)) T 1= 4s ~ g1 >0

e A d. ey 0<d; e il en résulte:

(18) I (01‘0) dl,m;—l) XTI (01+1,oy dH-I.m,_I) '—'f: 0

(19 B(Tu(@.(B)) DI(en0r drme) =L(c +aa, d + abd)

(Cs) est par suite démontré.
Posons maintenant:

(20) Q, = R(0, 1,0, 1)
(21) Qn = @s (Qn—l)'

Si Q,_, est un systéme (K) il en est de méme pour ¢,; (20),.
(21) définissent done une suite infinie: Q,, @,,... Soit:

(22) o=JJe.
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je dis que c'est I'ensemble cherché. On vérifie sans peine que @
posséde les propriétés 1) et 2). On a d’aprés (C,), (C,):

(23) 1) = lim | E,(@,)] = lim (3)* =0
et d'aprés (C,), (Cy)
(24) 12,(Q)f = lim [|P,( Q)| < lim (§)* =O.

Soit maintenant & un nombre positif, il existe alors un nombre

naturel ¢ tel que ql__<_ @ = ¢; on aura pour n==q d’aprés (C,), (C,):

(25) B(Ta(9) = B, (To(Pn (Qn1))) = B, (T (@n-r))

done:

(26) P, (Za(Q) = B, (Ta(Q5)
27) 15 (Ta (@) =B, (Za (Qp-)) > 0
¢ q. f. d.

Swider 8/VII 1980.
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Erweiterung einer Hom&omorphie.
Von
Felix Hausdorff (Bonn).

_ Wir wollen den folgenden Satz iber metrische Riume E, F
F, E beweisen:

L Ist ¥ in E abgeschlossen, so lisst sich cine Homdéomorphie zwi-
schen F und I' 2u einer Homdomorphie zwischen E und einem geeig-
neten Rawm I erweitern.

Mit andern Worten: es wird die Moglichkeit einer , Ummetri-
sierung“ behauptet. Statt der alten Entfernungen v, die den me-
trischen Raum E definieren, lassen sich ngue Entfernungen 5 ein-
fuhren, die einen mit £ homdomorphen Raum Z definieren und fiir
Punktpaare aus F die in der Metrik von # vorgeschriehenen Werte
haben. (Die Homg&omorphie besagt: aus uv—» 0 bei festem u folgt
49— 0 und umgekehrt). Man kann auch sagen: einem topologischen
metrisierbaren Raum £ ldsst sich stets eine Metrik eufprigen,
deren Teilmetrik in einer abgeschlossenen Menge F(E vorge~
sehrieben’ ist.

Der Beweis von I ist meinem friheren Beweise (Math. Zeii-
sehrift 5 (1919), S. 296) des Satzes von H. Tietze nachgebildet,
dass eine in einer abgeschlossenen Menge stetige Funktion zu einer
im ganzen Raume stetigen erweitert werden kann, aber erfordert
erheblich mehr Kunstgriffe.

Wir hezeichnen mit u, », w Punkte des Raumes Z, mit q, b, ¢,
», ¢ r Punkte der abgeschlossenen Menge 7, mit x, y Punkte des
offenen Komplements G =Z — F. Es sei

O(u) == inf pu
R
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