Einige Bemerkungen iiber die Divergenzpunktmengen
von Orthogonalentwicklungen

yon

W. ORLICZ (Lwéw).

Angenommen, ein Orthogonalsystem {@:(x)} besitze die
folgende Eigenschaft: ‘

Zu jedem Punkte einer unendlichen Punktmenge X des Defi-
nitionsintervalls existiert eine Funktion, die wir z. B. als stetig
voraussetzen, -deren Orthogonalentwicklung in diesem Punkte
divergiert. Ein allgemeiner Satz der Herren S. Banach und
H. Steinhaus?) iiber Kondensation der Singularititen gewihr-
leistet in diesem Falle die Existenz einer stetigen Funktion, deren
Entwicklung in abzdhlbar vielen Punkten divergiert. Es beruht
also in diesem Falle die Kondensation des Divergenzphinomenes
auf dem Ubergange von den diskreten Divergenzpunkten zu einer
abzihlbaren Divergenzmenge. Die erwihnte Methode gestattet aber
nicht ohne weiteres die Kondensation der Divergenzpunkte zu einer
Menge von der Machtigkeit des Kontinuums. '

Diese Arbeit bringt einige Bemerkungen zu dieser Frage.

§ 1.

Unter der Oszillation der Folge {s,} verstehen wir

lim (O. G [sp—sn)=w.
N—o>wn,m>N
Natiirlich konvergiert die Folge dann und nur dann, wenn » =0;
sie ist dann und nur dann nicht beschrinkt, wenn w=o00.
. Hilfssatz 1. Gegeben sei eine Folge { f:(})} von Funktionen,
die auf einer perfekten Menge D definiert und stetiy sind. Ist in
) 5. Banach et H. Steinhaus, Sur le principe de la condensation

de singularités, Fund. Math, 9 (1937) p. 50 — 62, Théors
Théoréme 1, p., 57. (1937) p héoréme I, I Vgl. auch
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einer in D enthallenen und iiberalldichten Menge die Oszillation
dieser Folge > >0, so divergiert {f:(8)} in einer Menge won
der Mdchtigkeit des Kontinuums?),

Beweis. Es bezeichne w(f) die Oszillation der Folge { @}
im Punkte . Wir setzen

F o =E|p®—fa@|<o—1|, Fo= T JTF .
. r m=N nz=N

Die Mengen F}; sind abgeschlossen, da offenbar alle F.  abge-
schlossen sind. Die Menge aller der Punkte, wo @ () < w, ist mit
E=2 MF v identisch. Wire nun eine von den Mengen F nicht

pal Nes] )
nirgendsdicht, so hiefle' das, daB sie in einem Stiick?) von D
iiberalldicht, also, wegen der Abgeschlossenheit, mit diesem Stiicke

identisch ist. Nach der Definition von F; wiirde daraus in diesem

Stiicke w(t)<w———i— folgen, im Widerspruch mit der Voraus-

setzung. Es folgt also aus dem Vorhergehenden, daf E inbezug
auf D von der ersten Baireschen Kategorie ist. Die Punktmenge,
wo ©({) > w, ist daher von der zweiten Kategorie, also von der
Michtigkeit des Kontinuums.

Der -obige Beweis wurde unter der stillschweigenden An-
nahme gefiihrt, dal @ endlich ist. Fiir @ =+ co kann er wértlich
wiederholt werden, nur mufl man statt der gegen die endliche

Zah] © konvergenten Folge {w—%} irgefldeine feste gegen +o0

konvergierende Zahlenfolge, etwa {r}, verwenden.

Satz 1. Gegeben sei ein im Intervall {0, 1) definiertes Ortho-
gonalsystem {9 ;(x)}. Existiert zu jedem Punkte t dieses Intervalls
eine stetige Funktion, deren Orthogonalentwicklung in t divergiert,
so existiert auch eine stetige Funktion, deren Divergenzpunktmenge
von der Mdchtigkeit des Kontinuums ist. '

Beweis. Jedem Punkte des Intervalls (0,1) ordnen wir
eine bestimmte stetige Funktion zu, deren Entwicklung in diesem

%) Dieser Hilfssatz ist die Verallgemeinerung eines zuerst von H.-Stein-
haus bewiesenen Satzes; (H. Steinhaus, Rozwigzanie pewnego zagadnienia
Fatou gpoln.), Rozpr. Krak., Akad. Um. Ser. A, 58 (19.18)§). ]

) Unter einem Stiick der Menge A verstehen wir den Durchschnitt von 4
mit einem Intervaile.
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Punkte divergent ist, und zwar wahlen wir eine Funktion, deren
Entwicklung die Oszillation = ¢ hat, sofern eine solche existiert;
sonst eine beliebige. Mit A, bezeichnen wir die Menge derjeni-
gen Punkte, denen Funktionen mit der Oszillation == 0 zugeordnet

worden sind. Mit D bezeichnen wir weiter die perfekte Menge,

von positivem Mafle, auf welcher alle Funktionen () gleich-
zeitig stetig sind. Die Existenz einer solchen Menge ist durch
den bekannten Lusinschen Satz?) sichergestellt.

Zuerst setzen wir voraus, dal D.A, eine in einem Stiicke
D=D.¢ iiberalldichte Menge ist. Indem wir einen allgemeinen
Satz von Banach-Steinhausf) anwenden, vergewissern wir
uns in diesem Falle der Existenz einer stetigen Funktion, deren
Orthogonalentwicklung in einer in D iiberalldichten Menge die
Oszillation o« aufweist. Aus unserem Hilfssatze folgt weiter, daf
diese Entwicklung in einer Menge von der Michtigkeit des Kon-
tinuums divergiert.

Nun, setzen wir voraus, D.A, sei eine inbezug auf D
nirgendsdichte Menge. Mit {g, (£)} bezeichnen wir eine abzihlbare

Menge von stetigen Funktionen, die iiberalldicht ist im B -Raume 8)
~ der stetigen Funktionen. Wir behaupten: Es existiert eine Funktjon
g,() mit einer Divergenzpunktmenge von der zweiten Kategorie
inbezug auf D. Denn anderenfalls existiert ein he[D—D.A.],
in welchem die Orthogonalentwicklung einer jeden Funktion P:X0))
konvergiert. Da aufierdem in £ nach einem Satze von S. Banach?)
fiir jede stetige Funktion die Ungleichung |s,[g, %] < K; max 1] g(x)]

X

besteht, so miifite iiberhaupt die Orthogonalentwicklung einer

jeden stetigen Funktion in konvergieren, was der Voraussetzung
widerspricht, '

%) Vgl z. B. L. W. Cohen, A new f of Lusin’
Math. 9 (1927) p. 122123, proet of Luain's theoram, Fund.
3 Il.Jc. ) Théoréme 1, Théoréme 1'.
L. nter einem B-Raum verstehen wir einen linearen, normierten, voll-
stindigen Raum. Vgl. S. Banach, Sur les opérations dans les ensembles

;?ngﬁlgg_leurs applications aux équations intégrales, Fund. Math, 3 (1922)

Bekanntlich bilden die stetigen Funktionen ¢inen B-
Norm durch |jg{x)||= may lg (8| definiert.

7) Vgl. die unter ) zitierte Arbeit. Der Satz ist dort nicht lici

i i i : te for-
muliert. Der Beweis der uns interessierenden T. ts i rt’ it oXpller
Satzes 5 enthalten (s. p. 157— 160). atsache st do lﬂ.‘l‘Bewema des

Raum, wenn man die
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§ 2.
~ Eine konvergenzerhaltende Limitierungsmethode®) mit der
Matriz 7= (ay,) werden wir im Folgenden kurz T-Methode nennen.

Die Folge =2 ay»d» wollen wir alsAFolygel der T-Transformierten

vl

von {d,} bezeichnen. |

Hilfssatz 2. FEs seien abzdihlbar unendlich viele T- Methoden
gegeben; T;= (al(f)q) seien die ihnen entsprechenden Matrizen. Dann
und nur dann existiert eine Folge {d)}, |d,| <1, fiir welche die
Folge der Ti-Transformierten bei jedem i eine Oszillation > w,
aufweist, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:

Bei jedem i und beliebigen N, £¢>> 0 existiert eine Indizes-

folge {4}, so dap ,
)} 3 al > —e
vzs N1 r

fir r=1,2,3...

Beweis. 1°. Die Bedingung (1) ist nofwendig. Denn,
wenn fir ein 7,, &, N, die Bedingung (1) nicht erfiillt ist, so
heifit das, daf} fir jedes p > F, die Ungleichung

@ 2 aB<T—a
’vr::N,—{-l ;

besteht. Nun existiert aber nach einer bekannten Eigenschaft der
T-Methoden ” p
3 }L’g ay, = A,
bei jedem ¢,7. Aus (2), (3) folgt also, dafB firr jede bes.chréinkte
Folge (deren Glieder absolut genommen < 1 sind) che. Folge
der T, -Transformierten eine Oszillation < we—2¢, aufweist und
das ist ein Widerspruch mit unserer Voraussetzung. ‘

2°. Die Bedingung (1) ist hinreichend. Ohne die Alige-
meinheit des Beweises zu beschrinken, kénnen wir voraussetzen,
daf} o . o -
(3’) ph_?:o apq:o’ - )
bei jedem i, g. Wir setzen voraus, daf} die Bfadmgur-x.g 1) erfull?
ist, und werden eine Folge {d.}, | d| <1 konstrulere.n, fl‘.ll' welche bei
jedem i die Folge der T;-Transformierten eine Oszillation > @, hat.

‘ in i in der Theorié der un-
© 8 Ygl. 1. Schur, Uber lineare Transformationen in der
Ondlichezx R%ihen,»f_]c. f. rl: " ang. Mathem, 151.(1921) p. 79111, insbes. p. 79—82.
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Es sei {2} eine fest gewihlte, monotone Nullfolge von posi-
tiven Zahlen. ‘ .
Nach (1), (3") konnen wir die Indizes NI(?) , Kl(l), p§1) so fin-
den, dafl die Ungleichungen
S
¢} AT
,,éy apgl)""l <3
)

&
2|a£,181)w| >%Q"“"“1°—l:‘l‘a
g ! 2
»=N{41

STRRCY 8
2 lapm| <-4
—xp
r=Ky +1\
b(estehen. Weiter finden wir nach (1), (3') die Indizes N 52), K 52),
9 el 2 ‘
p (KPP KNP <KP), so0 daB
N®
@ S
LEREY
£
(2) o, €
2| > — 2,
O 2
'v_Nl -+1 .

Slagtn| < 28,
@1 4
P Kl +1

Nun kehren wir zur Methode T i i
zuriick: und bestimmen

1) (1 ’ :

N, Ky, by (KPKNP <KDY, so dah

O o
A ;2D
2 apv, | < 22
S v| 4’
x{ ,
&)} Wq “82+1
Zlapgl)wl >7———'T,
r=N{Pp
@
o) e
2 |apmn | < 2E.
r=kM1y

Jetzt wenden wir uns der Methode T, /T,, “Tg"Ti WS w

zu. Unser weiteres Vorgehen ist evident: Indem wir immer nach
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der Diagonalmethode die Doppelindizesfolge in eine Einzelfolge
anordnen und unter Benutzung der Eigenschaften (1), (3") weiter
ver.fahrex_l, vergewissern wir uns der Existenz von Indizesfolgen
K 5'), Nﬁ'), pii) mit den folgenden Eigenschaften:

y®

: U] Ei-}—r
2' ap’(.l‘)w I <T;

W]
(&)
Krl

(1) w IR,
@ 1 e > =5
v iy 4

o @
2| apton| <

ye= K ’(_l)-l-]_

&

+r
ks

Die Indizesfolge geniigt dabei den Ungleichungen:
NP <KPLNP < KO KNP <KPLKND <KD

Nun setzen wir bei jedem 7, r
d'v=('—1)r sign ag%i)w
r

fir alle », die zwischen IV fi) und K f,i) Y ii) inkl.) liegen,

dru"——‘o
- . . R .
fir alle anderen Indizes. Setzen wir weiter £~ = > (i dy, so gilt
v=]
O 0 |~ v ) s @ k7 o)
i 1 . 1
|0t | 2| Xap di— 20004, b + 2| ayn |+
»==] v y=n @&
r
x®
o 2 &
+Z|ap(i_){_1/v|"‘" Z'apgi)dm_‘ Z'aps'izl-ld’” >w°—28i+r,
vzl Si'{-'l (=4 E.i)"l"l =K 5‘3_1—’-'1

Daraus folgt aber, daB beijedem i die Oszillation der Folge
der T- Transformierten groBer oder gleich @, ist.®)

"9y Mit Hilfe des Hilfssatzes 2 kann man leicht den folgenden Satz be-
weisen: Gegeben sei eine Menge M von der Michtigkeit des Kontinuums line-
arer, konvergenzerhaltender Limitierungsmethoden T(T)._—"(apq'(";)'). Dabei durch-
lauft © etwa das Interval (O1) und es seien apq (%) stetige Funktionen des Para-
meters v. Existiert bei jedom = eine beschrinkte Folge, die mit der Meth?de
T(x) nicht limitierbar ist, so existiert auch eine heschrankte P:alge die mit keiner
T-Methode einer gewissen Teilmenge N von M limitierbar ist, wobei N eben-
.alls die Michtigkeit des Kontinuums hat.
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Satz 2. Gegeben sei ein in {0,1) definiertes Orthogonalsys-
tem {g;(x)}. Existiert zu jedem Punkte t dieses Intervalles eine
beschrénkte Funktion, deren Orthogonalentwicklung in i divergiert,
so existiert auch eine beschrinkte Funktion, deren Divergenzpunki-
menge von der Mdchtigkeit des Kontinuums ist.

Beweis. Mit D bezeichnen wir dieselbe perfekte Menge
wie im Beweise von Satz 1; ferner setzen wir noch K, (x,#) =

2 9,(®)@,(@). In jedem Punkte ¢ der Menge D besteht eine von
=1 )

;\;ei Méglichkeiten:
(@) * Zu jedem &> 0 existiert ein 7> 0, so daf} fir jede Menge
E mit dem Mafle 7 die Ungleichung

ny,.(x,t)4dx<e
, ‘

fiir alle n besteht. :

(b) Es existiert ein & (¢) > 0 mit der Eigenschaft, dal zu jedem
Index N und beliebigen 7> 0 eine Menge E mit dem Mafle <7
und ein Index n, > N existieren, fiir welche die Ungleichung

| f Ko, (x, ) d

> & (@)

erfillt ist. '

Zuerst setzen wir voraus, die Menge der Punkte mit der Eigen-
schaft (a) sei inbezug auf D von der zweiten Kategorie. Es sei in
f, die Eigenschaft (a) erfillt. Da der Voraussetzung zufolge eine

-beschrinkte Funktion existiert, deren Orthogonalentwicklung in £

divergiert, so folgt daraus die Existenz eines Intervalles ¢ mit ratio-
nalen Endpunkten, fiir welche '

5) ‘ lim f Ka(x,?) dx

fiir 1==1, nicht existiert.??) Die Menge defjenigen t, fir welche
bei gegebenem d der Grenzwert (5) in D nicht existiert, ist eine
Borelsche Menge; also abzihlbar oder von der Machtigkeit des
Kontinuums. Es ist also klar, daB mindestens fiir ein Intervall (mit

rationalen Endpunkten) (5) in einer Menge von der Méchtigkeit
des Kontinuums divergiert. ‘ ‘

%) Vgl dazu H. Hahn, Uber Folgen lincarer Opsrati
£. Math. u. Phys, 32 (1922), Beweis des Satzes XKL, 7o ronen, Monatshefte
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Ist nun (a) nicht in einer Menge der zweiten Kategorie er-
fiillt, so gilt (b) in einer Menge der zweiten Kategorie.
Weiter kdnnen wir dann voraussetzen, daB die Menge der

1
Punkte, wo (b) und die Bedingung f | Kn(x,9) | dx < L(d) erfiillt ist,
0

auch von der zweiten Kategorie ist. Denn anderenfalls kénnten
wir, analog wie beim Beweise des Satzes 1, den Beweis zu Ende
bringen. Das vorausgesetzt, kdnnen wir weiter leicht die Existenz
einer Menge M von der zweiten Kategorie (inbezug auf D) und
eines & > 0 (das von ¢ unabhiingig ist) beweisen, so daB in jedem

1
Punkte von M f | Ka(x,0) | dx < L () und die folgende, (b) ent-
0

sprechende Bedingung erfiillt ist:
(b") Zu jedem Index Vund beliebigem 1>>0 existiert eine Menge Z,

‘deren MaBl <7 ist und ein ny >N, so dafl die Ungleichung

o K (D dx| > g
6 Ef

fiir alle #e ]/ besteht. B

Es existiert ein Stiick D der Menge D, in welchem # tiberall-
dicht ist. . .

Jetzt wihlen wir in MD eine abzihlbare, in D iiberalldichte
Punktmenge {#}. Es folgt aus (b") die Existenz einer Doppelfolge
{E:} von Mengen mit den folgenden Eigenschaften:

1) £ .CO1), E. . E.=0 wenn (i, ry = ({,7),

2) bei jedem i gibt es eine Folge {nfi) } und eine entsprechende

Teilfolge Ei, so dafl

)] ] KA (x, 8) dx | > 5 r=12,...,
Eg,
3
(8) lim | KO (x, ) dx i=1,2,...
e

existiert fiir alle Ej,
4) es existiert

9) lim | K (x, 2) dx i=1,2,... .
,~>w2 £

ik
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Es sei 4, A;... die Doppelfolge {E:/}, als einfache Folge

geordnet. Wir setzen
= [ Ko () .
Ag '

Die Matrix 7;==(al’) entspricht einer konvergenzerhaltenden
Limitierungsmethode — man verifiziert nimlich ohne Miihe, daf
jedes T; alle Eigenschaften aufweist, welche die konvergenzerhal-
tenden Limitierungsmethoden charakterisieren; (beachte (8), (9)).
Nach (7) sind aber auch die Bedingungen des Hilfssatzes 2 erfillt;
es geniigt &, =, zu setzen. Aus dem Hilfssatze 2 folgt also in
unserem Falle: Es existiert eine beschrinkte Folge {dy}, die so
beschaffen ist, daﬂ bei jedem i die Oszillation der Folge

(10) Z’ath”(x,t)dx p=1,2,3...

v=1 Ay

grofer als g ist. Wir definieren nun eine beschrinkte Funktion

f(x), indem wir setzen:
f(t)"—':d'v fﬁr teAw, V=1,2,3... N

und f({)=0 fiir  aus der Komplementirmenge von 3 4,.
=1
Die n-te Partialsumme der Orthogonalentwicklung von f(2)
lautet

1 .
s ) =ff(x)K,.,(x,t) dxzjl'dmen(x,t) dx.
0 = Ay

Da die Oszillation der Folge sa(t) (vgl. (10) ) fiir jedes i gréfer
als &, ist, so ist die Voraussetzung von Hilfssatz 1 erfiillt und dieser
ergibt die Existenz einer Menge von der Michtigkeit des Konti-
nuums, in welcher die Orthogonalentwicklung von f(#) divergiert.

Bemerkung. In den Sitzen 1,2 kann man statt gewdhn-
licher Divergenz die Divergenz der Orthogonalentwicklungen im
Sinne gewisser zeilenfiniter Limitierungsmethoden voraussetzen
Dann gelten analoge Sitze.

§ 3.
Hilfssatz 3. Gegeben sei ein beliebiges Funktionensystem

@, (1), P2 (x),... Pa(2); ¢, (x) setzen wir als in {0, 1) definiert und
integrierbar und auf einer perfekten Menge D als stetig voraus.
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Die Menge N derjenigen Punkte von D, die bei jedem E mit
dem Mafle <n der Ungleichung

3ot f 9o () dx| < ¢

==

geniigen, ist meffbar. '
Beweis. Um die MeBbarkeit der Menge N zu beweisen,
wollen wir durch Induktion den Beweis fiir den folgenden allge-
meineren Satz fiihren:
Die Menge M derjenigen Punkte von D, die bei einer vor-
gegebenen stetigen Funktion f(x) und integrierbaren Funktxonen

F;(x) der Ungleichung
a2 290 [0 dx< £
=" I .

bei jeder, die Nebenbedingungen
(13) al<fF,(x)dx<b, I=1,...,m)
E

erfillenden Menge E geniigen, ist mefbar.

Um die Induktion beginnen zu kénnen, setzen wir noch ¢,(#)=0;
so ist jedenfalls der Satz fiir n =0 richtig. Nun setzen wir voraus,
dieser Satz sei fiir ein n—1 bei jedem stetigen f(x), integrierbaren
F,(x) in beliebiger endlicher Anzahl und beliebigen a,, b, richtig.
Mit R bezeichnen wir die Menge aller Zahlenifqi,,(x) dx, wenn E

den Bedingungen (13) geniigt!); {c,d) sei ein Intervall, in welchem
diese Menge liegt. Wir zerlegen schrittweise {c,d) in 2,4,...2"
gleiche Teilintervalle und ‘betrachten nur diejenigen unter ihnen,
welche Punkte von R enthalten. Diese Intervalle wollen wir mit
ihren Endpunkten betrachten. Bei dem i-ten Schritte seien dies
g9, ... o0 1<m< 2

Mit

o} @ ®
Xy Xy e X

bezeichnen wir noch die Mittelpunkte dieser Intervalle. Aus unserer
Voraussetzung folgt die Mefibarkeit der Menge aller derjenigen
Punkte #, in welchen die Ungleichung

1) Wir lassen hier unentschieden, ob vielleicht R mit einem Intervall iden-
tiseh ist, da das fiir unsere Zwecke ganz belanglos ist.

Studia Mathematica. T. IL 6
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n—1 : 1
(19 9,0 [0, dx<fO— 20O+ 7
@ ==x] E '
fir jedes der Bedingung
f ¢ (x) dxed
£

und den Bedingungen (13) geniigende E be(fteht.
Wir bezeichnen diese Menge mit Aﬂz, wobei 1 < rn;
i,k=1,2,... ist. Es sind also auch die Mengen

Ba=AY,... A7 .,
M= 2/ (Bi x Biv1,k Biyak .- )

i=1

meBbar. Wir behaupten, M -sei mit /fM: identisch.

k=1

Es sei @ ﬁ M, und E eine beliebige Menge, die nur den

k=1

Bedingungen (13) unterworfen ist. Wir nehmen diejenige Intervall-

schachtelung ¢ S) b) d"r(f) ) 5533) ..., die gegen gq)n(x) dx konvergiert.

A(s+1)

Unserer Voraussetzung zufolge ist #; bei jedem & in Aﬁj)k v A e

enthalten, wenn wir nur s geniigend grof wihlen. Es sind also

die Ungleichungen
n—1
Zo@ [0.@d+ s, W<+, k=125,
y==1 t i )

erfiillt, also besteht auch (12) bei #=*,, da doch lim x'={g, (x) dx.
) lim x, =fg

Es ist also #, in M enthalten.
Nun nehmen wir ein #, € M. Dieses ¢, gehort gleichzeitig den

Mengen Cr(i) 1<r< n, i=1,2,3...) an, wenn wir Cr(i) als die-

jenige Punktmenge definieren, wo bei jedem E, mit der Neben-
bedingung ggvn (x)dx 63 und (13), die Ungleichung

29,0 [9.0dx <O
p==] E
besteht. Es ist also auch fiir alle kX und #==1#, (14) erfiillt und zwar

gleichzeitig fiir alle dem k entsprechenden, geniigend grofi gewahl-
ten 7 und 1 <Cr<(n,. Bei jedem k ist also #, in M, enthalten.
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Ganz analog kénnen wir natiirlich die MeBbarkeit der Menge
derjenigen Punkte beweisen,. fir welche bei jedem £ unter der
Voraussetzung (13), die Ungleichung

39,0 [0, >10)
besteht. vfl £

Setzen wir nun f(#) =&, —e, m=1, F(x)=1,a=0,b=n,
so folgt aus dem Vorangehenden ohne weiteres die MeBbarkeit der
Menge aller £ fir welche (11) bei jeder Menge £ mit dem Mafe
<« n besteht.

Gegeben sei ein Orthogonalsystem {g,(x)} und eine Funktio-
nenklasse .S1). Man kann das Definitionsintervall in zwei Mengen
A, B zerspalten, die folgende Eigenschaften besitzen:

Zu jedem Punkte ¢ der Menge A existiert eine Funktion der
Klase S, deren Orthogonalentwicklung in ¢ divergiert, und in jedem
Punkte der Menge B konvergiert die Entwicklung einer jeden
Funktion von S.

Satz 3. Die zu einem Orthogonalsysteme zugehérigen Men-
gen A, B sind mefbar.

Beweis. Wir werden hier den Beweis nur fiir den Fall
durchfithren, wo § die Klasse der beschrinkten Funktionen ist.
Nur in diesem Falle bietet der Beweis gewisse Schwierigkeiten
dar, dain der Klasse der beschrinkten Funktionen keine abzihlbare,
iiberalldichte Menge vorhanden ist (wir denken uns beschrinkte
Funktionen auf die iibliche Weise normiert).

Analog wie beim Beweise des Satzes 2 konnen wir sagen,
dafl in jedem Punkte des Definitionsintervalls entweder die Bedin-
gung (a) oder (b) erfiillt ist. Die Menge der Punkte, wo (b) erfiillt
ist — wir bezeichnen sie mit 4; — ist jedenfalls in A enthalten.
Das folgt z. B. daraus, daf wir die weitere Beweisfihrung des
Satzes 2 statt fiir die abzihlbare Punktmenge {#} genau analog
nur fiir einen vorgegebenen Punkt # fiihren kdnnen und als Resultat
die Divergenz der Entwicklung in diesem Punkte bekommen. Ist

1
aber in einem gewissem Punkte von A 1im0§| K, (x, )| dx=+ o,

n—roQ

12) § kann hier bedeuten entweder die Klasse der Funktionen, die sammt
ihrer p-ten Potenz integrierbar sind (dabei ist p 3> 1) oder stetige Funktionen
oder beschriinkte Funktionen, :

6
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so existiert bekanntlich umsomehr eine beschriinkte (sogar stetige)
Funktion, deren Orthogonalentwicklung in # divergiert.

Mit A, bezeichnen wir die Menge der Punkte von A, fir
welche die Bedingung (a) erfiillt ist.

Es bezeichne C, die Menge der Punkte £, mit der Eigenschalft,
daB bei festgehaltenem n und k zu jedem  aus Cy eine Menge £,
mit dem MaBe <7 existiert, fiir welche die Ungleichung

o, (9,0 dx
==l E/";

1
> %

besteht. Aus dem Hilfssatze 3 folgt, daf Cy mefibar ist. Zuerst
folgt namlich unmittelbar die MeBbarkeit der Menge Cy. D, wo D
eine perfekte Menge bezeichnet, auf welcher alle gu (9 stetig sind.
Da man aber das MaB von D beliebig wenig verschieden von der
Linge des Definitionsintervalls wahlen kann, so ist auch C; meBibar.

Setzen wir weiter Di= JJCy, so ist offensichtlich A; mit
n>0 .

o0 o o0
S (3 04)
k=1\r=1 n=r

identisch, also auch mefibar.

Nach dem frither gesagten existiert in keinem Punkte der
Menge A, die Grenze (5). Dabei bedeutet d ein Intervall mit ratio-
nalen Endpunkten. Alle diejenigen Punkte, in welchen bei gege-
benem 0 (5) nicht existiert, bilden eine meflbare Menge, also ist
auch ihre Vereinigungsmenge A, gebildet iiber alle mdglichen
rationalen Intervalle J, mefbar. Da aber AcA und A, C?l_, und
da sich A bereits als meBbar erwiesen hat, so ist A=A, +4y=
A+ A; meBbar.

Wissen wir schon einmal, daf die Menge A mefbar ist, so
konnen wir durch eine leichte Modifizierung der Beweisfiihrung
des Satzes 2 den folgenden Satz beweisen:

Satz 2. Gegeben sei ein Orthogonalsystem {®,(x)} und es
mégen A,B die vorher eingefiihrten Mengen bedeuten. Wir seizen
voraus, daf das Mafl von A positiv ist. Dann existiert eine be-
schrinkte Funktion, deren Orthogonalentwicklung in einer Menge
divergiert, fiir welche jeder Punkt von A Kondensdtionspunkt ist.

Mutatis mutandis gilt ein analoger Satz im Falle zeilenfiniter
konvergenzerhaltender Limitierungsmethoden.
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Als Anwendung der vorhergehenden Sitze wollen wir noch
folgendes beweisen: ‘ '

Satz 4. Gegeben sei ein beliebiges unendliches Orthogonal-
system {@,(x)} dessen Funktionen gleichmdpig beschrinkt sind. Zu
jeder zeilenfiniten, konvergenzerhaltenden Limitierungsmethode T
existiert dann eine beschrinkte Funktion, deren Orthogonalent-
wicklung in einer Menge von der Mdchtigkeit des Kontinuums nicht
T- summierbar ist. , '

Beweis. Mit M bezeichnen wir die Menge derjenigen
Punkte, wo lim ¢,(x) nicht existiert. Diese Menge ist von posi-

n—>0
tivem Mafie8). Es sei £, M und nehmen wir an, dafl die Ortho-
gonalentwicklung einer jeden beschrinkten Funktion in % mit der
Methode 7' summierbar ist, d. h., daf}

1

lim | A (x) K. (x, %) dx

n—=rx0
bei jeder beschrinkten Funktion existiert. Hier bedeutet K, (x,) =

N(n) ¥
2 bp,,( I‘Pi () 2, (f)) und (4,,) die der 7-Methode entsprechende

M=l
Matrix. Indem wir einen Hilfssatz des Herrn H. Steinhaus??)
anwenden, schlieBen wir daraus auf die Existenz einer integrier-
baren Funktion f(x) mit den Koeffizienten

feeen

[r@9,@dx=9,0).
0

Da aber unser System als beschriankt vorausgesetzt war, so miissen

13) Es kann nimlich lim @» (Z) nicht fast iiberall existieren, was man fol-
gendermassen einsieht. 1°. Ganz allgemein gilt fiir beliebige Orthogonalsysteme
der Satz; Wenn in einer Menge von positivem Mafle lim or(f) = (7} existiert,
so ist in dieser Menge ¢ (#) = 0 fast iiberall, denn es gilt bekanntlich [Ban ach,
Sur la valeur moyenne des fonctions orthogonales, Bull, Ac. Pol. (1919) p. 66—72,
vgl. auch die unter %) zitierte Arbeit, p. 122 (20)] lim c—P—‘Lt)--i—mq:ﬂ~—~~0fast

iiberall im Definitionsintervall, 2° Fir beschrﬁnktf Orthogonallsysteme kann aber

nicht fast iiberall lim @n (#) = 0 sein, da sonst lim {2 (¥) dx =[Tlim @} (x)]dx="0
- b ) 0

sein miisste, was der Normierung widerspricht.

%) H, Steinhaus, Sur les développements orthogonaux, Bull. Ac. Pol.
Ser. A. (1926) p. 14, Lemme 4.
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die Koeffizienten einer jeden integrierbaren Funktiongegen Null
streben, es miisste also lim ¢, (#)==0 sein und das ist ein Wider-

V—r0
spruch. Aus dem vorigen folgt, dafl die entsprechende Menge 4,
da sie jedenfalls M enthilt, von positivem Mafle sein muss. Nun
kénnen wir den Satz 2 bezw. 2’ anwenden.

Der Satz 4 ist in gewissem Sinne, wenn wir beliebige gleich~
missig beschrinkte Orthogonalsysteme betrachten, nicht weiter
verallgemeinerungsfihig. Einerseits wissen wir nach jhm, daff zu
jedem solchen System eine beschrankte Funktion mit der Diver-
genzpunktmenge von der Machtigkeit des Kontinuums existiert.
Andererseits existieren gleichmassig beschrinkte Orthogonalsyste-
me, bei welchen diese Divergenzpunktmengen immer Nullmengen
sein miissen. Ein solches ist z. B, das bekannte Rademacher-
sche Orthogonalsystem !5), welches die Eigenschaft hat, daf} die
Entwicklung jeder quadratisch integrierbaren Funktion fast iiberall
konvergiert. '

15 Ich verstehe darunter das von Herrn H. Rademacher definierte
Orthogonalsystem; H. Rademacher, Einige Sitze iiber Reihen von allgemeinen
Orthogonalfunktionen, Math, Ann. 87 (1922), insbes. p. 130—138.

(Regu par la Rédaction le 9. 4. 1930).

Eine Bemerkung iiber Divergenzphinomene von Orthogonal-
entwicklungen

von

W. ORLICZ (Lwéw).

Fragt man sich iiber Divergenzphinomene von Orthogonal-

entwicklungen gewisser Funktionenklassen bei beliebigen Orthogo-
nalsystemen, so ist von vornherein zu erwarten, daf man keine

weitgehenden Aussagen wird machen konnen. So kann man be-
kanntlich nicht behaupten, daf} fiir jedes Orthogonalsystem eine
stetige Funktion existiert, deren Orthogonalentwicklung in mindes-
tens einem Punkte divergiert. Ebensowenig darf man im allgemeinen
die Existenz einer stetigen Funktion behaupten, deren Orthogonal-
entwicklung im Definitionsintervall nicht gleichmdfig konvergiert 1),
Wie stehen nun die Sachen bei der allgemeineren Klasse der be-
schrénkten Funktionen ? Unter zusatzlichen Bedingungen von recht
allgemeinem Typus (gleichmiBige Beschriinktheit der Funktionen
des Systems?), Abgeschlossenheit des Systems im Bereiche der
quadratisch integrierbaren Funktionen?) existiert immer eine be-
schriinkte Funktion, deren Orthogonalentwicklung in mindestens
einem Punkte divergiert. Im Allgemeinen ist aber auch das nicht
der Fall. Das lehrt das folgende triviale Beispiel: -

Wir setzen die n-te Funktion des Systems ¢n (?) gleich y2+
in (271_1_3 ) 51;} und sonst im Intervalle ¢0,1) gleich 0. Offensichtlich

) Das bekannte Haarsche Orthogonalsystem (A. Haar, Zur Theorie
der orthoEgonalen Funktionensysteme, Math. Ann, 69 (1910) Kap. 111, p. 361—369)
1

hat die Eigenschaft, daff die Entwicklung jeder stetigen Funktion gleichmafig
konvergiert. i o
7y W. Orlicz, Finige Bemerkungen tiber die Divergenzpunktmengen von

Orth lentwickl , Studia Math. 2 (1930) p. 72—86, Satz 4.
og‘aongve:‘ndrd l"(il: : ,g e)Z“ur Theorie der Orthogonalreihen, Bull, Acad. Pol. Ser. A,

(1927) p. 95, Satz 2.





