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Jetzt werden wir folgendermaflen eine beschrinkte Funktion

h() = 23 h. (D definieren:
r==
Zuerst definieren wir Ay (f), indem wir A;(f) ==sign ¢y, () (wir
setzen k; =k,) auf der Menge £, und 0 in CE| setzen. Da unserer
Voraussetzung zufolge die Orthogonalentwicklung von A;(¥) we-
sentlich gleichmiflig konvergiert, kénnen wir einen Index £, finden,
so dafl die Ungleichung

} [, ) ‘ M, <3

; 0
besteht. Dann setzen wir hs(f) =sign @, (#) in der Menge £, und
hy(f)=0 in CE,. Jetzt kbnnen wir einen Index k, finden, so dafl

1

1
IR+ s (N, (9 ’ M<F
0 .
ist, und wir setzen Ay(f) =sign 9r, (@ fir t¢ £, und Ay()=0 fiir
te CE,. Das weitere Verfahren ist evident. Es wird allgemein
gelten

)

1

/

lo

Die Orthogonalentwicklung der Funktion A (¥, die, wie au

der Definition folgt, absolut genommen < 1 ist, ist nicht wesentlich

gleichmiBig konvergent. Wir werden nimlich noch mehr zeigen:

Das allgemeine Glied (2) der Entwicklung (1) strebt nicht wesentlich
gleichméBig gegen Null. ©

Mit R, bezeichnen wir den n-ten Rest der Reihe }'E, . Es

['*2}1 h, (x)] P, (x) dx M;n < %.

M=l

gilt (nach (5), 3), 4)) die Abschitzung =l
1 1 n—1 !

M, f ()9, ()dx|=M,, f [ Zhw(x)}%rn(x)dx + f k), (2)dx+

° 1 - b | ‘ .

+ 2 b, @dx>— L+
o ¥==n-1 :
+ 01, [190, @) dx—, [1, (9| de>— T 111
E,n Rni1

woraus die letztgenannte Behauptung ohne weiteres folgt. Diese
widerspricht aber unserer Voraussetzung.

(Regu par la Rédaction le 10. 4. 1930).

p. 307—310.

Zur Theorie der Fourierschen Doppelreihe
von

S. KACZMARZ (Lwéw).

In dieser Note wird der folgende Satz aus der Theorie de.
einfachen Fourierschen Reihen auf die Fourierschen Doppel-
reihen iibertragen:

Wenn die Fourierkoeffizienten der Funktion f (x) die Bedin-
gung w0 :

2@ +8)lgn <+o
1

erfilllen, dann konvergiert fast iiberall die Reihe
—;—ao + 2 (ancosnx -+ b,sinnx) 9.
1

Zu diesem Zwecke sei f(x,y) eine Funktion, die im Grund-
quadrat  mit den Seiten (0,27), (0,27) quadratisch integrierbar
ist. Ihre Doppelreihe sei

<0
2 hran[@mn cos m xcos ny+bpnsinm x cos nYy-+cmn cosm xsin ny+
mn|0
“+ dansinm xsinny],
wo

fuir m=n.=0,

=)=

lmnr‘ —_ ﬁir m:O, n_>0 Odel' m>0, n==>_0

1 fiir m>0, n>0.

%]

am,l=l§fff(x,y)cosmxcosnydxdy u. s. W.
T
Q .

) A, Plessner, Crelles Journal 155 (1925) p. 15—25.
Kolmogorc;w et G. g‘oeliwerstow, Rend. R. Acc. dei Lin. 3 (1926)
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Die Teilsummen dieser Reihe werden von folgenden Formeln

dargestellt: .
sin 2L () sin 2512 (y—p)

Sm(:9) 4,;,fff( - —— 7 dods=
2

n
sin 0] sl

1
xmfff(a;ﬂ)Kmn (x,y, Cﬁ,ﬁ) da dﬁ .
_ Hilfssatz I. Es gilt fast iberall
Sm,n(x,y):O(\}Em lgn).

Beweis. Es sel

Sik (x’ y) sP’ ‘I(x? y)
os;s;n\/lg ilg k Jlgplgq

Umn (x! y)

wo p=p(xy), 9=q(xy).
Da die Folge v(x,y) monoton ist, geniigt es zu beweisen,

daB
Inn= f f Umn(x,7) dx dg < Konstante.
Wir haben

= [ [ [ £ \/1_ ”—dxdydadﬁ=
—[[r@ a)U = dxdy]dadﬁ

Wenn wir 4 =fff’ (@, f) dox dB setzen, so ist

13m<£4ff{ff\/—l—g——pKTg;dxdy]gdadﬁ=

. Kpo Ky y >
—Af...f\/lg do dg dx dy dx’ dy

plgqlgp'lgqd
dx dy dx" dy’ ~ ;
[ S .
Vigplgqlgplggd J 7777 flmdﬂ
Es ist aber :

ffKM(X,y, a, 13) KP’v’(x,’y” a, ﬂ) da dﬂn Kr&(x’ys x',!]’),

wo
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r=min [ (x, ), p’ (', 5],
§ = min [q (x, n, q (x,;y,)] .
Es ist also

<Aff K dedydy dy' <
Vgplgglgplgg o TS

<4Affdxdyff E:_p'_ﬁg—c?

Da aber die Lebesguesche Konstante
1Kz, )| de=0llg m]

dx' dy’ .

ist, so ist
[[1Kun 5,3, 0,0) | deds = Ollgm.lg ..

Wir erhalten also die Abschétzung
| 12 <440(Q),

was zu beweisen war.
Hilfssatz II. Wenn wir zur Abkiirzung die Bezeichnung

einfithren
Cr?m zx'?nn (agut + brznn + c?nn + drin) ’

dann konvergiert unter der Voraussetzung

2/C? lgmlgn <o
)

fast iiberall die Teilfolge
Sonyn (X, ) = Somz, o2 (%, 7)
gegen f(xy).
Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf die Reihe
2 X wr, mit w,e=S,k— S k-1 — Sim1, 2t Si1, k1,
fast iiberall konvergiert. Durch Anwendung des Riesz-Fischer-
schen Satzes und der Schwarzschen Ungleichung erhalten wir

oUi+1)2  g(k+4-1)2

ff|uik\dxdy\<‘:; 2> 2> Ci

=21 =R

(ZZ’ff .kdxdy) %ﬁ?&% lgs'lgt.zw';’—l—k—
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Es konvergiert also fast iiberall die Folge Sy, »(x,y), da aber

ff(f- so0)? dx dy—0,

so ist ihre Grenze f(x,y).
Hilfssatz . Wenn die numerische Folge

22 o (e >0),
konvergiert, dann existiert eine monotone Folge {pn}
Po<Pu1s P9,
mit der Beschaffenheit, dafl
Zzaikp,.pk <o .

Beweis. Wir setzen

Ai == ,‘4\;:051'1: 3
k=1
2 A<t

Dann existiert eine monotone Folge ¢,— o, so daff
o
2 A4q<+w.
1

Wir setzen weiter

Bk =2 2537 Qi
fe=
und die Reihe '

2B,

k=1
ist konvergent, es existiert also eine monotone Folge

o,

so dafl '
ZBkrk<oo .

Wenn wir mit p, das Minimum von ¢, r, bezeichnen, erhal-

ten wir
Zzaikpipk<m -

Jetz kdnnen wir den folgenden Hauptsatz beweisen:
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Satz. Wenn die Fourierkoeffizienten Qs by ¢y, d,, die
Eigenschaft besitzen, daf

%’?Cilgilgk <w, YCilgk <o, j’a’,,lgi<oo
1 1

ist, dann konvergiert fast iiberall die Fouriersche Doppelfolge

Sm, n (%, 7).
Beweis. Nach Hilfssatz Il konvergiert fast iiberall die Teil-

folge Sm,n(x,y). Wir betrachten s, ., wo m, n die Ungleichung
erfiillen

2" < m L 2T, 0¥ L 2D
Es bleibt zu zeigen, daB die Differenz
L1 | Smy,n =5, &
mit —, - gegen Null strebt.
Wir zeigen zuerst, dafl
Sm, 2% — 52— 0.

Es ist in der Tat auf Grund der Abelschen Transformation
und des Hilfssatzes Il

' m 2k
Sm2t— Sy =2 >'h.(@.cosrxcossy+ ...+ d.sinrxsinry)
2fii 4y 1
"

ZZZA’_Sm
Vigmlgs.pm. ps

Al =2 (@.cosrxcossy + ...+ dsinrxsinry)tlg mlgs. pn.ps
und daher

, wenn

ok
Sm, 28— i, 1= b 3 A by O, o+ b b1 Oy 202

s=1
wo

b 0= X A
VPs lg'S =2y 7=1
Das zweite Glied rechts ist gleich o (1) nach Hilfssatz I, das
erste ist gleich
2k ‘

me(ffm, 1’*‘ Um, 2 +... "{“ am,s) 4% bs + (UHI,I o 0-"1.2"2) b,

JESH
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Das zweite Glied ist ebenfalls gleich o(1), und dasselbe

betrifft das erste Glied auf Grund der Relationen
sl b, <+ o0 .

om,‘l—f—cm,g-[-...—{—am,,,=0(p\/lgm) .

Ganz analog erhalten wir

Sm, n— Sm, 2k —0,

(Regu par la Rédaction le 14, 4. 1930).

Sur la théorie riemannienne de certains
systémes orthogonaux, L

- par

A ZYGMUND (Varsovie).

- Chapitre I
§ 1.

1. Soit @y, P1s Pay-.. Pry... UDE suite de fonctions réelles,
définies dans un intervalle (a, ). Si l'on a .

Sk ‘ .
o =0k
f(pm([’ndle (m=n) (myn=0,1,2,...),

on dit que les fonctions ¢,(i=0,1, ...) forment un systéme ortho-
gonal et normal dans l'intervalle (a,8). On connait beaucoup de
systémes orthogonaux: systéme trigonométrique, fonctions de
Sturm-Liouville, polyndmes de Legendre, fonctions de
Bessel etc. :

Dans la théorie des séries de la forme

o0

@ ' ' @n Pn

n=0
on ‘peut distinguer deux points de vue. Le premier d’eux — on
peut Pappeler celui de Fourier — s'occupe des séries (1), ol

les coelficients a, sont donnés par la formule

b
an Sff Pr, dx ’

f désignant une fonction définie dans (g, 5). Dans ce cas on appelle

les a, — coefficients de Fourier de f, et la série (1) — série de
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