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il suffit de. prouver la convergence presque partout de la série

@ 2o

n=0

car, de la convergence d’une série 3 c,, il résulte, comme on le
sait que (c;+2¢,+ ...+ nea)/n+1—0, cette derniére expression
étant égale a la différence entre la somme partielle et la moyenne
arithmétique des sommes partielles de 3 c, .

Intégrons la série (') terme a terme dans (a, b). Nous
obtenons

''n

[
S| ‘ R 1
by — N Ay — z'_______ S 2
n:v’o n+ 1;/‘.(571 .O'n) dx = (n_l__ ]:)3k=0k2 a,f |

— 3 2‘ 2 3 _____1__ l 3 2

A ka2 S g A dce
Si la série T & termes non négatifs était divergente dans un en-
semble de mesure positive, la série intégrée serait divergente, ce
qui n’est pas le cas. Le théoréme est donc démontré.
. Pour les applications de la relation (4) aux questions de
. sommabilité des séries (S), nous renvoyons le lecteur au premier
des travaux cités.

. {Recu par la Rédaction le 18, 7. 1930).

Uber lineare, vollstetige Funktionaloperationen

von

J SCHAUDER (Lwéw).

In der vorliegenden Arbeit?) werden alle drei Fredholm-
schen fiir die Integralgleichungen geltenden ,,determinantenfreien
Sitze?) in priziser Fassung auf allgemeine vollstetige Funktional-
operationen iibertragen, wobei der zugrundgelegte Raum linear,
normiert und vollstindig ist. Solche Riume werden wir kurz als
Riume ,vom Typus B“ bezeichnen?). Derselbe Gegenstand wurde
in einer fritheren, grundlegenden Arbeit von Herrn F. Riesz?)
behandelt und ein Teil der in Betracht kommenden Fredholm-
schen Sitze bereits bewiesen. Fir den Fall eines allgemeinen
Raumes vom Typus B konnten mittels Rieszscher Methoden die-
jenigen Sitze nicht erledigt werden, bei welchen der Begriff der
ytransponierten Gleichung® eine Rolle spielte. In dieser Note brin-
gen wir die noch nétige Erginzung. Dabei tritt die restlose Dualitat
zwischen einer Funktionaloperation und ihrer konjugierten Funktio-
naloperation klar zutage.

Im Anhange werden diese Sitze auf Integralgleichungen der
Potentialtheorie im Raume angewendet.

Wir betrachten einen Raum R vom Typus B. Sei X(x)
irgendein lineares und stetiges Funktional, welches im Raume R

1) Der Hauptinhalt dieser Arbeit wurde in der Sitzung vom 8. 6. 1929
der Poln. math. Gesellschaft (Abteilung Lwéw) vorgetragen,

) Was den Wortlaut dieser Sitze anbetrifft vgl. z. B.: E. Hellinger
w. O. Toeplitz, Integralgleichungen und Gleichungen mit unendlichvielen Un-
bekannten, Enzykl. der math.-Wiss, Il C 13 (1927) p. 1335—1648, insb. p. 1376—77.

3) S. Banach, Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur
application aux équations intégrales, Fund. Math. 3 (1922} p. 133—181, insb.
. 135134,
P 4) F. Riesz, Uber lineare Fupktionalgleichungen, Acta Mathematica 41
(1918) p. 11—98. .



184 J. Schauder.

erklirt ist?). Die Gesamtheit aller Funktionale X bildet eine
abstrakte Menge, welche durch passende Normierung wieder zu
einem Raume R* vom Typus B zusammengefafit werden kann.

Als Norm des Funktionals X (in Zeichen | X|) definieren wir
die kleinste Zahl M, welche die Ungleichung

) X< M

— unter. der Zusatzbedingung |x[| <1 — erfiilllt. War der ur-
spriingliche Raum vom Typus B, so gilt dies auch vom Raume
der Funktionale, dem s. g. konjugierten (transponierten)- Raume.

Es sei jetzt eine Funktionaloperation®) y=7#(x) vorgelegt,
welche den ganzen x-Raum R linear und stetig auf eine echte
oder unechte Teilmenge des y-Raumes R’ abbildet. Wir wollen
nun festsetzen, was unter der konjugierten (transponierten) Funtio-
naloperation verstanden werden soll?). Sie soll namlich den Y- Raum
(den Raum aller Funktionale iiber R’) auf den X-Raum (den
zum x-Raume konjugierten Raum) abbilden. Sei namlich Y (y)
ein beliebiges Funktional im y-Raume. Dem Y — als selbststan-
diges Element betrachtet — ordnen wir das Funktional

X () =Y[f()] (x8 K)

zu, Wir schreiben dann
) X=Y[fl=F({)

und dies ist die gewiinschte konjugierte Funktionaloperation. Sie
ist linear und stetig in dem (konjugierten) Y-Raume als Definitions-
bereiche und dem (konjugierten) X-Raume als Wertbereiche. Es
sei nochmals hervorgehoben, da F in ganz anderen Riumen als
y=f(x) erklart ist.

Herr Riesz®) nennt eine Funktionaloperation vollstetig,
wenn diese beschrinkte Mengen in kompakte berfiihrt. Wir
beweisen nun den

%) Eine Funktion, die jedem Elemente x eines x-Raumes ein Element g
eines y-Raumes zuordnet, bezeichnen wir als Funktionaloperation (Abbildung,
Transformation). Sind die Elemente y reelle Zahlen, so spricht man von einem
Funktional, Die Begriffe ,linear® und ,stetig” brauchen nicht erklart zu werden.

€} In dieser Arbeit haben wir es nur mit linearen und stetigen Funktional-
operationen (Funktionalen) zu tun; wir unterdriicken also in den Aussagen Gfters
die Worte ,linear und stetig. :

) Vgl: S. Banach, Sur les fonctionnelles linéaires 1I, Studia Math.
1 (1929) p. 223—239, insh. p; 235, »

8) Vgl die unter %) zitierte Arbeit, insb. p, 74.
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Satz L. Ist y=f(x) linear und wollstetig, so ist auch
X=F(Y) in entsprechenden Réiumen linear und vollstetig.
Beweis. Sei E die Einheitskugel im x-Raume, d. h. die
Menge aller dieser und nur dieser Elemente x& R, fiir welche
lxl<1
gilt. Das Bild f(E) dieser Menge ist im y-Raume gelegen und
nach Voraussetzung kompakt. Daraus folgt zuerst die Beschrankt-
heit des Bildes f(E), d. h. die Existenz einer solchen Zahl C,
daB fiir jedes yef(E)
3 I<Cy * y—f@)
besteht. Viel wichtiger ist die folgende aus der Kompaktheit
flieBende Eigenschaft der Menge f(E): Fiir beliebiges >0 lafit

sich in f(E) eine endliche Teilfolge

Uis Yayvee Ynid)

finden, so daB fiir jedes yef(E) wenigstens eine Ungleichung
der Form

(4) . “y—'yx"<6’ (i=17 2,...n (6))
besteht. Oder in Worten: Jedes y6f(£) ist von wenigstens einem
Punkte y, weniger als um J entfernt.” Solche endliche Folgen bilden
1
EYIREL
eine abzihlbare, in f(E) iiberalldichte Punktmenge { Yoo 2 von
folgender Eigenschaft: Fir jedes d>0 lafit sich aus {y.} eine
endliche Teilfolge g, ,,5--- ¥, herausgreifen, so dafl ein beliebi-

wir fiir d=1, —;—, . und bekommen auf diese Weise

ger Punkt y von f(E) von wenigstens einem {ysi} (i=1,2,...n(0))

weniger als um d entfernt ist. | ‘
Wir schreiten jetzt zum Beweise des Satzes I Sei also eine

beschrinkte Folge von Funktionalen {Y} _;, . gegeben:

©) 1YI<K,  (=12..;

es ist die Kompaktheit der entsprechenden Folge X =F(Y) zu

beweisen. Zu diesem Zwecke betrachten wir die Zahlenfolgen

> Folge)
Ya (o), Ys(z1)s.-- Y.(g1)-.- (erste Folg
Y, (Zi), Yz (g2 --- Y.(ys).-. (zweite Folge)

(s, Ya(@he. Yelgde.  (swte Folge)

u. §. wW.
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Diese Zahlenfolgen sind gleichmiBig beschriinkt. Denn es ist
(6 1Y (g <[Vl ys | < K. C

wegen (3) u.nd (5) Somit kann man nach dem bekannten Diagonal-
\Zrerfahren eine ins Unendliche wachsende Folge von natiirlichen
ahlen r1, ry, ... 7, ... herausgreifen, so daB fiir jedes s die Folgen

le (yS)r er(y-s‘): .. Y'p (ys; .

fiir s=1,2,... ko i
fir ¢ nvergent werden. D. h. es sollen die Grenz-

lim Y., (ys) =c.

fir s=1, 2,‘.... v.c‘)r!'landen sein. Man iiberzeugt sich nun leicht
von der .g]elchmaﬁlgen Konvergenz der Folgen Y, (y) in der
ganzen Bildmenge f(£). Denn ist d>>0 beliebig gl'egeben so
gibt es nach (4) eine endliche Folge ,

Ior Jur oo Tep gy

so daB fiir jedes yef(E) wenigstens eine der Ungleichungen

7 J -
@ lg-v. <5 (i=1,2,... m(3))
erfiillt ist. Die Folgen

Y"l (ysi)’ Yl‘z(ysi)! e Y’p (_lls,-), tee

;ind nun in einer endlichen Anzahl vorhanden (nimlich fiir i=1 |
s+ m(0)) und konvergieren somit gleichmifig nach ihren Grenz:

werten c,;. Es ist also ein P(d hand o,
alle Ungleichungen ( ) vorhanden, so daB fiir pyp> P(d-)

® YY) <Y a=1,2...m@)

zl_l_glelchybestehen. Ist jfatzt y ef(E) beliebig, so gibt es wenigstens
ein y,;, welches (6) erfiillt. Fiir dieses y,, gilt dann weiter 'weg‘en
13 ?

@, ) 6)

o OISV nl<K gy

| Yo (@)~ Ty (o) | < Yoyl - ly— g < K.

fir y e f(E).
Ziehen wir (8), (9) in Betracht, so ist
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10) Y. () -Yo ()| <9, fir p, p' > P, g=f(x) e f(E).

Die Folgen {Y; (y)} sind also in f (E) gleichmaBig kon-
vergent. Fiir die entsprechenden Funktionale X, gilt daher wegen
(2), (10)

X =Y [f@]=Y, (), yg=fef(E),

| X, ()= Xy (1) | =Y, (g) Yo (g) | < O

fiir pI,P>P9 y=f(x), XEE, ﬂxn<1‘
Daraus folgt )
‘ ‘HX,P-“X,p,“< d

fir p, p’>P, y=f(), [x|<1L
Aus dieser letzten Ungleichung folgt, wenn wir uns an die
Definition der Norm eines Funktionals erinnern,

1X, X |<d (p>P p>P),

w, z. b, w.

cr b

Satz I Ist die konjugierte Funktionaloperation X =F(Y)
vollstetig?), so trifft dies auch fiir die urspriingliche Funktional-
operation y=F(x) zu._

. Beweis.” Wir betrachten die zum x-Raume bezw. y-Raume
konjugierten Raume X,Y. Auch diese Riume besitzen ihre eigenen
konjugierten Réume, die durch Bildung von Funktionalen a(X),
g(Y) iiber dem X bezw. Y-Raum erhalten werden. Wir bezeich-
nen ‘den’ @-Raum als den zum x-Raume bikonjugierten Raum;
eine shnliche Definition besteht fir den #-Raum.

_ Die urspriinglichen Raume der Elemente x, bezw. g sind mit
einer Teilmenge ihrer bikonjugierten @-, bezw. §-Raume homeo-
morph und sogar isomorph. Inder Tat, ist x, ein beliebiges festes
Element aus ‘dem. x-Raum X, so. stellt uns

(11) X (xp) = (X)) = %, (X)

bei verinderlichem X ein Funktional iiber dem Funktional X, also

ein Element @, aus dem bikonjugierten -Raum dar. Wie aus der

Formel (11) folgt, ist diese Zuordnung eineindeutig ). Man iiber-
zeugt sich nun sehr leicht von der folgenden Beziehung:

5) Nach der in den X und Y-Riumen iiblichen Norﬁiemg.
1) D, b, dem Elemente ¥; wird das bikonjugierte Eunkj:ion;l_uxo zu-

geordnet.
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(12) Norm des Funktionals @, ==|x,]|.

Denn die ,Norm des Funktionals a.,“ ist nach (1) die klein-
ste Zahl M, die der Bedingung .

|2 (X) [ =] X (x0) | < M| X]
geniigt. Nun ist ‘
[ (X | <X () | <[ X [ 30 f,
also auf jeden Fall:
Norm des Funktionals a,, <] x,].

Umgekehrt gibt es nach einem Erweiterungssatze des Herrn

Hahn ein solches Funktional X (x)1). daff .
X () =] %], |X]=1

X, (x0) =l x “~”Xo I,

ist Somit ist

Norm von a,, =|x,].

Es 148t sich also in der Tat der x-Raum linear und beiderseits
stetig auf eine Teilmenge des a-Raumes abbilden.

In den abstrakten X, bezw. Y-Riumen gilt nun unser Satz L.
Betrachten wir also die (konjugierte) Funktionaloperation X = F )

und ist diese vollstetig, so ist auch die zu ihr konjugierte Funktional-

operation
’ P— @), | |
(13) f=p¥)=cl[F{¥), (e=a(X))

vollstetig. Wir sollen nun beweisen, dafl die urspriingliche Funktio-
naloperation y = f(x) vollstetig ist. Wir betrachten eine beliebige,
beschrankte, im x-Raume gelegene Menge 4 und beweisen die
Kompaktheit der Menge f(4). Wir nehmen an — was keine
Beschrinkung der Allgemeinheit bedeutet — daff fiir jedes xed

lxl<1

ist. Wir bilden nun das jedem x eineindeutig entsprechende bikon-
jugierte Element (Funktional) e,

(11%) e (X) = X (x), (x8 ).

1) H, Hahn, Uber lineare Gleichungssysteme in linearen Raumen, Journ.
fiir reine u. angew. Math. 157 (1927) p, 214—229; insh. ps 217, Satz Il Vgl

auch S. Banach, Sur les fonctionnelles lindaires I, Studia Math. 1 (1929)
p- 211216, '
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Da die Norm von @, gleich || x| ist, so sind auch im bikon-
jugierten @-Raume die Elemente @, beschrénkt:

Norm o, <1 fiir xe .

Nach Satz I bilden die entsprechenden pg-Elemente eine
kompakte Menge. Dies bedeutet: Es lifit sich eine Teilfolge
o, =0, derart bestimmen, daf}

(14) Norm e, <1, lim Norm (§n—§.) =0

gilt. Nun ist [Vgl. (13), (11)]

15) A=) =f" (@)= [F ()] = &, [Vf ] =Y [f (%)},
Pn(Y)==Fn=Y[f ()],

wo Y ein beliebiges im y -Raumxe erklirtes Funktional bedeutet.

Aus (15) folgt

(16) ﬁn - ﬁm = Y[f(xn) —f(xm)]s
also nach dem Vorhergesagten (vgl. (12))
17) Norm (Ba—pm) = [ (xz) = f (xm) |

Wegen (14), (17) gilt also
lim | £~ ()| =0,

m—rw
n—»w

¥. Z. b. w. . .,
Satz III. Es seien y=f(x), z=¢(y) zwei lz.neare un
stetige. Funklionaloperationen, X=F(Y) und Y= @ (Z) ihre konju-
ierten. Dann ist
g X=F.0=F[0(Z)]
die konjugierte Fo anktionaloperation zu
2= glf @ =9.f.
Beweis: unmittelbar. :
Wir nehmen jetzt an, dall der x-Raum mit :iem y-Raume
iibereinstimmt und beweisen die folgenden Haupts‘atze.
Hauptsatz . Die beiden homogenen Gleichungen

x+f(x)=0
(18) Y+F(¥)=0

besitzen dieselbe Anzahl von linear unabhdngigen Lisungen, wenn
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eine der beiden Funktionaloperationen f(x) resp. F/(Y) als vollstetig
vorausgeseizt wird. ‘

Beweis. Ist f(x) vollstetig, so ist es auch F(Y¥) (Satz I),
und umgekehrt: ist F(Y) vollstetig, so ist es auch f(x) (Satz II).
Herr F. Riesz hat nun den Satz vom Ubereinstimmen der Anzahl
der Lésungen von (18) im Felde der stetigen Funktionen bewiesen,
wenn dazu noch f(x) von spezieller Form ist1?). Nun sind wir aber
im Besitze der Sitze I, II, Ill und diese Sitze erlauben uns die
Rieszsche Methode auf den allgemeinen Fall zu iibertragen.
Wir setzen also im Folgenden die Kenntnis der Arbeit des Herrn
Riesz*) voraus und verzichten auf den ausfiihrlichen Beweis 1%),
Wir begniigen uns mit dem Hinweis auf diejenigen Ab#nderungen,
die vielleicht fiir allgemeine Raume vom Typus B notwendig sind.
Es geniigt, wie aus der Rieszschen Methode hervorgeht, sich
mit denjenigen Funktionaloperationen f;(x) zu beschaftigen, fiir
welche die Bildmannigfaltigkeit £, (B) des ganzen x-Raumes endlich-
dimensional ist. Solche Funktionaloperationen £, (x) lassen sich
in der Form

fa () :é’ C.(x) .1,

darstellen. Dabei sind {r,} linear unabhingige Elemente im B-Raume
und C linear unabhingige Funktionale iiber diesem B-Raum. Die
Funktionaloperation

(19 X=v+ 3V@).C,
ist zu =
(20) Cy=x+fH @) =x+2Cx).y,

i=1

konjugiert. Jede Ldsung x von
(21) x+ 2 C(x).t,=0
=1

1) Der von Herrn Riesz betrachtete Fall ist
b
f =@+ [Kxye(y)dy,

a
mit stetigem K (¥, y). Herr Riesz bemerkt auch, daB man seine Methode der

Behandlung der Integralgleichung auf Kerne, die wie (—Lﬁunendlich werden,
xr—y

fibertragen kann; Loc. cit. 4).
1) F. Riesz, L c.%), inshes. p. 96, 97,

Lineare Operationen. 191

128t sich dann in der Form

(22) : x=2.1
i==1
darstellen, wogegen jede Lésung Y von
(23) Y+2Ye)C=0
i=1"
die Gestalt
(24) Y=2'%C,

i=1
besitzt. Setzen wir also (22) bzw. (24) in (21) bzw. in (23) ein,
und beachten die lineare Unabhangigkeit der {r} einerseits und
der {C) anderseits, so bekommen wir fir {1} bzw. fir {x} die
folgenden Gleichungssysteme

2,421, Cx)=0 (i=1,2...n)
k=1
bezw.
M+ 2 5,Cx)=0 (i=1,2,...n).
k=1

Diese Gleichungssysteme besitzen aber offenbar dieselbe

Anzahl von linear unabhingigen Losungen ). .
Hauptsatz 1. a) st f(x) vollstetig, so ist die Gleichung

(25 go=x+f(x)=h()
fiir gegebenes y, dann und nur dann lgsbar, wenn y zu allen

Naullssungen Y der konjugierten Gleichung orthogonal ist, d. h.
wenn Y (y,) =0 ist. Dabei wird als Nullgsung Y jede Losung wvon

@26) Y+ F{¥)=0
bezeichnet.

#) Wir machen auch auf eine Arbeit des Herm T. H. Hildebrandt
aufmerks)ar?'xvzl Uber vollstetige lineare Transformationen, Acta Math. 5 (hl928)
p. 311—318. Der von Herrn Hildebrandt bewiesene Satz.laﬂt sich Ielg tﬁus
dem Hauptsatze | gewinnen. Aber auch umgekehrt bistet, (wie es Herr a a-
zur mir gegeniiber bemerkte) das Hildebran dtsche Ergebnis einen axxge.r;:
Weg, um zum Hauptsatze 1 zu gelangen mit Benutzung der in dxeserB e.;f
vorkommenden Satze 1, Il Bei Herrn Hildebrandt kommt aber der Begri
der konjugierten Funktionaloperation nicht vor. ,
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b) Ist F(Y') vollstetig, so ist die Gleichung
27) Xo=Y+F¥)=H(Y)

fiir gegebenes X, dann und nur dann losbar, wenn 2y zu allen
Nullésungen x der urspriinglichen Gleichung y= f(x) orthogonal
ist, d. h. wenn X, (x) =0. Dabei wird als Nullssung x jede Lésung
von

@8) x+f(x)=0

bezeichnet.

Beweis. a) Die Bedingung der Orthogonalitit Y (y,) =0
ist notwendig. Denn ist (25) l6sbar und bezeichnet man mit ¥
eine beliebige ,,Nullssung® von (26), so gilt fiir alle v=x+ f(x)

Y+ F¥)=0,d h. Y +Y[f(0)]=Y(y)=0.
Also gilt die letzte Gleichung speziell fiir Yo -

Die Bedingung Y(y,)=0 ist hinreichend. Man betrachte
niamlich einerseits die lineare Bildmannigfaltigkeit 4 (B) des y-Rau-
mes, anderseits das gegebene Element y,, fiir welches Y(yy)=0
besteht, falls ¥ die Gleichung (26) erfilllt. Wirde nun Yo zur
_ Mannigfaltigkeit /(B) nicht gehéren, so gabe es nach dem Erwei-
terungssatze des Herrn Hahn ) [da A(B) abgeschlossen ist 16)],
ein Funktional Y* welches in A(B) identisch verschwindet, fiir
welches aber Y*(y,) & 0 wiire. Da nun ¥ in h (B) verschwindet,
so gilt fiir jedes x : o

YHx +f ()=Y*(x) +Y*[f ()]=0=Y*+ F(¥Y'*
d. h. Y* wire eine Nulldsung der konjugierten Gleichung, wobei
aber Y'*(y,) # 0. Dies wire ein Widerspruch gegen die Voraus-
setzung; daf} y, auf allen Nulldsungen Y orthogonal steht.

b)  Die Bedingung der Orthogonalitit X, (x) ist notwendig.
Ist nimlich (27) 18sbar, so bedeutet dies: Es gibt ein Y, so daf}

' X () =Y () +Y[f(»)]
fiir alle x. Ist speziell x eine Nulldsung von (28), so folgt
Xy (x)=0.

Die Bedingung ist hinreichend. Wir nehmen wieder die nac
Herrn F,' Riesz1%) abgeschlossene Mannigfaltigkeit A(B) zur Hilfe

15 Vgl. 1), ;
%) 1. e. %), insb. p. 82 Satz 4, - .
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Ist X, (x)=0, so ist auf jeden Fall das gesuchte Y in der
Menge %(B) eindeutig definiert. In der Tat, es ist

Y(g)=YIx+f]=Y@0)+Y[f()]=X, (x), yek(B).

Nun ist 4 (B) abgeschlossen und nach dem schon zitierten
Hahnschen!!) Erweiterungssatze 138t sich Y(y) auf den ganzen
y~Raum erweitern, w. z. b. w.

Hauptsatz Il Voraussetzung: Eine der Funktionalopera-
tionen f (x) bezw. F(¥') ist vollstetig.

Behauptung: Die vier folgenden Eigenschaften sind einander
gleichwertig'7) : :

a) die Gleichung y=x+f(x) ist fir jedes y Iosbar,

b) die Gleichung X=Y + F(Y) ist fiir jedes X Iosbar,

¢) die Gleichung 0==x+ f(x) besitzt keine ,Nullssungen®,

d) die Gleichung 0=Y + F(Y") besitzt keine ,Nullssungen®.

Beweis. Der Beweis folgt durch formell-logische Schliisse
aus den Hauptsatzen [, 1128),

Diese Sitze iiber vollstetige Funktionaloperationen kénnen
auf heutzutage fast klassische Probleme angewendet werden. Wir
zeigen es an dem Beispiel der Integralgleichungen der Potential-
theorie.

17) Die Gleichwertigkeit von a) und c¢) wurde bereits von Herrn Riesz
bewiesen, L. c. 4). . ) )

18) Betrachtet man die Funktionaloperation y=x + A f(x) mit vollstetigen
f(x), so ist die Losung x =@ (y,1) eine meromorphe Funktion von 1.

Nach Riesz L c. %), insh. p. 88—8Y, ist ndmlich f(x) =74 (x}+ £ (x).
Dabei besitzt o .

I) die Gleichung x -+ f, (x) =0 nur die triviale L3sung Null,

i) f; (x) ist endlichdimensional,

1II) £, und f, sind zueinander orthogonal d. h. fi [ (=4 [f; (x)]=0.

Wir fiihren die Bezeichnungen _

Bymx+2f(), Hy—x+ifi() Ky=x-+1f()

ein. Dann iSt‘Bl=HZK2_=KlH;_. . .

Die Funktionaloperationen B;, H;, K; besitzen nur isolierte Smgulari-
titen [Riesz. p. 90]. Ist z. B. 4, ein regularer Punkt fiir B;, so gilt in einem
Kreise |A — %, | < r die Entwicklung

x=B'=w () F+ A —=X)o (5) +.-. (= 2)men(g) +...
—n gn~1
e, (7)) =(—1)"B,"f*.
Ist nun endlich %, ein singulirer Punkt, so darf man immer A, =1 voraus-
setzen, wie eine einfache Transformation zeigt. Fiir eine Umgebung der Stelle

% =1 sind dann BT, H7', K7 vorhanden, da %, =1 fiir alle drei Funktio-
naloperationen hdchstens eine isolierte Singularitit anfweist, Es gilt also fiir A4=1
- Bil=H  Ki'=K7 . HTL.

mit
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194 J- Schauder.

Diese Integralgleichung wird durch Ubergang zu den iterier-
ten Kernen geldst, wobei manchmal die Anzahl der durchzufiihren-
den lterationen sehr hoch ist. Dieser Ubergang kann vermieden
werden %),

Sei — um gleich einen allgemeinen Fall vorwegzunehmen —
eine geschlossene Fliche S gegeben, die iiberall eine Tangential-
ebene besitzt. Ist P ein Punkt der Fliche, so bezeichnen wir mi

@) n, die Normale im Punkte 7,

6) & m, L die Achsen eines im Raume festen Koordinaten-
systems,

y) 4, C zwei von der Wahl der Flichenpunkte unabhingige
Konstanten, wobei noch 0 <4 <1 ist.

Dann sollen — dies setzen wir noch voraus — fiir zwei
beliebige Flichenpunkte P, P die folgenden Ungleichungen
gelten

| cos (an’ §)—cos (an’ 5| < C.nst
lCOS(nPl, 7) —cos (npﬁ) 77)|\<\ C.nst

|cos (rp, £)—cos(ny, )| < Cindt

Fiir solche Flachen wollen wir die erste Randwertaufgabe
der Potentialtheorie behandeln®). Bekanntlich wird diese Rand-
wertaufgabe auf die Integralgleichung

29) f(Q)%q?(QH—anfcp(P)de
' s

rPQ

zuriickgefihrt, wobei. die 'stetige Funktion f(Q) bekannt ist und
die stetige Funktion g (Q) gesucht wird. Diese Gleichung ist unter

Nun ist H; ==H, wegen Bedingung I regulir, es liBt sich also Hfl
in eine nach (A — 1) — n >0 — fortschreitende Potenzreihe entwickeln. Alles
kommt also auf das Verhalten der Funktionaloperation K 7™ hinaus, die sich in

einfachster Weise behandeln 1a8t, da f; (x) endlichdimensional ist. (Siehe auch
fiir den Fall des Hilbertschen Raumes: F. Riesz, Les systémes d’équatiuns
linéaires & une infinité d’inconnues, Paris 1913; insbes. p. 105, 106):

%) Vgl. den unter ?) zitierten Enzyklopadxearhkel p- 1471, FuBoote 304.

0 D1e Lésbarkeit der Fredholmschen Intcgralg]elchunwm fir Fiachen,
welche den vorangegebenen Bedingungen geniigen, wird von mir in einer dem-
ndchst in der Math. Zeitschrift unter dem Titel ,Potentialtheoretische Unter-
suchungen® erscheinenden Arbeit benutzt.

Diese Arbeit wird im Folgenden als P. U. zitiert.

Lineare Operationen, 195

den oben erwihnten Voraussetzungen immer 16sbar. Denn zuerst
ist die Funktionaloperation

30 9 p cos (rpqs Mp)
(30) 7 (Q) nf 9Py TEL I o

vollstetig. Es lalt sich ndmlich beweisen, daB jede stetige Funktion
@ (Q) durch die Funktionaloperation (30) in eine Funktion ¢*(Q)
iibergeht, welche einer H81derschen Bedingung mit dem Expo-
nenten . geniigt®). In Zeichen

| ¢* (Q))—¢* (Qs) | < Abs. Konst. X Max | ¢ (x) | X ris*.

War also Max |p| beschrinkt, so bilden die entsprechenden
¢*(Q) bekanntlich eine im Raume der stetigen Funktionen kom-
pakte Menge (weil sie gleichmaBig stetig sind). Es ist (30) in der
Tat vollstetig. Um weiter vorzugehen, nehmen wir den schon bei
Herrn Riesz vorhandenen Satz zur Hilfe, daB die Gleichung (29)
dann und nur dann fiir jedes f(Q) losbar ist, wenn die Gleichung

(31) 9D(Q)+2nff¢(P)

cos (r Pq, np)

PQ

do=0,

die verschwindende Funktion ausgenommen, keine Losungen be-
sitzt. Die Idee des Beweises ist bekannt und die nétigen Hilfs-
sitze findet der Leser in der unter 29) zitierten Arbeit.

Giabe es nimlich eine von Null verschiedene L&sung von
(31), so miifite das mit ¢ als Moment gebildete Potenhal der
Doppelbelegung

won= [ [¢) =227 (”’g’””) d
iy

Tp

innerhalb .S verschwinden. Wegen der Hilfssitze VII, VII, IX, X,
XI der unter?) zitierten Arbeit, die man sukzessive anwendet,
miifte dann ¢(Q) tangentielle Ableitungen besitzen, die ihrer-
seits selbst einer H51d erschen Bedingung mit dem Exponenten
A%%) geniigen. Unter dieser Bedingung ist aber die Normalablei-

tung %¥ auf der Fliche selbst stetig ).

21y Siehe P. U., Hilfssatz VIL
22y A ist der Flachenexponent

23) Siehe P. U. Hilfssatz XV.
13*



196 J. Schauder.

Da nun W im Innern von S verschwindet, so ist
(ﬁ) _
on/inn.

also da w stetig ist, auch

on
0W) .
(_071_ aufl, 0.

Daraus folgt aber bekanntlich ¢=0724).
Auch andere Randwertaufgaben kénnen nach den hier dar-
gelegten Sitzen geldst werden.

%) Siehe z. B.: J. Horn, Einfilhrung in die Theorie der partiellen Diffe-
rentialgleichungen, Sammlung Schubert, Leipzig 1910; insb. p. 303—304,

(Recu par la Rédaction le 7. 7. 1930).

Uber Approximation im Mittel
von

Z. W. BIRNBAUM und W. ORLICZ (Lwéw).

Bekanntlich kann man jede mit der p-ten Potenz integrier-
bare Funktion f(x) durch streckenweise konstante und sogar durch
stetige Funktionen 4 (x) beliebig genau im Mittel mit der p-ten
Potenz approximieren, d. h. es gibt zu jedem &> 0 eine Funktion

h(x), so daB .
f]f(x)—h(x)|”dx<e.

Es sei nun M (u) >0 eine beliebige, fiir alle reellen z defi-
nierte und stetige Funktlon mit M(0)=0. Wir nennen eine mef}-

bare Funktion f(x) ,infegrierbar mit M(u)“, wenn f M [ F(x)]dx

existiert. Wir wollen ferner sagen, dafl eine Funktlon h(x) die
mit M (u) integrierbare Funktion f(x) ,mit M(u) im Miitel bis
auf & approximiert“, wenn die Ungleichung besteht

1
fM[f(x)~h(x)] dx <.
0

Uber die so verallgemeinerte Approximation im Mittel durch
streckenweise konstante Fuoktionen hat Herr J. C. Burkill?)
einen Satz ausgesprochen, welcher ohne erganzende Voraussetzun-
gen nicht richtig ist, wie aus Satz 2 der vorliegenden Mitteilung
ersehen werden kann. Satz 1 enthalt eine Richtigstellung der
Burkill schen Behauptung.

C. Burkill, The strong and weak convergence of functions of
general type, Proc. Lond, Math. Sce. II 28 (1928) p. 493 u. ., Theorem L





