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Da nun W im Innern von S verschwindet, so ist
(ﬁ) _
on/inn.

also da w stetig ist, auch

on
0W) .
(_071_ aufl, 0.

Daraus folgt aber bekanntlich ¢=0724).
Auch andere Randwertaufgaben kénnen nach den hier dar-
gelegten Sitzen geldst werden.

%) Siehe z. B.: J. Horn, Einfilhrung in die Theorie der partiellen Diffe-
rentialgleichungen, Sammlung Schubert, Leipzig 1910; insb. p. 303—304,

(Recu par la Rédaction le 7. 7. 1930).

Uber Approximation im Mittel
von

Z. W. BIRNBAUM und W. ORLICZ (Lwéw).

Bekanntlich kann man jede mit der p-ten Potenz integrier-
bare Funktion f(x) durch streckenweise konstante und sogar durch
stetige Funktionen 4 (x) beliebig genau im Mittel mit der p-ten
Potenz approximieren, d. h. es gibt zu jedem &> 0 eine Funktion

h(x), so daB .
f]f(x)—h(x)|”dx<e.

Es sei nun M (u) >0 eine beliebige, fiir alle reellen z defi-
nierte und stetige Funktlon mit M(0)=0. Wir nennen eine mef}-

bare Funktion f(x) ,infegrierbar mit M(u)“, wenn f M [ F(x)]dx

existiert. Wir wollen ferner sagen, dafl eine Funktlon h(x) die
mit M (u) integrierbare Funktion f(x) ,mit M(u) im Miitel bis
auf & approximiert“, wenn die Ungleichung besteht

1
fM[f(x)~h(x)] dx <.
0

Uber die so verallgemeinerte Approximation im Mittel durch
streckenweise konstante Fuoktionen hat Herr J. C. Burkill?)
einen Satz ausgesprochen, welcher ohne erganzende Voraussetzun-
gen nicht richtig ist, wie aus Satz 2 der vorliegenden Mitteilung
ersehen werden kann. Satz 1 enthalt eine Richtigstellung der
Burkill schen Behauptung.

C. Burkill, The strong and weak convergence of functions of
general type, Proc. Lond, Math. Sce. II 28 (1928) p. 493 u. ., Theorem L
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Satz 1.

Voraussetzung. M(u) ist eine fiir —c0 <u <+ o defi-
nierte stetige Funktion mit den folgenden Eigenschaften:

L M0)=0

. M(u) ist eine nichiabnehmende Funktion und M(u) >0
fir uz>0; M(@y=M(|u|) fir u<0?)

. Es gibt eine Konsiante ¢, so daf8

MQ2u)Lc.M@) fir u>0%).

Behauptung. Fiir jede mit M(u) integrierbare Funktion
f(x) gibt es a) eine streckenweise konstante Funktion s(x), b) eine
stetige Funktion g(x), welche f(x) mit M(u) im Mittel bis auf &

.approximiert.

Vorbemerkungen. 1. Die Voraussetzung IIl ist fiir mo-
noton wachsendes M (| u|) gleichbedeutend mit der Existenz einer
Funktion L (e), so dal M(eu) <L (a). M(u) fir beliebige u >0,
a > 04),

2. Die Voraussetzung III ist bestimmt erfilllt, wenn M @
der Dreiecksungleichung

Mz + a) <P. (M) + M(zs)) (2,0, uy>0)
oder der Multiplikativungleichung
. Mu: . u:) <Q. M(u) . M (w)
gentigt. Beide Ungleichungen sind beispielsweise fiir M (z) = | u P,
p>0 erfillt, |
Beweis. f(x) ist meBbar, also nach einem Lusinschen

Satze®) stetig auf einer perfekten Menge E, deren Maf beliebig
wenig von 1 abweicht. Wir wihlen E so, daf

[Mirend<s

CE

wird. Das Maximum von f(x) auf £ nennen wir 4. Die Menge
CE ist eine Summe von abzihlbar vielen punktfremden offenen

*) Die Annahme, dafi M{(u) eine gerade Funktion ist, ist nicht wesentlich;
wir machen sie nur der Einfachheit wegen, um doppelte éberlegungen zu ver-
meiden.

¥) Durch diese Voraussetzung wird M (u) als eine Funktion Q! der Bur-
kill schen Klassifikation gekennzeichnet, vgl. L ¢. *) p. 494. Es wiirde iibrigens
auch geniigen, die Existenz eines d > 0 vorauszusetzen, so daB M (2 u) < c. M (u)
fir o 2> d gilt.
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Intervallen &, d;,..., deren Endpunkte zu E gehdren. Wir be-
stimmen NV so grof}, daf}

S MI{F () dx £
23 J [ dx <
and w' i
Y Mw dx<6—8€

v=N41 ;
X

wird. Jedes der Intervalle d,, ds,..., dy spalten wir in drei Teil-
intervalle d'v:d\;_}_d\:_}_ a‘;u (V=1,2,.--,N),

u. zw. so, daBl das linke Ende von d, mit dem linken Ende von
d», das rechte Ende von 4" mit dem rechten Ende von d, tiber-

einstimmt uad daf die Ungleichungen gelten

N & N &
Y [My@ide<g, ¥ rf{'f’[#]dx<‘6‘;-

EAW, EAR

Wir definieren nun die stetige Funktion g (x) folgendermafien:
g(x)=F(x) fir xe £
g(x)=0 fir xed, r=12...,N)
g(x) linear zwischen den Werten in den Endpunkten der
betreffenden Intervalle fiir
xe 3'd, und xad,, xed” 6=1,2..., N).
v=N-+}1
Wir zeigen, daB g (x) bereits der Ungleichung

1) - [Mr@-gendx<e
geniigt. Es ist ndmlich

1
[M176-g @1 dx=[M1F—g (N
0 E

=1 ,+3”, va=1

» L4

N N )
-3 [M@-g@Nd+ 3 [ MA@ -g(Nax
A J

+ 3 [Mif@-g@)dx
v=N+ld_

¥
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und

[M17 =g dz—o

5 Mr@-gere=3 fM[If(x) ~g()|1dx

J+d

k4 » ’V

< fM[QMaxuf(xn,|g<x)|>]dx

v==1 v

g v

1f1v1[2|f(x)\]czx+‘_‘71 fM[Qy]dx

)

’Il 1 N » »

<o. 3 [Mif@ldc+e. b [Meyae<3,

1 =1 y
J’+ d/u V= d"_l_ ()‘"

L L w »

f UIf () —g (W de =3 f M ()] dx < f MUf (9] dx < 5,

v=1 pa=1

fM[f(x) —g@ldrs X fM[z Max (£ (9, ¢ (4] dx

v_N—I-l

< 3 MRIf@det+ 3 [M2u]dx
v=N+ 1 y=N+41
d

'l’ . v

2 [Mienaete. f M dx <3
a::—,N.l_la v_N+1

»

woraus (1) folgt.

Damit wire Teil b) der Behauptung bew1esen

Im Laufe dieses Beweises ist sogar eine approximierende ste-
tige Funktion konstruiert worden, welche auf einer Menge won
beliebig vorgegebenem Mafe mit der zu approximierenden Funk-
tion identisch ist.

Um - auch die Richtigkeit von a) nachzuweisen, kann man
folgendermaBen vorgehen:
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g(x) sei eine, nach b) bestimmt vorhandene, in (0, 1) stetige
Funktion, fiir welche

1

f MIf()=g W] dx < 5
gilt. Es glbt ein 7, so daf} die Ungleichung
M(u)<—— fir [u|<<n

besteht. Nun bildet man eine streckenweise konstante Funktion

s (x), fiir welche in €0,1) iiberall

lg@)—s@| <y
gilt. Dann ist

1 1
JMU @ =5 @< [ M2 Max (17— )], [ @)—s (I D]
0 0

1 1
<e[MIF@-g@dr+e [MIg@-s @] dx <.
0 0

Mann kénnte vermuten, dal Satz 1 auch dann noch richtig
bleibt, wenn man die Voraussetzung Il fortlifit. Dafl dies nicht
richtig ist, zeigt der folgende

Satz 2. FEs gibt eine Funktion M(u), welche den Voraus-
setzungen 1 und 1l von Satz 1 geniigt und mit |u|-—© monoton
gegen + o wdchst, ferner eine mit M(u) iniegrierbare Funktion
f(x), so daf a) fiir jede streckenweise konstante Funktion s(x) £ 0

die Ungleichung
1
: f MIf()—s@]dx>1
0
bzw. b) fiir jede in {0, 1) stefige Funktion g(x) = 0 die Ungleichung

1
[M1f@-g@1dx>1
o

besteht.
- Beweis. .
1. Das Intervall {0, 1) sei als Summe von abzihlbar vielen
meBbaren punktfremden Mengen £, dargestellt, von denen jede
mit jedem Teilintervall von {0, 1) einen Durchschnitt mit positivem
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MaBe liefert®). Alle Teilintervalle von <0, 1) mit rationalen End-
punkten ordnen wir zu einer Folge dy,dy,...,ds, ... Wir definieren

E.—E,.d,
und zerlegen noch willkiirlich E, in zwei maBgleiche Mengen
E.ZE;‘FE,’.” |E/|=|E'|"), E .E'=0.

Es sei ferner {¢?} eine Doppelfolge positiver Zahlen mit

o0

e =1

n

bV

@

i=1

I
LA

und {1} eine gegen Null strebende Folge positiver Zahlen
1>1.>0, n—0.

n—o

Nun wollen wir durch ein Induktionsverfahren gleichzeitig
M (u) und f(x) mit den verlangten Eigenschaften definieren. Dazu
werden wir jede der Mengen E  und E” in einer noch festzule-
genden Weise als Summe von abzihlbar vielen Mengen darstellen

E.—E® > E®, E'=E'® +Z°°’ E"o,
i=1 i=1
so dafi die Bedingungen erfiillt sind:
0|30, |E/O|>0, |E®|=|E"0|>0,
EW.EW=E"® E") =0 fir i <.
Das Induktionsverfahren wird so beschaffen sein, daf schritt-
weise die Werte von M (n) fiir n==0,1,2,..., die Mengen E®O,

E, ®und die Werte von f(x) fir xeE/®, xeE"® definiert werden.
Wir ordnen die Folge der natiirlichen Zahlen 1,2,...,17...

in eine Doppelfolge {¢.:}. Dadurch wird zwischen den natiirlichen °

Zahlen und der Menge der Indizespaare (n,i) eine eineindeutige
Zuordnung hergestellt. Das der Zahl / zugeordnete Paar heifie
(n;, 7). Es ist dann [=¢,, ;. Wenn [ alle natiirlichen Zahlen durch-
lauft, durchlduft (n;, 7)) alle Zahlenpaare. Wir definieren

O-ter Schritt: M(0)=0, M(1)>0, sonst beliebig.

) Vgl. C. Carathéodory, Vorlesu'ngen fiber reelle Funktionen, II Aufl.
{1927) p. 407—408.

") Das Maf einer meBbaren Menge E bezeichnen wir immer mit | £].

Approximation im Mittel. 203

1-ter Schritt: Ist 1=g,,;, so bestimmen wir dic Mengen
E@, E @ so, daf}
|E\ @] MQ)=|E, @|.M1)< glé
und 7
|E, —E®|>0, |E, —E, ®|>0.
Zur so bestimmten Zahl ]E;l(ii){ZIE,’; G| definieren wir M (2)
so, daf
|E® . M@)>1, M@)>MQ.
Sc‘hli'eﬁlich setzen wir o
f)=1 fir xe E®, f(x)=-1 fir xe E,®.
9-ter Schritt: Es sei 2=0q, ;- Wir bestimmen £, und
E" @ so, dafl
2 B M@ —| B0 M) <

®

und

‘El _E'(l'l) __E’ (i) l > 0 s ] EJ’I’ _.E;;(h)—E’;;(’ﬂ)l > O faus n, = Nz,
bzw. o
|E —E/®|>0, ]E,';——-E,','!("z)l >0 falls 7, Fna.
Dann definieren wir M (3) so, daB
|E/@| . M3)>1, M- 3)>M@2)
und schlieBlich setzen wir .
fx)=2 fir xe E;f"ﬂ) , f)=—2 fir xe E, .
Es seien bereits in [—1 Schritten die Mengen
E:li(ﬁ) yenes E’:l(il_—l-l) H ,Er:(i‘) yeens E;:lfili-oﬂ’

die Werte von f(x) in diesen Mengen und die Zahlen M(0),

MQa),..., M({) definiert. ‘ - . ]
()l-ter Schritt: Es sei [=@ny. Wir bestimmen die Men

gen E;g"l), E;"l(il] so, daf

&) | B0 MO =|E,]. MO <P

und
o T (£, ) 0’ E” —ZE;:HI)I>O’
) |En %,E >0 1By ©
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-wobei die Summationen in (4) iiber alle diejenigen r<(I zu er-

strecken sind, fiir welche n,=n; ist. Dann definieren wir M(/+ 1)

so, daf}

5) |E@0| MU+ 1) >1,  MA+1)>M(Q)

und setzen schlieBlich fest
(6) f(x)=1fiir xe E;gil) , fx)=—1fir xe E,','l("l) .

Durch dieses Induktionsverfahren sind die Mengen £.6, E’®
fir alle Indizespaare (n, i), n=1, 2,..., i=1,2,... definiert. Wir
definieren noch

E;I(O):E;_S'E’;(i)’ E: (0 =E”1'_Zm’E”l' (]
=1 i==1

fir n=1,2,.

Die Funktlon f(x) ist bereits in allen Mengen £, E’®
definiert. In allen {ibrigen Punkten von {0, 1) setzen wir f (x)——

Es ist noch die bisher fiir ganzzahlige u > 0 definierte Funk-
tion M(u) zu einer fir —oo < u < oo iiberall erklirten, stetigen
Funktion zu erginzen.

Wir definieren: Fir 0{u<{1 verlaufe M (u) linear von
M(@©)=0 bis M(1). Dann sei

) M@=M{I+1) fir I+n,<ali+1.

In den Intervallen /<u-<I+ 7, erginzen wir M (u) zu einer
monoton wachsenden, stetigen (evtl. stetig differenzierbaren) Funk-
tion. Fiir 20 werde einfach gesetzt M(u)= M(|u .

Offenbar kann durch entsprechende Wahl von M(/+ 1) in (5)

ein beliebig schnelles Anwachsen von M(u) erreicht werden, z. B.

so, daf} ( )——>oo fir 0 <Lu— oo,

1
2. Das Integral f M1 f(x)] dx existiert. Es ist nimlich wegen
o .

(3), (6) und (2)

f MifNds—3 3 [ JMUir@dx+ [MTfo)ax

L P
n F3
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!

3| [Mif@ae+ [Mircoax

= ; .
Heep E”(tz)
ny

=2§f‘|E;l<fzJj.M<z) <2 = 5 Fan—o,
I= =1

n=1 i=1

3. Fiir jede streckenweise konstante Funktion s(x)==0 gilt
die Ungleichung

® JMU s @nax>1

Das ergibt sich folgendermafien:
Sei d ein Intervall, wo —s(x) >0, 0, ein in 0 enthaltenes
Intervall mit rationalen Endpunkten. Dann ist

fM[f<x>—s<x>1dx> f >[> [=[Mir)-s 1 de
E .E('

W 5 ]

fir jedes i==1,2,... In der Folge der Indizespaare (i;,n,),
(&2, 1)y ..., (ir,),... kommen unendlich viele Paare mit n;=p
vor. Wir wihlen 4 so groff, daf} in d, die Ungleichung

©) |5 G| >, fir 131,
gilt und noch so, dafl n, =p ist. Es ist

f MU =s () de > [ MUf (95 (9] .

E (llﬂ)
"I

Wegen 6), (9), (D), (5) ist also

fM[f(x) s (0] d > fM[[D—s(x)] dx>fM[zo +n] de

E'(zlu) E;filo)
A L
=fM[Zo ] de=| E|. M(h +1) >1
Ei)
4

Sollte es kein Intervall geben, in welchem —s(x) >0 ist,
so gibt es ein Intervall, wo —s(x) <0 gilt und dann fithrt man
genau dieselbe Uberlegung mit Hilfe der Mengen £, E”® durch.



206 | 7. W. Birnbaum-W. Orlicz,
4. Fir iede stetige Funktion g(x)=5=0 gilt die Ungleichung
1
[Mr0-gde>1.
o

Sei J ein Intervall, in welchem —g(x)> 0 ist; wir bezeich-
nen mit m das Minimum von —g(x) in d. Es ist m>0. In d sei
das Intervall d, mit rationalen Endpunkten enthalten. Wir wéhlen

I, so, daf}
n, =p; m>n, fir >4,

Dann ist

1
[M15e-g N x> M@ -g N dx
T2 £l
— [MU—g (N de> [Mh+mldx > [MTL +7)dx

(0.} 2Xip) Ei)
E’ng nj, Sy

—|EW| MG +1)>1.

Eine analoge Uberlegung fihrt zum Ziel, wenn iiberall

g(x)> 0 ist.

(Recu par la Rédaction le 31. 7. 1930).

Uber einige Eigenschaften der lakuniren trigonometrischen
Reihen

von

S. BANACH (Lwéw).

In der vorliegenden Arbeit beschiftige ich mich mit der
Untersuchung einiger Eigenschaften der lakundren trigonometri-
schen Reihen. Eine trigonometrische Reihe soll dabei lakundr
heiflen, wenn sie die Gestalt

) % 1 3 (aucos knt+ bysin ky )
n=1

hat, wo die Folge {k.} aus der natiirlichen Zahlenfolge durch
Weglassen unendlich vieler Glieder entsteht. Es sind iber die
lakuniren Reihen einer besonderen Klasse, iiber die Reihen nim-
lich, fiir welche die Bedingung

@) k;":’l >k>1 (n=12,..)

stattfindet, zwei bemerkenswerte Sitze bekannt. Der erste riihrt
von Herrn S. Sidon her und lautet: Wenn die Reihe (1) die

Fourierreihe einer meBbaren beschrinkten Funktion ist, so mu8

die Reihe
Slarl+[8:])
nz=]

konvergent seinl). Den zweiten hat Herr A. Zygmund bewie-
sen: Stelit die Reihe (1) die Fourierreihe einer integrierbaren

1) S. Sidon, Ein Satz iiber die ahsolute Konvergenz von Fourierreihen,
in den:n sehr viele Glieder fehlen, Math. Ann. 96 (1927) p. 418—419; S. Sidon,
Verallgeme:nerung eines Satses tiber die absolute Konvergenz von Fourierreihen

mit Licken, Math., Ann, 97 (1927) p. 675—676.





