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Uber die Umkehrung linearer, stetiger Funktionaloperationen
von

J. SCHAUDER (Lwéw).

Eines der wichtigsten Probleme der Funktionalalgebra war
seit langer Zeit der Satz von der Umkehrung der linearen, ste-
tigen Funktionaloperationen. Er lautet:

Satz 1. Es seien Vund V' zwei lineare, normierte, wvolistdn-
dige Riume?'). Wenn dann die lineare, stetige Funktionaloperation
(Abbildung) y=F(x) den ganzen Raum V auf den ganzen Roum
V' eineindeulig abbildet, so ist auch ihre Umkehrung x = F-1( )
stetig.

Diesen Satz hat als erster Herr Banach in einer in dieser
Zeitschrift erscheinenden™) Arbeit als Folgerung aus anderen Satzen
gewonnen. Im Folgenden bringe ich einen direkten Beweis des
erwahnten Theorems.

Satz 2 ist eine Verallgemeinerung auf nicht eineindentige
Abbildungen.

Ich beginne mit der folgenden Uberlegung:

Es bedeute {k,} eine Folge von Kugeln in ¥V mit dem Nuli-
punkt als Mittelpunkt und mit immer gréBer werdenden Radien,
die in der Summe den ganzen Raum V erschopfen. Sei F(k,)

die Bildmenge von k.. Die Summe j’ F (k) erschipft der Voraus-

. n==1 .
setzung nach den ganzen Raum V7. Nicht alle Mengen F(k,)
kénnen nirgendsdicht sein, denn sonst wire der ganze Raum V7,

%) Die beiden Riume sollen den Axiomen des Herrn Banach geniigen.
Siehe: S. Banach, Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leurs
application aux équations intégrales, Fund. Math. III (1922) p. 133—181.

*} Anm. bei der Korrektur: Diese Arbeit ist inzwischen erschienen.
S. Banach, Saur les fonctionnelles linéaires II, Studia Math. ] {1929) p. 223—239,

insbesondere p. 238, Théoréme 7.
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als Summe abzihlbar vieler nirgendsdichter Mengen, eine Menge
der ersten Kategorie, was mit der Vollstindigkeit des Raumes
unvereinbar ist. Eine der Mengen F (k) ist also nicht nirgendsdicht,
und wegen der Homogenitit der Abbildung F sind es alle Bild-
mengen F'(kn).

Es sei k irgend eine dieser Kugeln; es gibt also in k
sicherlich einen solchen Punkt P, dafi die Bildmenge F'(k) im
Punkte F(P) iiberalldicht ist, d. h. man kaon im Raume V" um
F(P) eine Kugel ¢ schlagen, so daf das Bild F'(k) in der Kugel
o itberalldicht ist.

Sei jetzt e der Vektor, der vom Nullpunkt nach P fiihrt
(im Raume V). Verschieben wir die Kugel £ um den Vektor —e¢,
so geht % in eine andere Kugel K iiber, die den Nullpunkt in
ihrem Innern enthilt, indem gerade der Punkt P in den Null-
punkt tibergeht. Somit sind wir — in bezug auf die Kugel K —
zum folgenden Ergebnis gelangt:

Die Kugel K geht in eine Menge F(X) iiber und es lifit
sich um den Nullpunkf im Raume I eine solche Kugel ¢ finden,
dal das Bild F(K) in der Kugel ¢ iiberalldicht ist. Man kann
wegen der Homogenitit annehmen, dafy die Kugel ¢ die Einheits-
kugel ist?). ‘

Wir werden weiterhin beweisen, daf} die ganze Kugel ¢
zur Menge F(K) gehért3) (und zwar unabhdngig davon, ob die
Abbildung F(x) eineindeutig ist oder nicht. Die Bemerkung, daf
dies auch fiir nich? eineindeutige Abbildungen zutrifft, werden wir
im Satz 2 ausniitzen). ‘

Nehmen wir dies einstweilen als bewiesen an, so gestaltet
sich der weitere Beweisgang wie folgt. Es geniigt zu zeigen,
daB die umgekehrte, lineare Funktionaloperation x=F"1(y) in
einer Kugel beschrdnkt ist4). Dies trifft in der Tat fiir die Kugel
¢ zu, denn das ganze Urbild der Kugel ¢ gehdrt nach dem eben
Gesagten zur Kugel K, die eine beschrinkte Menge ist.

Es bleibt also nur noch zu beweisen, daB die ganze Kugel
¢ zu F(K) gehort. Wir beweisen dazu den folgenden Hilfssatz:

%) Von der Kugel K kann man offenbar voraussetzen, daB ihr Mittel
punl:ct mit dem Nullpunkt iibereinstimmt. Es gibt also eine, Zahl M >1(\;htt]eelr
Radius der Kugel), so daB8 ¢2 K mit |le[ < M Aquivalent ist.

¥) Und nicht nur, daB F(K) in ¢ tberalldicht ist.

%) Die Beschrénktheit einer linearen Funktionaloperation in einer Kugel &

ist, wie bekannt, mit ihrer Stetigkeit gleichbedeutend. Sieh i 1
zitferte Arbeit, p. 151, Théoreme L. ° iehe 2. B. die unter )

Umbkehrung linearer Operationen. 3

Hilfssatz 1. Es sei R eine in der Einheitskugel iiberalldichte
Menge. Ist ¢ ein beliebiges im Innern der Einheitskugel gelegenes
Element, so lassen sich solche reelle Zahlen ¢, und Elemente v,
aus R finden, daff die Entwicklung

(1) e=¢,.t, mit 3ea| <1
ne=l ns]

gilt.

Beweis®). Sei :
(2 el <1

Wir setzen

1

3) =gt n =12 ..

% Dieser Beweis stammt vom Mai 1928, Bei der endgiiltigen Redaktion
dieser Arbeit habe ich bemerkt, daf der’folgende, allgemeinere Satz sich viel
leichter beweisen liBt: Es seien in der Kugel p eine iiberalldichte Menge R,
ein im Innern von p gelegenes Element ¢, ferner eine Zahl ;> [e| und be-
liebige positive Zahlen Ay, Ag,... gegeben. Es laBt sich dann aus R eine Folge
von Elementen {t;} herausgreifen, so dafl

. =S
e=2N1,
i==1
gilt.
Beweis Man wihle die Zablen & > 0, so daB
g,
——<1; lim g =0
li-{—l =0
Zuerst wollen wir 1; bestimmen, so daBl
le—A il <=, d b

¢ 2 '
LA < 2
A b “ A

Da aber 7%—- < 1, so liegt }\i im Innern der Einheitskugel ¢ und 1, 1a8t
1 4
sich bestimmen. Man setze jetzt
e—au=F§,
dann soll weiter t, gefunden werden, so dafl
& — 2 t]l < &,
d. h,
‘ é—cg” <2,
12 2’2
Nun ist . : ]
S 21
i P

] liegt- also wieder in der Einheitskugel, ein entsprechendes 1, kann

a]sog: ‘;gq‘f’u’nden werden. Auf dieselbe Weise findet man Ty, Lieor U S \;v*
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Dann ist
4) 2 en=¢
n==1

Es sei jetzt ¢ eine beliebige, geniigend kleine positive Zahl,
und es bezeichne a, ein beliebiges Element, so daff

(5) ”an”<%.ﬂei]; n=1,2 3..., a6, =0.
Wir setzen

(6) ba=ey— o1+ 03 n=1, 2, 3...
Dann ist " ’

(7 2) 51'{'55+...Bn=21'|"a1+82”'"'ﬂ1+aﬂ+-“en'—an~‘1+a"m
=g +egt...ep+ 0, _‘” e (W3gen (4)’ (5)5 (6)):
(7b) 1521 < feall + [ aall + [ anma | <

<alelt golel o el <525 0e] (wegen (), ().

Ich setze nun
(8) . Cn ==

dann sind diese {c,} die gesuchten {c,} des Lemmas und die
ganze Schwierigkeit besteht darin, die b, so zu wihlen, daf

1+2¢ .b
o lels n=1, 2,...

gc"—=r,. zu R gehodrt. Die Moglichkeit einer solchen Auswahl wer-

£13

den wir durch Induktion beweisen.

Wir wihlen zuerst r, auf folgende Weise. Die Vektoren
9 bi=ei+m
bilden wegen (5) ein Gebiet y,. Die Vektoren
10) gl

1
bilden also auch ein Gebiet T, das wegen (7b) und (8) (woraus ja
) (W+29) e (A+22)]e] |

11 hat . -
an o< 3 : 5 =1

folgt) ganz in der Einheitskugel gelegen ist. Nun war aber die
Menge % in der Einheitskugel als iberalldicht vorausgesetzt wor-
den, sie ist also auch im Gebiete I, iiberalldicht. Es gibt also

Umkehrung linearer Operationen. 5

einen Punk-t v, aus der Menge R, der zum Gebiete T, gehdrt,
d. h. es existiert ein entsprechendes by, fiir welches

(12) EL =1, T &R,
Cy
Nehmen wir an, daff wir schon auf diese Weise die Vektoren
(Punkte) 1y, t3,... 1, festgelegt haben; dadurch haben wir wegen

der Formeln (3), (6), (8) auch die Vektoren M, Qg,... 0, und
By, Dyy... b, mithestimmt.
Die Vektoren

(13) Bn+1 = Cpl — O + Ond-1y

wo also nur noch a,y1 unbestimmt ist, bilden ein Gebiet Pt}
die Vektoren
(14) bats

Cp-1
bilden auch ein Gebiet T,.1, das wegen (7b) und (8) die zu (11)
analoge Ungleichung

I)n-l—l

=
Cni-1

(15)

erfiillt, d. h. in der Einheitskugel gelegen ist. Somit gibt es, wie
frither, einen Punkt tn1 in R, der zu Iy gehdrt. Der Hilfssatz
ist bewiesen.

Die Menge R = F(K) ist in der Einheitskugel ¢ iiberalldicht.
Somit gilt fiir jeden Punkt ying (nach dem Hilfssatze I) die Ent-
wicklung |

16) Y= tnutn, 2\c,,]<1,

n==1 n=1
1.8 F(K). _
Es seien x, die in K gelegenen Urbilder von t,9), also
a7 F(xn) = tn, x. & K;
wir definieren '

(18) x=2 Cn. Xn;

n=l

x gehdrt zu K, denn es ist nach (16) und nach Anmerkung *)

% Es wird die Eineindeutigkeit von y == F (x) nicht ausgeniitzt.
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(19) fxf< Max [ xa|. 2 | en | < M5

n=1
M bedeutet hier die in Anmerkung ?) definierte ,Schrinkungs-
konstante® (Radius der Kugel X). Also ist

xe K,
d. k. ((16), (17)
@21) yzicn.F(xn)=F(2c,,.x,,)=F(x). )
r=1 n==1

Aus dem Beweisgange des Satzes 1 folgt der folgende all-
gemeinere

Satz 2 (Gebieisinvarianz). Wenn die lineare, stefige Funktio-
raloperation y=F{x) eine eindeutige (aber nichi notwendig ein-
eindentige) Abbildung des linearen, normierten und wollstindigen
x-Raumes auf einen ebensolchen y-Raum liefert und wenn dabei
die beiden Rdume erschépft werden, so geht jedes x-Gebiet in ein
y-Gebiet iber.

Beweis. Der Beweis ist in der Beweisfithrung des Satzes 1
enthalten, wenn man noch die Bemerkung S. 2, Zeile 23—26 be-
ritcksichtigt.

") Die Anregung, einen solchen Hilfssatz zu beniitzen, verdanke ich
Herrs Banach.

{Recu par la Rédaction le 15. 6. 1929),

Uber die kleinste konvexe Menge, die eine gegebene
kompakte Menge enthilt

von

S. MAZUR (Lwéw).

Den Gegenstand dieser Note bildet der folgende

Satz. Es sei Z eine kompakie Menge in einem linearen,
normierten und wollsidndigen Raume"); dann ist die kleinste 7
enthaltende konvexe Menge W ebenfalls kompakt.

Beweis. Ist Z eine endliche Menge, so ist der Satz trivial;
wir kénnen also voraussetzen, daf Z unendlich ist. Da die Menge
Z kompakt ist, so gibt es eine abzihlbare Teilmenge A von Z,
die in Z iiberall dicht ist; es sei {x,} die Folge aller Elemente
aus A. Wir betrachten nun die Menge 1/ aller Elemente x der Form

163 ~ x=janxn .

n=]

wo {a,| eine nichtnegative Zahlenfolge ist und die Reihe 2 a,
n==1
gegen die Summe 1 konvergiert.

Die Menge V ist kompakt. Es sei namlich # eine gegebene
positive Zahl. Da A als Teilmenge von Z kompakt ist, so enthalt
die Folge {x,.} eine endliche Teilfolge xa, Xm,... xa, von der
Eigenschaft, daf} fiir jedes x, die Ungleichung

| <=

| Xn — X | 5

bei einem entsprechenden k (k=1, 2,...p) stattfindet?). Infolge-
) D. h. in einem Raume, fiir welchen die Axiome des Herrn Bax‘xach

erfiillt sind. S. Banach, Sur les opérations dans les ensembles abstraits et

lenr application amx équations intégrales, Fund. Math. III (1922) pp. 134—136.
%) F. Hausdorff, Mengenlehre, Il Auflage (1927) p. 108,





