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Soit X un champ vectoriel de type B,Y) séparable. Une
suite de fonctionnelles linéaires {f.(x)} definies dans X est dite
faiblement convergente vers une fonctionnelle f(x), si I'on a pour

tout xe X )
| lim £,(9 =3,

ce que nous écrirons simplement

lim fo=f
n—0co
f est alors une fonctionnelle linéaire ?).
Nous dirons$) que la fonctionnelle f est une fonctionnelle-
limile faible d'un ensemble R de fonctionnelles linéaires, s'il existe

une suite {f.} telle que &R, fuf, lim fi=Ff. L'ensemble R’

de toutes les fonctionnelles-limites de R sera appellé la dérivée
faible de R. Nous dirons enfin que R est faiblement fermé, si
R'CR.

~ On démontre facilement que R’ peut ne pas éire faiblement
Jermé. M. Banach a posé la question si cefle circonstance peut
se présenter lorsqu'on suppose en outre que R est un ensemble
linéaire%); je démontre dans cette Note que la réponse est affir-
mative,

4 C. a d. normé et complet.

?) S. Banach, Sur les opérations dans les bl i
Math, I (1922) p. 137, Théoréme 5. ensembles abstraits, Fund.

%) Ces notions sont dues 2 M. Banach
4) R est linéaire, s'il contient toute combinaison linéaire & coefficients
réels de deux quelconques de ses fonctionnelles. E

Sur la dérivée faible. 69

Considérons le champ X de toutes les suites {£,} de nom-
bres réels, convergentes vers 0, et définissons la norme par la

relation
W& =Max. (&I, |&]-..... ).

X est un champ vectoriel de type B, séparable. Une fonctionnelle
linéaire dans X est de la forme

FUEN =2 0.k,

p=1

o0
les a, étant réels et la série 3’| a,| convergente. On vérifie faci-
p=1
lement le lemme suivant:

Lemme. Soit

FEN =2 a.E,,

. P=’ .
HEN=S .

Pour que {f.} converge faiblement vers £, il faut et il suffit
que l'on ait

K6 lim o®—a,
b) lim 2[a,"] <.
R,

Rangeoné maintenant en une suite infinie tous les couples
de nombres naturels et désignons par N (i, k) Pindice du couple
i, k. Posons, pour p naturel,

_ 1 ' .
a;f =15 pour p<i,

=0 pour p>i,
3 ‘ aiz,f) =i pour p=N(k),

, =0 pour pENGK).
Soit

@ frEh =2l 5

enfin soit R 'ensemble de toutes les combinaisons linéaires finies
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des fonctionnelles f,x. R est évidemment un ensemble linéaire.
Nous montrerons que R’ n'est pas faiblement fermé.

Posons, pour p naturel,

(5) :‘7""1)—51— pour p < <1,
=0 pouwr p>1i,
o =0,
g1
(6) 3 g 2p’
2% —0,

et considérons les fonctionnelles

N=23a"s,,
@ -
§p ___2 a(p) §
p=l .

D’aprés notre lemme, ‘11 résulte de (3), 4, (), 6), (D

lim fx—
® oo fu=to
lim f; =f,
>0 .
donc f est une fonctionnelle-limite faible de R’; cependant f
n'est pas contenu dans R'.

En effet, dans le cas contralre, R contlendralt une sulte
{pn) telle que | llm Prn=Ff.

On a
(9) (pnzzz a(n)fl,lu
i==1 k=]

ol les a de51gnent des constantes reelles, g)our une valeur
(n,

donnée de n, il n-y-a qu'un nombre fini des a} différents de 0.
Soit

(10) g (B =3 A7, ;

p=1

d’aprés (3), (4), (9), (10) on aura
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A(2p-—-1] 1 )ﬁzv (n)

1—1 h==1 lk ’
(11) APP= i ou p=N(,k).

D’aprés la condition (2) du lemme et d’aprés (6), (7), (10),
(11) on aura

(12) lim 2205(")»—1
n—>w —I)k—l
D’autre part (11) entraine
@ 347> 214071 =213 |0l 3¢5 Tal).
pe=l p=1 i==1 k==l i==gq k==1
Donc on aura, d’aprés (12), '
lim 3" 417> q
n-)-oop:l

quel que soit le nombre naturel g; mais cette relation est en
contradiction avec la condition (2) du lemme.

(Regu par la Rédaction le 8. 4. 1930).





