Les opérations logiques et les ensembles projectifs.

Par

C. Kuratowski (Lwéw) et A. Tarski (Varsovie) 1),

Une fonction propositionnelle @ (x,, ..., z,), de # variables réelles,
sera dite projective, si 'ensemble E ¢(z,,..., 1,)?), c.-a-d. 'ensemble
Los i Xy .

des points de l'espace n-dimensionel qui satisfont & la fonction ¢,
est projectif 3). :

Nous nous proposons de démontrer que les cing opérations lo-
giques (voir N1), effectuées sur des fonctions projectives (données en
nombre fini), conduisent toujours i des fonctions projectives. Cela re-
vient & dire que fout ensemble de points définissablet) a l'aide de fonctions
propositionnelles projectives est projectif.

Dans les définitions que l'on rencontre habituellement, surtout
en mathématiques classiques, les fonetions ¢ sont des fonctions
projectives de tvpes particuliérement simples: les ensembles E g.

1) Les principaux résaltats de cette_note furent communiqués 4 la Sec. Pol.
de Math, (Section de Lwéw) uux séances du 10, VI et 15. X 1930.
*) Notation de M, Lebesgue. 8i, par ex., ¢(z, y, 2) signifie 'dquation z =
=gy, l'envemble H (z=2a-+4y) est lo plan donné par cette équation; si
9,z

-p(x, y) =(r < y), I'ensemble E(x < y) est la moitié supérieure du plan XY
2y }

déterminée par la diagonale z =y.

3) Un ensemble do points est dit, selon M. Lusin, projectif, lorsqu'il s'ob-
tient & partir d'un ensemble fermé, en effectuant deux opérations (un nombre fini
de fois): 1° la projection orthogonale, 291le passage au complémentaire,

9 1l g'agit ici des définitions explicites (of. N4) et arithmétiques“ (ou ,élé-
mentaires*) au sens établi dans la note précédente de M. Tarski (pp- 228 ot 235). On
rapprochera lo théordme en guestion du théoréme p. 239, énoncé sans employer
la notion de fonction propositionnelle.
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qui leur correspondent, sont des courbes, surfaces ete. pélémentaires
au sens de I'Analyse (telles que le plan z2=2z-4y, le paraboloide
hyperbolique z=u2y, la surface 2 = 2" lensemble des entiers po-
sitifs etc.). Toutes ces définitions définissent donc des ensembles pro-
jectifs; il est, d’autre part, remarquable que I'on peut nommer & l'aide
de ces fonctions ,élémentaires* des ensembles non-mesurables B,
des fonctions non-représentables analytiquement, des ensembles pro-
jectifs de classe arbitraire?),

Pour nommer des ensembles non-projectifs (de fagon explicite)
il est done indispensable de se servir, outre les variables réelles,
des variables d'un type supérieur: qui admettent comme valeurs
des ensembles de points %),

On voit ainsi que la notion d’ensemble projectif de M. Lusin
gimpose d’une fagon naturelle, lorsqu'on veut étudier les ensembles
(ou fonctions) qui peuvent &tre nommés effectivement.

1. Notation logique. Formules de permutation.

a et B désignant deux propositions, ¢’ désigne la négation de e,
a-+p la somme logique (=, ou %), «.B le produit logique
(=, et %)

®(x) désignant une fonction propositionnelle, § @(x) veut dire:

il existe un x tel que @(x)“; II p(x) veut dire: ,quel que soit z,

on & p(x)“3). .
4 et B désignant deux ensembles de nombres réels et 4, dé-
signant un ensemble dépendant d’un paramétre z, on a les équiva-

lences évidentes:
(1) (xedy =(xed)
(2) (xed)+ (@eB)=2¢(4d+ B)

1) Nous reviendrous sur ces problémes 4 une autre occasion.
%) Lea ensembles définissables non-projectifs sont donc d'ordre #>>2 au sens
de la note préeédente.
Y par ex. II3(x<y) veut dire que pour chaque z il existe un y tel que
Xy

2 <y La condition pour qu'une fonction f(x) soit bornde a’expri{txo de cette fagon:

2@ <v.

Fondamenta Mathamaticae. T. XVII. 16
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3) (red)-(xeB)y=xe¢d.B
4 J(ted)=teI 4,
%) Hted)=tell A,

les symholes: ‘.3 et JI désignant dans le membre gauche les
einq opérations logiques et dans le membre droit les opérations
de la Théorie des ensembles (complémentaire, somme, partie com-
mune).

En tenant compte de la formule

© te E p(z) = p()

qui définit 'opération F, on déduit facilement des formules précesé-
dentes les identités:

@ B p@) = (@)

® B(p(@)+ y(@) = E9@) + B v(a)
0 E(pla) - (=) = By (@) Bu(a)
(10) {’a’;’a’wz,y)r-f{'?q)(-v,y)
(11) E yfl'w(m, y)r—{lfftp(w, )

A titre d’exemple, démontrons la formule (10):

D'aprés (6): te )"z‘ :E' ¢ (2, y) =3I ¢(t y). En désignant par 4, l'en-
semble {L’(p(.o, 4}, on a selon (Jé): rhy)=te Ep(x,y)=te4,
d'olt d'aprés (4):

2. Dualité logico-mathématique.

Les formules (7)—(11) montrent que lopiration FE peut- étre
permutée avec chacune des cing opérations logiques, chacune d’elles
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changeant le sens logique en sens mathématique (ou vice-versa).
On voit ainsi que, si la fonetion propositionnelle «(z) s'obtient des
fonctions @y,..., @, (de variables différentes ou non) en effectuant
les cinq opérations logiques, l'ensemble E a(z) s'obtient de la méme

fagon des ensembles E ..., %’)‘q),, b,

Ceci reste encore vrai, lorsque « est une fonction de plusieurs
variables, car les formules précédentes se généralisent immédiatement
en remplagant la variable z par un systéme de n variables %)

La dualité logico-mathématique sera exprimée dans la suite en-
core sous une autre forme, en tenant compte de la proposition sui-
vante qui attribue & Y'opération logique 3 une interprétation géomé-
trique:

(12) L'ensemble B 2 (x, y) est la projection de Vensemble E o=,y
x ¥y
paralléle & Vaze Y.

En effet, selon (6):
2y¢ B2 9@ y) =3¢ y) =20 ) By
x y ¥ pd

et la derniére proposition veut dire qu'il existe un point i abscisse
%, qui appartient & I'ensemble E ¢ (z, y); autrement dit, que z, ap-
xy .

partient & la projection de cet ensemble sur Taxe X.

Ezxemples.

1) Soit A lensemble de nombres entiers. On définit la fonction
qJentier de z¥, 8(z) de cette fagon:

1) Cela justifie 'emploi des mémes symboles en deux sens, logique et mat?é—
matique, sans danger de malentendu. On voit aussi que le passage de la fonc,t'mn
propositionnelle « (¥) & 1'ensemble J;Z o(x) n'est qn"une autre fagon de hire Vex-

ression qui définit e ().

P ) 1echg n=0 ; lompriﬂ; dans ce cas () devient une prop?:iﬁon et, en
désignant par O et 1 sa valeur logigue (c. 4 d. le ,faux" oule ,vrai‘’) et en em-
ployant les mémes symboles pour désigner I'ensemble vide et I'espace des nombres
réels resp., on a: )

(2e0)=0, @weD=1, E0=0, Fi=1.
16*
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y=8@]=lyed) y<a) (@<<y-+1).

Par conséquent (form. 9):
Bly=8@) =By« &) By <) Bla<y+1).
xy xy 2 .

On voit ainsi que ,I'mage géométrique“ de la fonetion y:Ié‘(:c‘)

est la-partie commune de trois ensembles: 1° ensemble formé de

droites horizontales & ordonnées entitres, 20 demi-plan Y <=
30 demi-plan « <<y - 1.

2) On a évidemment: (z>0)=3(x =y4?. Par conséquent,
¥

P'ensemble des nombres non-négatifs = B (2>0) = ES(z = yY) =
x Xy
== projection paralléle & 'axe ¥ de la parabole E(x=y).
xy

3) Exprimons en symboles le fait que, si  est un nombre
rationnel (z ¢ R), il est de la forme y/z ot y et z sont des entiers
dont le deuxidme est non-nul:

R=BI3(yed) (sed)-(za=y)-(c=+0)

Liensemble E (y ¢ 4)-(z ¢ 4) - (zz=y)- (2= 0) est, selon (9), la
xyz

partie commune de 4 ensembles: de l'ensemble formé des plans
E(y e 4), de Vensemble formé des plans E (2 € 4), du paraboloide
xyz xyz

hyperbolique y = 2, de Vespace eutier diminué du plan z= 0. En
projetant cet ensemble d’abord sur le plan XY et puis sur I'axe X
on obtient, conformément & (12), Fensemble R.

-

Remarques.

1) Dans tout ce qui préeede Ihypothése que les variables
%, ¥, 2,..., parcourent 'ensemble des nombres réels n'est nullement
essentiel. On pouvait supposer que x parcourt un ensemble arbi-
traire X, y un ensemble Y, différent ou non de X, z un ensemble
Z ete. Le plan euclidien XY devrait alors étre remplacé par le
»produit combinatorique“ des ensembles X et Y, c. & d. par l'en-
semble des paires (z,), ob e X et ye ¥ (d’'une fagon analogue,
le produit combinatorique de X, Y, Z est lengemble de ,points*

@ y,2). o 2eX, ye ¥, z€Z). La notion de projection 8'impose
alors d'elle-méme.
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2) D’aprés (12) & Popération logique 3 correspond umne opération
géométrique continue. C'est & ce fait que tienneut des nombreuses
applications topologiques du caleul logique (voir la note suivante
de M. Kuratowski).

3) Quant & l'opération II, on voit facilement que I'ensemble
EIlp(» y) se compose de tous les x, tels que la droite z =,
x ¥

est entiérement contenue dans I'ensemble E ¢ (x,y). Cette opération
*y

géométrique n’étant pas, en général, continue, il est souvent plus
avantageux de la ramener & Vopération X par la formule de de
Morgan (généralisée): :

(13) Iy (@) =3 (p@)].

qui généralise la formule bien connue: a-f=(a’+f'). .
On voit ainsi que les cing opérations logiques considérées se
laissent réduire & trois: négation, somme, opération 3.

x
4) Aux mémes opérations se raméne aussi la relation d'impli-
. 7 4 .
cation: ,a entraine g, en symboles ,&— §“. Car:

(@ —>f) = (a'+ f)

3. Ensembles et fonctions propositionnelles projectifs.

Les ensembles projectifs jouissent des propriétés fondamentales
suivantes 1):

a) le complémentaire d'un ensemble projectif est ‘projectif: .
b) la somme (ainsi que le produit) de deux ensembles projectifs
est un ensemble projectif,
) i lxﬂ(p(w) est projectif, f‘q)(m) Pest également?),

d) la projection d’un ensemble projectif est un ensemble projectif.

1) Voir par ex. N, Lusin, Legons sur les ensembles analytiques, Paris 1930,

. 8767, ) )
" 1) L'ensemble Eq(x) s'obtient en faisaut passer une droite verticale par
xy

chaque point de I'ensemble Eo (x).
. x
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Nous déduirons de 1, & laide des formules (7)—(9), (12), le
théoréme principal de cette note:

Les cing opérations logiques effectudes sur des fonctions proposi-
tionnelles projectives conduisent toujours & des fonctions proposition-
nelles projectives.

D’abord, on peut conformément & 3) réduire les cing opérations
& trois: négation, somme et opération 3.

Or, 1°: si la fonction ¢(z) est proje:ztive, Iensemble E(x) est
également; donc selon a): ({Bq)(x))' est projectif, d’ol é’aprés (N:
?’((p(:u))’ Pest également, ce qui veut dire que la fonction (p(x))
est projective.

2°: 80it @(@y, ..., @) = P(Fus . -, Ta) + 4 (%4, -+, 2, ), les indices

Biyeoos By lyyen Iy btant <CmY); les fonctions ¢ et y étant suppo-
sées projectives, on conclut de ¢) que les ensembles E ¢ (x,, ..., )

Xy Xy

et :;E %(%4y ..., @, ) sont projectifs et, comme selon (8):
u.xn

»,E P&y, ..., 2,y =Bz, ..., zy) + E g(@y, ..., ),
ey Kooy Xeonkyy m
on conclut de b) que ¢ est une fonction projective.
3% @(2y,..., 2,) étant supposée une fonction projective, il g'agit
de prouver que 3 ¢(z,,..., z,) lest également?). Ceci est évident
*k

en cas oit £>>n, car dans ce cas J(w,... 2,) = Q(2y,..., T,). Supposons
&

done que k<Cn. Or, d'aprés (12), ensemble E . IS¢y z,)
‘ ] ] XXy g xk-{-—l'l""n xp
est une projection orthogonale de l'ensemble E @(zy,..., x,); cest
XXy
done, en raison de d) un ensemble projectif, ¢. q. f. d.

Exemples et remarques.

8oit @(x, y) une fonction propositionnelle projective de deux varisbles, L’en-
semble M — fq)(x, y) est donc un ensemble projectif plan. Soit @ I'ensemble con-

) par ex. 9(z, 9, 2) =4 (2, 9) + % (1, 2).

’.) 8i k=n=1, c'est une proposition, Or, chaque proposition est une
fonetion propositionnelle projective, puisque l'espace entier ainsi que l'ensemble
vide sont des ensembles projectifs, Cf, p- 243, note 9).
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gtitad par la réunion de toutes les droites contenues duns M, En symboles:
(z,9)€ Q;—.:%{(ax—}—byzc)'(a’n{-b’ #+ 0)* JTtau -+ bo = ¢) » ¢ (u, )]} 1).
[ nv

Liensemble JF (ax by = c¢) étant un ensemble formé (dans I'espacs & 5 di-
' ahexy
mensions) et l'onsemble 1;?'(a'+b’=0) étant composé d'un seul point (0, 0), il
a

résulte directement de notre théoréme que @ est un ensemble projectif %),

On voit ainsi que l'opération qui déduit @ de M ne nous fait pasv sortir du
domaine d'ensembles projectifs. C’ést le cas de la plupart des opérations que l'en
a considérées en mathématiques; pour s'en convainere il suffit d’écrire leurs défi-
nitions en symboles logiques,

En ce qui concerns l'énoncé du théoréme du N3, il est & remarquer gque, si
an lieu de supposer que les fonctions propositionnelles données sont projectives
on fait dea hypothéses plus restrictives, la fonction qui s'en obtient peut aussi
&tre caractérisde de fagon plus préeise (par ex. que l'ensemble E qui lui corres-
pond est mesurable B ou fermé etc.). On en trouvera des exemples dans la note

" snivante de M. Kuratowski, Un exemple de méme genre est fourni par un

théortme contenu implicitement dans la note précédente de M, Tarskis). Appe-
lons notamment, ,linéaire® toute fonction propositionnells qui s'obtient par 1'ad-
dition et multiplication effectuées & partir des fonctions propositionnelles de la
forme f (%, @n) = 0 ou >0, f désignant un polynéme de dégré 1 & coefficienta
entiers. Alors la propriété d’étre une fonction propositionnelle linéaire est invariante
relativement aux cing opérations logiques considérées, En particulier, les ensembles
de nombres réels définis & V'aide de fonctions linéaires sont des sommes finies
d'intervalles (fermés ou ouverts) & extrémités rationnelles,

4. Définitions implicites.

Jusqu'ici nous -avons supposé que la fonction ,jinconnue’’ & s'obtient d'un
systéme de fonctiona données ..., ¢, en exécutant sur elles des opérations logi-
ques; le type de cette définition est

o == 2(@ygs Pa

Ce sont les définitions proprement dites, uu définitions explicites.
Si l'on exéeute les oinq opérations logiques considérées, ainei que le change-
ment de variables 4) sur le systéme ¢y,..., ¥n augmenté de la fonction inconnue «

1) @ peut aussi &tre défini de cette fagon:
(z,y) 6 Q== I II {[(u — x)sin t = (v — y) cos t] = @ (4, v)}.
¢t av

%) qui peut, d'ailleurs, &tre non-mesurable B lorsque M est ouvert, Voir Ni~
kodym et Sierpifski, Fand. Math, 7, p. 269.

%) voir les démonstrations des th. 1 et 2, pp. 232—233.

4. par, ex., si I'on passe de ¢(z,%) & ¢ (2, 2).
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ot 8i I'équation
Q(‘Pn--'» Pns a) = U

admet une et une seule ,,racine’ (pour a), on peut dire que cette équation définit «
implicitement,

Un type trés fréquent de définitiona implicites présentent les définitione par
tnduction (finie ou transfinie).

A 1'aide des définitions implicites on peut sortir du domaine des ensembles pro-
jectifs. Elles eonduisent & une nouvells classe d'ensembles, ,,ensembles implicitement
projectifs®, qu'il serait intéressant d'étudier.
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Evaluation de la classe borélienne ou projective
d'un ensemble de points A l'aide des symboles
logiques ).

Par

Casimir Kuratowski (Lwéw).

Je me propose d'exposer daus cette note une méthode qui per-
mettra, dans bien des cas, d’évaluer d'une fagon mécanique la classe
borélienne ou projective d'un ensemble de points donné, dés que
la définition de cet ensemble sera écrite i 'aide des symboles logi-
ques (expliqués dans la note précédente de M. Tarski et de moi).

La portée de cette méthode concerne non-spécialement les- espaces
euclidiens, mais, en géuéral, les espaces complets séparables 2). Elle
est applicable, en particulier, & des espaces fonctionnels, & des espaces
de sous-ensembles fermés d’un espace compact ete.

1. Espaces métriques. Définitions s).

On appelle espace métrigue un ensemble & ol la distance | — y
est définie, de sorte que |z —x|=0, |[z—y|=|y— 2|0 pour
ey [e—y|+|y—2|=|z—2]

Un espace est dit séparable, lorsqu’il contient une partie dense,
finie ou dénombrable. Un espace métrique est dit complet, lorsque
toute suite satisfaisant au critére de Cauchy est convergente; il est
dit compact, si chaque suite contient une sous-suite convergente.

1) Les principaux résultats de cette note ont ét§ présentés & la Soc. Pol, de
Math, le 17. X, 1930 (4 Varsovie) ét le 21, IL 1931 (4 Lwéw)

3) Elle est parfois anssi applicable & des espaces non-complets; mais elors,
en général, on doit rénoncer & considérer la notion d'ensemble projectif, Cf. ma
note ,Sur la théorie des fonctions dans les espaces méiriques”, ce volume,

%) Voir, par ex. F. Hausdorff, Mengenlehre, Berlin 1927, § 20.


Yakuza




