Bemerkungen iiber belastete Integralgleichungen

von

LEON LICHTENSTEIN (in Leipzig).

Manche Probleme der mathematischen Physik fiilhren auf
Integralgleichungen, bei denen die Integration sich nicht nur iber
das eigentliche der Betrachtung zugrunde liegende Gebiet, son-
dern dariiber hinaus auch noch iber seine Berandung oder son-
stige ausgezeichnete Flichen oder Linien erstreckt. Handelt es
sich etwa um ein zweidimensionales Gebiet, so treten auf der lin-
ken Seite der Gleichung neben Doppelintegralen auch noch ein-
fache Integrale auf.

Es sei etwa 7 ein von einer stetig gekriimmten Kurve .S
begrenztes Gebiet, und es mdge S, einen stetig gekriimmten
Querschnitt bezeichnen, der T in die beiden Teilgebiete 7, und
T, zerlegt. Es seien weiter a und b zwei sowohl im 7 und auf
seinem Rande, als auch in 7, mit Einschiu des Randes nebst
ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige Funktionen,
die auf S; entsprechend a;, b, und a,, b, zu Randwerten haben,
(a,—a)?*+ (b, ~ b)? = 0. Es seien schlieBlich ¢ und f beliebige
in T+.S stetige, in T der Hoiperschen Bedingung geniigende
Funktionen. Betrachten wir die partielle Differentialgleichung

Ju
1 e
und suchen diejenige in 7" nebst ihren partiellen Ableitunger
erster Ordnung stetige L3sung u(x,y) zu bestimmen, die in 7
und 7, stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung hat un
auf S verschwindet.

Es sei G(§,7;x,y) die zu T gehdrige, auf S verschwin
dende Greensche Funktion der Potentialtheorie. Nach bekannten
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Sitzen folgt aus (1) fir alle (5,7) in T

ey 1 . b} 0
@ u(En -7[ G 1) [, 0)+ a5 52+ (1)

el y)u(xy)ldedy,
und nach einer teilweisen Integration

i 1 di dx
—c(ty) ulny) dedy — = [(«zra)i—(bq—b)—
f ) 271:3]“ V ds 2 Vs

X G 150,92 (6 0) ds— o [ G803, £, ) dedy
7

Bei der Integration langs .S; bleibt hierbei 7 linker Hand liegen ’).
Die Beziehung (3) ist eine Integralgleichung von der eingangs
genannten Form. Weitere Beispiele bietet die Theorie der Gleich-
gewichtsfiguren rotierender nichthomogener Fliissigkeiten, insbe-
sondere die Theorie der Gestalt der Erde?).
Es sei, wie vorhin, T ein von einer stetig gekriimmten Kurve
S begrenztes endliches Gebiet in der Ebene der Variablen x, y.

1
Es sei K (v,7) eine fiir alle # und ¢" in T+ .S erklirte stetige

2

Funktion, und es mdge K (z,¢’) eine fiir alle 7 in 74+ .S und alle
¢ auf S erkldrte stetige Funktion, f(z) eine beliebige in 7'+ .S
stetige Funktion bezeichnen. Die Integralgleichung

@ 9@+1[KE)9@)d +1[ K@ )o@ dr =f0),
T Ky

eine ,belastete Integralgleichung® in der Bezeichnungsweise von
A. Kneser %), 1Bt sich, wenn die Integralgleichung

) Vgl. L. Lichtenstein, Randwertaufgaben der Theorie der linearen
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus, 1,
Journal fir Mathematik 143 (1913) p. 51105, inshesondere p. 55. )

%) Vgl. meine demndchst erscheinende Arbeit: Untersuchungen iiber die
Gleichgewichtsfiguren rotierender Flissigkeiten, deren Teilchen einander nach
dem Newtonschen Gesetze anziehen. Dritte Abhandlung. Nichthomogene Fliis-
sigkeiten. Figur der. Erde. . . .

3) Vgl. A. Kneser, Belastete Integralgleichungen, Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo 37 (1914) p. 169—197. Dort wird den Betrachtungen
der eindimensionale Fall zugrunde gelegt und dementsprechend Gleichungen von
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®) 9@ +1[ K@) 9@)de =0
T

keine Nulldsung hat, wie man leicht sieht, ohne weiteres auf eine
1
gewdhnliche Integralgleichung zuriickfiihren. Ist ndmlich Z (7, ')
1
der zu 1K (7,7") gehorige 18sende Kern, so folgt aus (4)

© 90= f(f)—-/fK(w)w(ﬂ)da—fL(”)f(z)dr
+4| | L (s ’)K(fr,ﬂ)q)(a)a"p do’,
[t

mithin fir z~0 auf S

2 1
@ 9O=f@)—1 [Ko,0)p@)dd — [Lio)f()de
§ T

1 2
+ 4 [fL (0,7)YK (v, 0") 9 (0") do’ do’,
TS

und dies ist eine FrepmoLmsche Integralgleichung im iiblichen
Sinne.

Ist aus (7) @ (0) ermittelt, so liefert (6) ¢ () fiir alle 7 in
T+.S. Es ist leicht zu sehen, daB}, wie verlangt werden muf,
auf .S die beiden Bestimmungen der gesuchten Lésung denselben
Wert ergeben.

Nach einer Bemerkung von A. Knesir4) gelten bei einer
belasteten Integralgleichung bei geeigneter Schreibweise die klassi-
schen Frepnormschen Auflosungsformeln. Wir werden dies im Fol-
genden an Hand der Integralgleichung (4) zeigen. Unsere Aus-
fithrungen, deren Ergebnisse kaum etwas wesentlich neues ent-
halten, sind hauptsdchlich darum zu Papier gebracht worden, um
fir die eingangs erwihnten Anwendungen auf die Theorie der
Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten eine sichere Grund-
lage zu schaffen.

der Form
b 1 m 2
¢@+lfK®ﬂNﬁﬁ+l%K@@NUQ=ﬂﬂ@<§W”%<H

betrachtet. Kneser nimmt speziell K (s, )=p(2) K (9, p > 0 an.

4) Vgl. loc. cit. %) p. 193. A.a.O. w1rd p. 191 auf einen Hinweis von
‘Herrn E. Schmidt Bezug genommen.
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§1.

Es sei h>>0 eine hinreichend kleine Zahl, und es moge S,
die zu S im Abstande A parallele Kurve in 7 bezeichnen. Das

von S, begrenzte, ganz im Innern von 7 gelegene Gebiet heifle
T,. Wir setzen

1
| @)
®  K@Y— b
IK@Q+IK@ﬂmT~T

unter ¢’ der Fulpunkt des von ¢’ auf S gefillten Lotes verstan-
den, und betrachten die Integralgleichung

©) 10 +1[ K, 00 9,0) de' = £9.
T

Augenscheinlich gilt, wenn %(¢) irgendeine in 7+ .S erklarte
stetige Funktion bezeichnet,

(10) ;:—»mo if K, (z,7) 2 (z")de =7f [1< (z,7') 3 (") dv’
~ 2
+ [K@ @) a,
5

und zwar fiir alle z in 7'+ .S gleichmiBig. Es ist darum zu ver-
muten, daB die Losung der Integralgleichung (9) fir 20 die-
jenige der belasteten Integralgleichung (4) liefern diirfte.

Es sei H,(s,7;1) der zu dem Kerne X, (z,7") gehorige
Freprormsche Quotient

]

1 H ) D, (z,7; 1) — M A (TT)
1 )= = T
(11) (7,7 D, (% i ),L A(")

m——lm

K ('F T’)a Kh(T19T,):---: Kh('[mr'yr)
( 1)’ K (”: T) o Kh(fvm,’fl) d'Fl-..dTm;

T K55, Ky () e K57,

h

A(h):fA(h)( . 0) dTO .

m
7
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Nach (8) kann K, (7,7") als Summe der beiden Kerne
o,

in T,
(13) Jxl(TT)WK(TT)und K’z(ﬂﬂ)ml“[{(i 0)in T—T,

aufgefaBt werden®). Wir konnen darum auch schreiben
1 2
(14) A?@m:Ay@w+%A?@m

mit

Khl (rr T ) (Tl’ ,E,) LA K'hl (Wm’ ’[')

s T )y Ko (T o
A(h)('li P ) ___f f K (T ) Kh( 1 1) . . h.(l,m. Ll)' d’L’l. . ({Fm s
r K (T) 7, ) K (Tl’ T, ) et Kh (Tm’ l"‘m)

h2 ({E T ) KI 2 ( /) ]<h'2 ('L‘m’ T/)
AU’I)(T T) hj f K (T) T\) K (Tl’ T]) . [?rh (:’;m ’. Tl)' d’[l . (l'lf .

T

K@w)K@%L , K, (@,,1,)

Die m-fachen Integrale (15) und (16) zerfallen in 2™ Summanden,
indem in einer Anzahl Zeilen K, durch K, in dem Rest durch
K,, ersetzt wird. Es sei ‘

(17) Max [| K (57)], |K (&, o)} =

Betrachten wir denjenigen der 2" Bestandtelle etwa von A(") (r,v"),

in dem K, sagen wir, m;-mal, K, dagegen m2 =m — rn;-mal ver-
treten ist. Dem Hapamarpschen Determinantensatze gemaf ist der
absolute Betrag der zu integrierenden Funktion
3 gyt
<m'M 7 5.

Der betrachtete Term ist m;-mal iber 7, m,mal iiber T— T, zu

integrieren. Der Inhalt des m-dimensionalen Gebietes hat den

Wert
O™ A™R™ (14 I (R)™,

%) Auch jetzt bezeichnet o’ den Fuflpunkt des von «' auf S gefillten Lotes.
8 Man beachte, dafi in m, Spalten 1/A als gemeinsamer Faktor auftritt,
Nach Ausklammern dieses Faktors erhdlt man fiir den Betrag der iibrig blei-

m

benden Determinante die Sehranke m2 M™.

24) A (7, %) -——/.

RBelastete Integralgleichungen. 217

unter @ den Flacheninhalt von 7, unter - die Lange von S,

unter d(h) eine mit A zugleich verschwindende GréBe verstanden.
Das Ergebnis der Integration ist also absolut

m

1

(18) \szm%@mufmz/lm d+dm))™
m?Mm @ml‘_jlmz (1 + 6(/1) )7"2 .

Es sei h, so klein gewdhlt, daB fir 2 <A, gewif |0(h) <1 wird.
Wird zur Vereinfachung
(]9) Max {@’ 4.1} = @*
gesetzt, so kann die Schranke (18) durch

2" m2 M" O

1

ersetzt werden. Da Af:) (7,7") in 2" Summanden der soeben be-

trachteten Art zerfillt, so finden wir, zlles in allem,

m

(20) ]A(h) (’IJ ’Z') ;, Mm Gm
Ebenso ist .

2 h) om 2 m om
(21) | A (z,9") | L 2" m® M™ OT .

Der Zerlegung (14) entsprechend lafit sich D, (z,7'; %) inder
Form

22) D, (z,7'; L)--I)(fpfz /)-1——~D (z,7'; 1)

darstellen Augenschemhnh konvergieren die beiden Reihen
D(r 7’;4) und }) (7,73 4) fiir alle h <A, und alle 4 gleichmabig.
Fiir A>0 geht, wie man leicht sieht, 5,. (7,7 ;4) fiir alle reellen oder
komplexen A mit |4| <4, (4 beliebig) gleichmiBig gegen den
Ausdruck

(23) C Dtiy= 2 mlmﬁr)

m=0
1 1 1 o
K(z,7), K(z, T'), K(’E )
K(T’ Tl) K(’El’ TI) 1 K (Tm’ 1)

dd't .

m

78 RS K('r, p ), K (rpl, rm) K (rm, wm)
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in dem K(g,7,) und dr folgende Bedeutung haben. Es ist

[k(r,tl) fur 7, in T,

25 K(z5)= l 5 (zinT +.5)

K (s, 0,) fiir 7, =0, auf S,
dr=dr in T, =do auf S.
1
Der Integralausdruck A_(z,7’) zerfillt in 2" Summanden der

1
vorhin betrachteten Zerfillung des Ausdruckes A,(:) entsprechend.

Die Integration erstreckt sich bald iiber 7, bald iiber .S. So ist
beispielweise

A, @7y =K@, 7),

N 1
1 A K(”‘-ar[/)’ K(T’T,)
26) ' A4 ('v,T)—~f\K(¢’ ), K(wll, %)

T8
-] -

1 N

dr,

K@), K@, 7)

1 1

K (z,v"), K(o,,)
1 2
K(z,7), K(z,7,)

) doy;
K(T’ Gl)’ K(a.l’ a])

1
D(z,%';}) ist eine ganze transzendente Funktion von 1.

2
Ganz analog geht D (s, ¢';1) fir A—0, wie vorhin, fiir alle 4
mit [A] <4, gleichmafig gegen die ganze transzendente Funktion

2 ) o gm 2
D(T! G,;l‘)=2_]‘4m(”’-) G’) )
m_____om.
) 2 2
K(z,d), K(z,0),..., K(z,0)
21,,, (s, 0’):_[--- K@), K@mn),..., Ki,n) de,...dr, .
T+S T+S§ | - oot "

K@), K@,5),..., K@ 1)

2
Auch 4 (z,0') ") zerfillt in 2" Summandem, und es ist beispiel-
weise h

2
4, (5, 0)=K(57),

K (z,1), K(z,5)| "

2 2
(28) j{l (z,0') = f K(z,0), K(w,0)| 4
o T3S

2
") Nach (13) ist 4, (7, ) nur fiir =0 von Null verschieden.

9y D e'siy— 3 [
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2 , 2 , 9 9
:f ]l<('”7“): ]f(’”pﬂ) dz-}-[ K (z,0"), K(Gl,a’)lda
1 9 .
P K@, Keym)| 8 | K@o), K@)

Wir setzen jetzt zur Abkiirzung

1
IAm (z,%) fir 7, in T,

Am (@, Tl) = 2 (zin 74+.5)
‘, Am (T’ 01) ﬁll‘ Tl =‘ a] an S )
29 Dy =32 A @),
omltm
kiirzer

K(T) T,)r K(TD Tl)y ey K(’Em’ Tl)
0 lm " K(’[,‘, Tl)’ K(Tl’ ’Fl), seuy K('Ema Tl)
S dr,.

m=0T" 135 T38| )

K(Tr T,,,)’ K(Tp Tm)) eety
Es gilt augenscheinlich

K (’L‘m, 'L‘m)l
1
(30) D (7,7';0) = D (z,7;1) fiir alle ¢’ in 7T,
D (i) = D (5 o'31)).

Man iberzeugt sich jetzt ohne Mihe, daB D, (%) fiir alle
h < h, und alle 2 mit || <4, fir A>0 gleichmaBig gegen

3 l’"
(31) D (Z') =1 + 2 - Am-—l (Am:fAm (TU’ ZO) dTO
m T¥s

m==1 °

= }1,"(:;0, 1) dty + f jlm (6,5 ) do)
konvergiert. ' ’
Es sei schlieBlich
(32) H(z,7;1) = 9—(;—’(%;9 .
Offenbar ist fiir alle v in 7+.S

8) Man vergleiche in diesem Zusammenhang die Ausfiihrungen p. 28—29
in meinen kiirzlich erschienenen ,Vorlesungen iiber einige Klassen nichtlinearer
Integralgleichungen und Integro - Differentialgleichungen nebst Anwendungen®,
Berlin 1931.

..dr_ .
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(33) H(z,7'; DMD%ZA)}) fu alle @ in 7',
2
. D(z,0'; %)
H(T,é,l) 10N
§ 2.

Es mdge nun 4 einen Wert haben, so dafl D)0 ist.
Dann ist fiir alle hinreichend kleinen A gewil auch D, (%) 0.

Die Integralgleichung (9) hat eine und nur eine Ldsung

(34) 9O =f @) — 1 [ H, 7 D) di'.

i
Geht man zur Grenze h—0 iiber, so findet man leicht, dafl
(35) o @)= (1) — f Ht, 7 37)f (') d¥

ey

. D(r?: ) o D('I,'O' )
=$0 =1 [P 5 @)de ~xf b @) do

eine Losung der ,,belasteten“ Integralgleichung (4) darstellt.
Der Ubersichtlichkeit halber setzen wir

2@ =9, FO=/@.

Wegen (25) konnen wir fiir (4) auch kiirzer schreiben

(36) D@) + 1 f K(5,v) 0 () de' = F (3).
T4
Fiir (35) tritt dementsprechend
(35") @ (7) == F('c)———},fH(fy 7'y l)F('p)dfp
) r}s
ein.

Die zu (9) adjungierte Integralgleichung
@37 0, @)+ [ K, (6, 0) 4, () de— £ (@)
7
hat, wenn wir wie vorhin D (1) == 0 voraussetzen,

(40)
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(38) ) =f @)~ [ H 5,05 f (o) de
i :

zur Losung. Wir wollen jetzt sehen, was diese Formeln fiir A~0
ergeben.

Wir bemerken vor allem, dafl man f(z) abteilungsweise ste-
tig annehmen darf, in welchem Falle natiirlich auch ¥, (z) abtei-
lungsweise stetig ausfallen wird, ersetzen f(z) in T, durch Af;
und schreiben

(39) @) =hy; in T,.

h*

Die Gleichung (37) liefert dann fiir 2’ in T,

Ry @) +/mff< (57) ¥, @) do +1.[ K, (0.4) ,@ de=h f*(),

T—Ty

fiir ¢’ in T— T/. hingegen

4 )RR vt 1 K6 e) v, 0 de

Ty T—Ty

+xff< @Y @ de 1 [Kme)w, 0 di=f().
, T—T,,
Wie sich alsbald zeigen wird, konvergiert ¥ () fir A—0 fur
alle 7 in jedem ganz in T enthaltenen Bereiche gleichmafig gegen
eine in 7'+ S stetige Funktion ¥* (7). Des weiteren geht 1, (7') in
T—T, gleichmiBig gegen eine auf S erklirte stetige Funktion
y(0"). Aus (40) und (41) ergibt sich, wie man leicht sieht,

0 w*wwa(m)w @ det 1. [K@O) 0 di=1 ),

(a1 w<o>+fo(T N p @ et [Kod) v ).
Wir haben auf p. 218 die sprungweise unstetige Funktion

1
7, 7,) fir 7, in T, .
(42) K (z,7) = { jf( »m) fur o (zin T+.S5)

K (z,0,) fiir 7, =0, auf S
eingefiihrt. Setzt man

@ inT,
[ f(o) auf S,

7)in T,
@ =]y emis, FO=
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und wie auf p. 218 dr=dr in T,Fdd auf S, so lassen sich die
Gleichungen (40°) und (41) zu einer einzigen Gleichung

(44) W)+ f K (5,7) U (0) de— F ()
T .

zusammenziehen. Das Gleichungsystem (407), (41') oder, was auf
dasselbe hinauslduft, die Gleichung (44) ist als zu (4) adjungiert
aufzufassen. .

Die Losung W(7') erweist sich, auch wenn F(v) stetig ist,
d. h. f*(o') =£(0') gilt, im Gegensatz zu ¢ (7), der L.6sung der
Gleichung (4), als eine auf .S sprungweise unstetige Funktion,
W (o') + B (o).

Ist freilich

(45) Kl' (7, 0") =[é’(r, ¢’), f*(0"y=f (o),

so ist zugleich y*(¢")=y(¢"), d.h. ¥ (s)=1*(®%) fur alle s in
T+S, und (44) geht tber in die Gleichung

(46) w()+ 4 f[lf('v, ') Y (7) drv -+ lf}?{(a, )Y (o)do=f (),
7 §

1 1
die fiir alle 7" in 74§ gilt. Ist auch noch K(z,7)=K(+,7), so
fallt (46) mit (4) zusammen. Die ,belastete® Integralgleichung (4)
ist sich selbst adjungiert.

2 1
Es sei allgemeiner K(z,0") =p (o) K(z,0’), und es mige
F()y=p(@)f*(o') sein. Man iberzeugt sich leicht, daf jetzt
Y () =p @) y*(') gilt.
Wir haben vorhin (vgl. p.221)
L@O=Af; v, @=hy, in T,

gesetzt und angenommen, daf} Wi (¢) fir A-0 fiir alle 7 in je-
dem ganz in 7 enthaltenen Bereiche gleichmiBig gegen eine in
T+ .S stetige Funktion ¥*(z') und zugleich v, (v') fir alle 7’ in
T'—T, gegen eine auf S stetige Funktion Y (¢') konvergiert.

Dies alles folgt leicht aus den Formeln (38) und (39), wenn

man beachtet, dafl nach (11) und (22)

1 2
D},(”;"El;x) 1 Dh('r,'l,'l;l)
D, (%) kDG
gesetzt werden kann, und fiir A~0 gleichmiBig oilt

(47) th (z,7';4) =

Belastete ]nfegralgleic/zungen.

o
o
w

1 . 1 ) 2 2
48) D, (5750 D@5 1) D, (5,032 D(r,0'; 1)
D, (%) D¢y * D,w DG -

Wir finden (fiir alle 7/ in T)

1 1
ot woy g (D(we50) . VT A
@)y =f) 1 [P EED ar=1 [PGE s

sowie

2 2
Ve 0y —g [PESA) o (Do,as2),
(50)  w(o)=f(dy—1 J Do) (7) dv /,S 10 F(0) do

und nach (33) und (43) kiirzer

(51) W'y =F(r')— ZfH(T, 7';4) F (7) dr .

7ts

Es ist leicht zu sehen, daB die Integralgleichungen (36) und
(44) nur je eine Losung haben (Unitatssatz). Hitte etwa (44) eine von
(50) verschiedene Lésung, so gibe es eine (auf Sim allgemeinen
sprungweise unstetige) Losung %, (z') der homogenen Integralglei-
chung

(52) W () + 1 f K@), @) dr—0.

rts
Aus (36) und (52) folgt aber entsprechend durch Maltiplikation
mit ¥ (7) d7v und @ (v') d7’ und Integration in naheliegender Weise

(53) fF('E) U (1) de=0.

rts

Nur, wenn diese Integralbeziehung erfiillt ist, wirde (36) eine L&~
sung haben k&nnen, was einen Widerspruch darstellt.

Die im vorstehenden gewonnenen Formeln (vgl. namentlich
die Beziehungen (36), (35), (44), (51), (32), (29'), (31)) haben im
Einklang mit der Bemerkung von Herrn E. Scmmipr und von
A. Kneser dieselbe Form wie die klassischen Formeln der FrEDHOLM-
schen Theorie. Sie kénnten natiirlich durch sinngemifle Ubertra-
gung der bekannten Schliisse auch ohne Benutzung des Kernes
K, (v,7") abgeleitet werden. Es ist einleuchtend, dafl sich alle wei-
teren Ergebnisse sowohl der Frepromschen als auch der Scrmpr-



224 L. Lichtenstein.

schen Theorie fiir die betrachteten ,belasteten” Integralgleichun-
gen sinngemif} iibertragen lassen.

Ist insbesondere im Gegensatz zu unseren bisherigen An-
nahmen D (}) =0, so haben die homogenen Integralgleichungen

(59) 0@+ f K(5,7) 0 (¢)dv' =0
7is
und
(55) @)+ [K(57) Bl do—0
s

nicht identisch verschwindende Lésungen. Augenscheinlich sind die
Lésungen der Gleichung (54) in 7+ S stetig, diejenigen der Glei-
chung (55) #ndern sich, wenn 7’ gegen .S konvergiert, im allge-
meinen sprungweise. '

Es seien 7, ..., 7" gewisse in 7'+ S gelegene Punkte, und

3 3
es mdgen K| (7, My, ..., K (s, ) in T+ S erklirte stetige Funk-
tionen bezeichnen. Die Integralgleichung

1 2
{56) o (7)+ lfK (z, 7))@ (") dv' + A fK(w, o) (') do”
i §

+ 13K () g () =f ()

=

1aBt sich ganz shnlich wie die Gleichung (36) behandeln. Wir se-
tzen @ (t)=¢ (7), F(z) =F(7) und fiir alle v in 7 + .S, sofern ¢’
von 7?(I=1,...,p) verschieden ist

1
[K(r,’r’) fir 7’ in T,

(57) K (’L‘, TI) =17 d’ﬂ’ — dz’ in T ’

K (z,0") fiir v’ =0, do’” auf S,
fir =1 (=1,...,p) aber ‘

3
(58) K@z ¢)=K(,7), di =1
und erhalten wieder
(59) O () + 1 f K(,7)0@)dr =F ().
S

Es mbge D () von Null verschieden sein. Die Losung der
adjungierten Integralgleichung
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(60) W(T’) + 2 fK (77, z’)lp(z) dr=— F(“L’)

Tis
ist, auch wenn sich F(7) durchaus stetig verhalt, im allgemeinen
auf S sowie in den Punkten ¥ (/=1 s+..,m) sprungweise unste-

tig. Das gleiche ist fir D(A) =0 beziiglich der Nulldsungen f
der homogenen Integralgleichung

(61) W(r') + Zf K(z, 7y ¥ () dv=0
: 7}s
zu sagen.

Die vorstehenden Ergebnisse gelten sinngemif, wenn das
Linienintegral in (4) sich allgemeiner iiber eine endliche Anzahl
stetig gekriimmten Kurvenbdgen®) erstreckt. Eine Ubertragung
auf Riume von drei oder mehr Dimensionen ist naheliegend.

9 Allgemeiner: Kurvenbdgen mit stetiger Tangente oder rektifizierbarer
Jordanscher Kurvenstiicke.

(Regu par la Rédaction le 7. 9. 1931).
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