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x3(11)—x3(g)_)_c§f2)~x3(w) i[ -—Sll’lQﬂp’L+

(15) T, — 7T T,—T 2 l T~ T
+1+sm2npzl 25>ﬂ_ 2;_7_25>1

T —
2
Donc: x,(s)e UAC V®cV®. On voit que V® est dense
dans C. Comme, dautre part, V. ®est un ensemble ouvert dans
C, il en résulte que son complémentaire C—V.,® ost non dense
dans C. Mais, d’aprés (10),
(16) C-Nc 3¢V,
n=1
C—N étant contenu dans un ensemble de premiére catégo-
rie, est de premiére catégorie, c. q. f. d.

(Recu par la Rédaction le 9. 2. 1931).

Une remarque sur les séries
par
S. KACZMARZ (Lwéw).

Le but de cette note est une extension des deux théorémes
sur les séries, dis a M. Szpon?). Ces théorémes sont valables
pour les séries dont les termes appartiennent i un champ du
type (B), c’est A dire & un espace vectoriel, complet et normé.

Considérons un champ du type (B) et soit {a ] une suite

n
d’éléments de ce champ; posons s, =2 a,.
‘ 1
Les théorémes suivants sont connus:?)

A. Si la suite des moyennes arithmétiques de la série
2 a,

est bornée, sufvant la norme, pour toute suile numérique {4 | con-
vexe et tendant wers 0, alors les moyennes arithmétiques de la

série
2 a;
sont aussi bornées.

B. Si, pour toute suite numérique monotone et tendant vers 0,
les moyennes arithmétiques de la série

2 a

sont bornées, il existe une constante K telle que
Is.l< K.

Nous allons maintenant prouver que le théoréme est aussi
valable si nous remplagons dans 'hypothése et dans la thése du
théoréme A les termes ,la suite des moyennes arithmétiques®
par ,la suite des sommes partielles*. Pour ce but nous avons
besoin du lemme suivant:

1) S. Szidon, Math. Zeitschr. 10 (1921) p. 121
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Lemme. Etant donné une suite {b,} telle que
bn >0, b "——>0,
on peut trouver une autre suite {c,} telle que
b, <c,c,—0, 4%¢, > 0.
En effet, soit n, tel que

bn<—/1<— pour n > ny;

2
osons €, = —et, pour n, < n<mn,,,
P T % % 1

1 2 2 1
°ﬁm+(z'm)nk+l_nk("k+l n)s

la suite {c,}, qui est une majorante pour {b }, est convexe.
Théoréme 1. Si les sommes partielles de la série
2y
sont bornées pour les suites numériques {A,} tendant vers O el con-
vexes, cest a dire telles que
4 lnzln + j'n—|-2 - 22":.—1—1 >O’
alors on a m
12 g l|<K,
et réciproquement. 1
Démonstration. Supposons que
lim|s.]=+ 0.
Il existe alors une suite d’indices n, telle que
Sy
Soit {6} une suite de nombres positifs, tendant vers O et
vérifiant 'inégalité
Ly
ng
e 0 ot veiont Finggalite ) oM tendant
b, <4,

En posant yk=—}1—, on a

— 00 .

n n '
=Y 1
=2 aqlu=2s, Ju+ s:l Bty s
1 1
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D’aprés I’hypothése
s SI]; 1<K,
donc

s <K, (=10 + Kyt <2 Kty -
Posons n=n,—1; on aura alors
[5p, I <2 K VTs, ]
Is, | <llaz I+ 2K, V]s, |-

D’autre part,
12, 0| <2K, ,  lay|<2K;u, .
donc L
s, | <4K\T5] »
c’est & dire
s, 1 <I6K7,
ce qui contredit la formule ||s, | — co.
Réciproquement, si
Is, <K,
on a
n
5:, =_1§Jsk¢ﬁ-k—l- Sptnis
‘ s, | < K2, .

Généralisons maintenant le théoréme B pour les méthodes
sommatoires de Torpurz. Envisageons, pour les séries {a,}, un
tableau sommatoire (7) jouissant des propriétés:

1°a,, = 0 pourk >g,, la, 1 <L,
2° z]’1:‘:31 a; ,=1.

Théoréme 2. Supposons que, pour foute suite ., mono-
tone et tendant wvers 0, il existe une constante K, telle que

(T 2o, 2| < K,

{en d’aulres iermes, que

9i
| X a e l<K, (i=1,2,...
1

alors il exisie une constante K telle que
12/ a ) < K.
1

Studia Mathematica. T. IIL 7
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Le théoréme réciproque est vrai silaméthode (7°) est permanente.
Démonstration. Nous démontrerons d’abord qu’il existe
une constante X telle que, pour toutes les suites 4, ol 4, <1, ona
() 2 e, X <K
Supposons qu'il n’en soit pas ainsi; il existe alors, pour
tout M >0, une suite monotone 4, (M) et un nombre p (M) tels
que

q
HZ(IM;{ (M)'ap,k“>M’ 9=l p ()
1

Définissons & présent, pour tout n naturel, la suite {4}
(k=1,2,...) et les nombres p (n), ¢, > 0 de telle fagon, que l'on ait

a) Zl<1,

b) | =, ="5(),
=n--1 Cir=1

ot (Tp) 31gmﬁe la transformée par la p-iéme ligne du tableau (T),
Tos(n) . n-—-l s (i)

1,
) E‘LZ 2, @ (n), Wl>nt 2“‘”2 a, 4 Qs (my, wl-

n k=1 i=]1 z k=1

Cette construction est possible; supposons, en effet, que
nous ayons déja défini {4;} et ¢, pour i=1,2,... n. Désignons
par ¢, , un nombre tel que ,

1 @ 1
7+1%’|laklt<§, Cpp1 > 1%
n
et par {l,':'H} une suite vérifiant la condition c); il suffit, d’aprés

I’hypothése, de poser

n s (i)

M=cn+](n+1)—[—cn+l 2 .S

i+1 ¢ k=1

posons ensuite

/'k =

sr-D<kLs®).

b5
[ 2%

3]

On a d’une part

1,<1,
lf%dl‘>o
dh, = 1
!—— +Z A%
¢ r+1 1
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et d’autre part

0 X © 1 s (3) ]
‘/_/a]c/"]cz:z’"——y: ak’(’
1 1 %1

done
(Tp(n)) 2 al,=A+B+C,
1

s(n)

:_Zak G, ke,

n——ll s(f)
522_2%&%(“), )
1 Cz 1
co s{n)
C=(Tp(n)) yak e
n+1 x 1

D’aprés les propriétés a) b) ¢) on aura alors

Tp () Za,2)>~-1,
c’est a dire

lim |[(7) Yo, 2| < K,

ce qui est impossible d’aprés I'hypothése. Il existe donc une con-
stante K vérifiant l'inégalité

(T 2 1 < K.

Passons maintenant a4 la démonstration du théoréme. Soit
k=1 pour k<n,
A,=0 pour k>n.

On a, d’aprés ce qui précéde,

;izakap,k‘§|<K-
1
La propriété 2) du tableau sommatoire (7') et linégalité

précédente donnent
| 2| <K

Le théoréme réciproque est évident.
Application. On sait que la série trigonométrique

€0
1) 2k cosnx,
1



100 S. Kaczmarz.

ol A 0, 42) >0, est une série de Fourer. Nous démontrerons
qu’il existe une série du type (1) pour laquelle

27
@ Ii—n—lf[sn(x)ldx=+oo.

Dans le cas contraire, on aurait

ﬁsn(x)ldx <K,

donc, suivant le théoréme 1,

27

f]Zcosnx|dx<K,

0

contrairement au fait bien connu, que

2z
f|2cosnx|dx=0(lgn).
0

I existe alors une série (1) possédant la propriété (2), bien
quelle converge vers une fonction nonnégative pour tout x sauf
x=0,2mn.

(Regu par la Rédaction le 10. 3, 71937).

Uber metrische Gruppen

von

S. BANACH (Lwow).

Die vorliegende Arbeit hat zum Gegenstand einige Sitze
betreffend Riume vom Typus (G); Riume dieser Art bilden einen
Sonderfall der stetigen Gruppen. Wir nennen namlich eine gege-
bene Gruppe X einen Raum wom Typus (G), wenn sie ein me-
trischer vollstindiger Raum ist und dabei die folgenden Bedin-
gungen erfiillt (¢, 5,CX (n=1,2,...) und @, b6 CX):

n?

1) Aus a,—a, b,—b fogt a,b,—ab;
2) aus a,— a folgt an—l—» a o).

Es ist klar, daf} der so erklirten Klasse von Riumen im Beson-
deren die Rdume vom Typus (B) angehdren, wenn man sie als
Gruppen in Bezug auf die Addition betrachtet; diese Klasse ent-
hilt auch die unten erwihnten Riume vom Typus (F), wenn wir
wieder in ihnen die Addition als Gruppenverkniipfung erkléren.

Wir beweisen zuerst, dal jede Untergruppe eines Raumes
vom Typus (G), welche in Bezug auf ihn die Baresche Bedingung
erfiillt, entweder eine Menge von erster Kategorie oder eine zugleich
offene und abgeschlossene Menge ist. Aus der Bemerkung, dafl
in jedem metrischen Raum eine BoreLsche Menge in Bezug auf ihn
(und sogar in Bezug auf jede in ihm enthaltene Menge) die Barre-
sche Bedingung erfiillt, bekommen wir als eine spezielle Folgerung

“eine Verallgemeinerung der so genannten Resonanztheoreme, welche

bisher nur im Falle der Riume vom Typus (B) bekannt waren,
auf .den Fall von allgemeinen zusammenhingenden Riumen vom
Typus (G). Wir beweisen weiter, dafl eine multiplikative in einem
Raume vom Typus (G) erklirte und in Bezug auf ihn der Bame-

! Vgl. F. Leja, Sur la notion du groupe abstrait topologique, Fund.
Math, 9 (1927) p. 37—44.





