1
Sur lintégrale ff(x-l—t) +f(:_t)"2f(x) di
b

par
S. MAZURKIEWICZ (Warszawa).

MM. Harov et Lirmiewoop ont démontré lexistence d’une
fonction f(x), continue, périodique et telle que l'intégrale
1
O ff(x'i‘t)“{"f(*:“t)_Qf(x)dt
i)
diverge pour presque tous les x?).

Je vais démontrer que Fon peut supprimer dans cet énoncé
le mot ,presque®. Plus précisément: soit @ Pespace de fonclions
continues de période 1, la norme étant définie par I'égalits ||f|
= Max|f ()| pour 0Lt 1. Lensemble N de tous les fe @, telles
que lintégrale (I) diverge pour tfoute valeur de x, est de deuxiéme
catégorie dans @, son complémentaire ® — N étant de premiére
catégorie.

La méthode est celle de Banacn- Saks-Stemnaus, un peu mo-
difiée 2).

) Soit & un nombre naturel >97. On a
3L+ea, B, 7.+,
@ =3 Toem T ek

[, —~entier; ¢ =0,1,2; 8 =0,1... 31; 7.=0,1... k2—1.

') Hardy-Littlewood, Proc. London Math. Soc. 24 (1926) p. 211—
246, en part. p. 234—237.

%) Banach, Bull, Sc. Math. (2) 50 (1926) p. 27—32. Saks, Fund. Math.
10 (1927) p.186—196. Steinhaus, Studia Math. 1 (1929) p. 51—81. Mazur-
kiewicz, Studia Math. 3 (1931) p. 92—94.
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. 1
Définissons la fonction continue f, (x) de période 7 par la

tabelle

@, [ Ve fi (%)
0,1 0
2 11,2...30 1
» 0, 31 {1,2...4&*-2 3
» 0 0 34,
, . Fr—1 3-24.
» 31 0 1+24,
» » k2—1 3-34,
. . m m+1 . .
Désignons par I Pintervalle F< L - x Stant fixé,

L . 1 2 3 4
désignons respectivement par H,f, ) H,i ), H,fl ) an) les ensembles

de points £ tels que 'on a respectivement:

¥)] tel , f,(x+H>1,
3 tel , fo(x+DH>1,
4 tel , fx+9H>1,
5) tel , fi(x+H=f (x—1)=0.

D’aprés la définition de f, (x), on a (en désignant par [A]
la mesure de ’ensemble linéaire A):

w1 1 1
©) =3 mE~ e
1
@ H | =H <gpmo
1
(4)
® H | >57-

Soit d’abord £, (x)=0; Vexpression fHlx+D+f(x—1)
—2f,(x) est alors >0 pour tout £ et > 1 pour t¢ Hmm. Donc, pour
m=1,2...,

m—+1

]"k(x—l-t)-l-fkix-—t)—ka(x) . fdz,‘>

H)
m

2 1

k
O m+1"4k?

€|5%

1
T 4(m+1)’
8*
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1

FE G x—0—2F (x k-1
(lo)ffk( +8)+f. (x—1) fk() 1{ 11 k+1

ot 4 2
z3
Soit f, (x) > 1; Pexpression f, (x+ D+ f,(x=)—=2f, (x)est
< -2 pour teHm , <0 pour tel - (Hn(xz) +H,("3)), enfin < 4

pour f€ HS) + HE:). Donce
m+1

(n)‘fgﬁ@+ﬂ+ﬁ??0—2ﬁbﬂﬂ

o[ afdqfd

m H®) H(z) H(3)
k2 m
2k 1 8k 1 2 m+1). 1 1
<"m+1'f«;7<‘2 7'48/&“( 5T %m | mr1 " 3(mt1)
1
fer )+ x—D-2/() 1k 1
12) f ; dt < 321
"‘ <—-—1og k—2|—1.

Soit enfin 0 < f, (x) < 1. Deux cas sont possibles: a) 8=,
=0 et b)) g, =7, =k*—1
A cause de la symmétrie, il suffit de considérer le premier

cas. On a, pour% < t<%,
SIx—l— 96 3L+2 96k+1 3L+2 k-
(13 =5 T <FTi<T3m TToek <3k ' %6k
(14) | et 9=3,
@15) f+d+fx-D-2f(x)>3-2=1,
1 1
& B
+D+fx—D—2f(x) dt
qo  [REHOTAET0ZG , fd

1
Tt

Donc, quel que soit x, on a I'une au moins des inégalités
(10), (12), (16). Définissons les ensembles up, V(‘Z i=1273)
de la maniére suivante: U." est Pensemble de tous les fe @
telles que Pon a, pour tout x, I'une au moins des inégalités
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T
17 ff(x-i—t)-]—f(:;—t)—?f(x)df >1
a8) ,f}(x+t)+f(;~i)—2f(x)dt >1.

Ukm est Pensemble de tous les f¢ @ telles que 'on a, pour
tout x, 'une au moins des inégalités

19) ‘fﬂx+ﬂ¥f$—0—2f&)>a
=
(20) ff(x+z)+f(x H—=21(x) >2.

U est 'ensemble de tous les f¢ @, telles qu'il existe un
F*e UP satisfaisant a linégalité

fo e L
Enfin
22) A i (i—=1,2,3..).
k=n

Soit fe @, n un nombre positif. Il existe un polynéme trigo-

nométrique ¢ (x) (en sin 27 x, cos 27x) tel que ][f—q|\<—g—
Soit ¢=Max.|q’ (x)| et considérons la fonction
23 RW= qW+FAE (k>97);

on a |f—r| <7, eton vérifie immédiatement, en partant de (10),

(12) et (16) que r,€ U pour
sl5+)
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il en résulte que Vnm est dense dans @. Donc V"(3) est un ensem-
ble ouvert dans @ et dense dans @ et I'ensemble
Ty e

(25) D — ]Z |74
est de premiére catégorie. D’autre part, si Pon a (21) et si f*
satisfait & (19) resp. (20), alors f satisfait & a7 resp. (18). Donc

@0
UIEB)C ul, V@ cv®, Enfin, sife HVnm, alors on a pour tout

n=1
x et pour une infinité d’entiers k P'une au moins des inégalités
(17), (18), — lintégrale () ne saurait donc é&tre convergente pour
aucun x. Il en résulte

(26) o—Nco—jjvPco-FIV®,

n=1 n=1

c. 3 d. ®— N est de premiére catégorie, c. q. f. d.

(Recu par la Rédaction le 31. 3. 1931).

Sur les séries dont les termes sont des variables éventuelles
indépendantes

par
M. PAUL LEVY (Paris).

Introduction.
§ 1. Notations et remarques préliminaires.

Nous désignerons par x;, X,,..., X,,... des variables dé-

pendant de lois de probabilité indépendantes les unes des autres;
par S, la somme x,+ x,+... +x,; par G {x} la valeur probable
de x, et par D {x} celle de [x—& {x}]]2; par £ {E} la probabi-
lité d’un événement £; par & {E, E'} celle de la réalisation de
E et E'; par R1{E} la probabilit¢ que E soit réalisé pour une
infinité de valeurs de I’entier n.

Rappelons que, si les probabilités & {£} sont indépendan-
tes, R{E} est égal 3 0 ou 1 suivant que la somme X2 (E |
est finie ou infinie, toute autre valeur étant exclue. Ce résultat
est dd & M. Emwe Borew.

La loi de probabilité dont dépend une variable x étant dé-
finie par la fonction des probabilités totales
1) FE=2{x<§},

il y a lieu, aux points de discontinuité de cette fonction, de di-
stinguer les deux expressions

® [ lim FE-)=2 (x <&,

| lim F ¢+ 8)=2 (x< &)

(= désignant un infiniment petit positif). Toutefois, pour simplifier
les formules, il nous arrivera d’employer la notation (1) pour dé-
signer indifféremment l'une ou l'autre des expressions (2) ou
n’importe quelle valeur intermédiaire. Il en résultera que certaines





