Zur Theorie der impliziten Funktionaloperationen

von

M. KERNER (Warszawa).

Die vorliegende Arbeit ist einigen Fragen tiber Operationen
in abstrakten Riumen gewidmet. Obwohl ihr Hauptgegenstand
die Untersuchung von impliziten nichtlinearen Operationen ist,
enthalten zwei erste Paragraphen einige Uberlegungen, die auch

in anderen Gebieten der allgemeinen Analysis Anwendung finden
kénnen.

§ 1. Lineare Operationen.

In diesem Paragraphen kommen im allgemeinen zwei ab-
strakte Elemente P und X vor. X gehért einem Banacuschen?)
(linearen, normierten und wvollstindigen) Raume, und P allgemei-
ner einem mefrischen Raume an.

Es sei F(P,X) eine Operation, die jedem P einer Umge-
bung eines bestimmten Elementes P, und jedem X ein Element
eines (im allgemeinen vom X-Raume verschiedenen) Banachschen
Raumes zuordnet. Wir setzen voraus, daB F(P,X) inbezug auf
X linear und inbezug auf P fiir P, stetig ist.

Dabei ist als linear eine Operation bezeichnet, die additiv
und stetig ist.

Fir jedes P existiert eine solche positive Zahl m, die von P
abhéngen kann, daff fir alle X die Ungleichung

1#®BX)I<m. | X]

') Fundamenta mathematicae 3 (1922) p. 133—181.
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gilt?). Es sei m;(P) die kleinste Zahl m, die diese Ungleichung
erfiillt. Dann haben wir

(D) 1FP,X) | < m (Py | X].

Das numerische Funktional m,(P) von P nennt man oft die

Norm der linearen Operation F (P, X) fiir ein gegebenes P. Man
kann auch m(P) definieren als das Maximum von F(P X) in

der Einheitskugel des X- Raumes, das helﬁt fir alle X, die dle
Ungleichung

2 1XI<1
erfiillen.

Der Gegenstand dleses Paragraphen ist die Untersuchung
des Funktionals m;(P) im Punkte P, und seiner Umgebung.

Mit K (P,,r) bezeichnen wir eine Kugel im P-Raume, deren
Mittelpunkt in P, liegt und deren Halbdurchmesser gleich rist. Mit
sup,m;(P) und infm,(P) bezeichnen wir die obere und untere
Grenze von m,(P) in der Kugel &K (£, ). Dabei lassen wir eine
unendliche obere Grenze zu.

Es gilt fir jedes r
(3) inf, m (P) < mp(P) <sup,mz(P).

Es leuchtet ein, dafl inf m,(P) eine wachsende und sup, m(P)
eine abnehmende Funktion von 1/r ist. Nach (3) besitzen beide
Grenzen fiir r— 0. Bezeichnen wir diese mit m (7)) und ;F(P0 ,

so gelten die Ungleichungen
(4) 0 inf m(P) <mg(Fp) < mp(Fy) < mp(P) < sup, mp (P)<o.
Hier sind my(#) und my(P,)) der untere und obere Limes von
my(P) in Fy.

Man kann leicht folgende Beziehungen verifizieren:
G My (P < mp(P) + mg (P
(6) ;n—up(Pu)n—-'al-;p(Po)

% Banach, loc. cit., p. 153, Lemme 3.



158 M. Kerner.

Satz 1. Unter obigen Voraussetzungen iiber F(P,X) ist
das Funktonal m.(P) in P, nach unten stetig:

@ me(Py) =mp(F) .
Beweis. Ware es
my(P)) < m(Fy),
so wahle man eine Zahl &, fiir die
@® m,(Py) <k <mp(Fy);
nach (4) ist dann fiir jedes r
inf m, (P) <k.

In jeder Kugel 9((P0,—r11—) kann man ein Element P finden, das

wir mit P, bezeichnen, fiir welches

mp(P) < k;
nach der Bedeutung von m,(P) ist fiir alle X der Kugel (2)
) 17&, X)|<k.
Da aber

lim P =P,

so folgt aus (9) und aus der Stetigkeit von F(P, X) fiir jedes X
der Kugel (2)

1F(P,, X)| <k,
und daraus :

m (P <k,

was der Ungleichung (8) widerspricht. Damit ist der Satz bewie-
sen worden.

Im allgemeinen ist m; (P) nicht nach oben stetig, wie es an
einem Beispiele gezeigt werden wird. Es gilt jedoch der

Satz 2. Unter obigen Voraussetzungen iiber F (P, X) ist
der obere Limes my(Py) von my(P) im Punkte P, endlich :
(10) mp(P) < oo .

Beweis. Wire es '

my(P)=c ,
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so hatte man nach (4) fiir jedes »

supr’n)?(lj)——“cD .

. 1
In jeder Kugel &K (PO,—n~) kann man ein Element P finden, das

wir mit P, bezeichnen, fir welches gilt

@11) m,(P)>n.
Da
lim P =P,

so folgt aus der Stetigkeit von F(P, X) fir jedes X
lim F(P,X)=F(P, X).

Aus einem Satze von Herrn Banacu %) schliet man, daB es eine
positive Zahl m gibt, derart daf

1£@,, X< m ]| X]|
fiir jedes n, oder, nach unserer Bezeichnung,
my (P)<m,
was der Ungleichung (11) widerspricht.

Der bewiesene Satz kann auch so ausgesprochen werden:

Satz 2'. In einer hinreichend kleinen Umgebung von P, ist
my (P) beschrdnkt.

Oder genauer:

Satz 2. Fir jede Zahl m > my (P,) kann maneine Um-
gebung von P, finden, in der

my(P)<m.
In dieser Umgebung gilt die Ungleichung
1FP X< m | X].

Als eine unmittelbare Folgerung aus dem Satze 2 beweisen
wir den

Satz 3. Ist die Operation F(P,X) linear inbezug auf X
und stelig inbezug auf P fir P=2F,, soist F(P, X) stetig in-

%) Loe. cit., p. 157, Théoréme 5.
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bezug auf P und X (zusammengenommen). fiir P==F, und je:
des X. ) . ‘

Beweis. Es sei X ein bestimmtes Element des X-Raumes
und X' ein beliebiges Element desselben Raumes. Dann ist

|F(PX)~F Py X)| <IF B, X = X)|+|FP,X)—F (P, X)|.

Es sei m eine Zahl, die groBer als.m, (P) ist. Wir wihlen eine
positive Zahl ¢ derart, daBl fiir

(12) |P—Py| <o

der erste Ausdruck rechts kleiner als m.||X — X|| wird (was
. nach dem Satze 2/ méglich ist), und der zweite Ausdruck klei-
ner als &2 (was der Stetigkeit von F(P,X) halber méglich
ist). Gilt' (12) und auferdem noch

7 &€
X —Xl<5 .
so hat die Ungleichung
|FP,X)—F (P, X)|<e

statt, womit der Satz bewiesen worden ist.

Ich bringe ein Beispiel, aus dem es einleuchtet, daf} es wirk-
lich Ogerationen F (P, X) gibt, fiir die m(P) nicht nach oben

stetig ist, also
(13) L mp(P) <my(P).

Es werde als P eine relle Zahl p, als P, die Zahl 0, als X eine

im Intervalle 0 {7 <1 definierte Funktion x(¥ vom summierbaren
Quadrate gewahlt. Es sei ferner fiir 0 <|p| <1

1

(14) F[p,x(i)]=2t.a[sinntEﬂlﬂ.’x(t)dt,
und
(15) FI0,x()]=0.

Hier bedeutet £ 1—:—;‘ die gréBte ganze Zahl, die ll—l nicht iiber-
P

schreitet. Das Integral in (14) ist ein Fourrscher Koeffizient von
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x (), der mit|p|gegen Null strebt. Also ist F [p, x ()] fiir jedes
x () und fiir p=0 inbezug auf p stetig. Es ist auch inbezug auf
x () linear. ‘

1

Ich behaupte m,(p) :\“5 fir p £ 0. Denn es folgt aus der

Scuwarzschen Ungleichung

1 21 1
. 1 :
[fsm:fttEw.x(z‘) dt} <fsin‘-’:zr z.‘E—L’a’t-fx2 (%) dt
b Pl y el =)~ ’
oder .

/sinntE»—.x(t) dt

1 1
4 || 2

V2
und, da |2¢|==1, so ist nach (14) fiir p &0

<= [x@],

1
(16) ||F[P,x(i)]||<7§'1§x(i)i|-
v
Anderseits, erhilt man fiir x (f) =sin % tEI—};I, also fir || x ()| =:/% )
\F \_p, sinniEﬁ] =

Daraus folgt, daB man in (16) die Zahl 1/y2 durch keine kleinere
ersetzen kann. Damit ist bewiesen worden, daf} wirklich fiir p &0

Daraus folgt, daB m(0) =1/y2. Da nach (15) m, (0)==0ist,
so gilt die Ungleichung (13).

Dagegen gilt der einleuchtende

Satz 4. Ist jede beschrinkte Folge des X-Raumes kompakt*),
so ist unter obigen Voraussetzungen iber F(P,X) das Funktional
mg(P) in P, stetig.

Um diesen Satz zu begriinden, geniigt es nach dem Satze 1
die Gleichheit
a7 my (P =mz(F)

zu beweisen.

4 Fiir einen solchen Raum gibt es eine endliche lineare Basis. Vgl
Riesz, -Acta mathematica 41 (1916) p. 77—79.

Studia Mathematiea. T. 1L 11
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Beweis. Wire es

mp.(P) <mg(P),
so wihle man eine Zahl %, fiir die
(18) mp(P) < k< mp(Py).
Nach (4) ist dann fiir jedes

sup, mp(P) > k.
In jeder Kugel SJ((PO,%) kann man ein Element P finden, das
wir mit P, bezeichnen, fiir welches

mp(P)> k.

Also gibt es fiir jedes n ein Element X, der Einheitskugel (2)
des X-Raumes, fiir das

19 1@, X)> k.

Die beschrinkte (also kompakte) Folge X umfafit eine konver-
gente Teilfolge X, , die gegen eine Grenze X strebt. Dann ist

lim P, =P,
imX =X.

Nach dem Satze 3 ist F(P,X) fir P, und X stetig, und es folgt
aus (19)
|F By, X) | >k.
Da X der Kugel (2) angehért, so folgt
mp (Pg) >k,
was der Ungleichung (18) widerspricht.
Wir bemerken, daB man in allen Beweisen dieses Paragra-

phen voraussetzen kann, daB F von einigen Elementen PQ,...
fir £, Q,,... stetig abhingt. '

§ 2. Differenziale und die Lipschitzsche Bedingung.

In diesem Paragraphen betrachten wir eine Funktionalope-
ration F'(P), die einem Elemente P eines Banacuschen Raumes

Implizite Funktionaloperationen. 163

ein Element eines ebensolchen Raumes zuordnet. Wir setzen vo-
raus, dafl F(P) in der Umgebung von P, ein szferenzz'al‘ be-
sitzt. Ich errinere an die Definition des Differenzials nach Herrn
FrécHET %) :

Gibt es eine lineare Operation W (X) derart, daf

IF(P+ X)—F(P)-w(X)]

I
mit || X| gegen Null strebt, so heifft W (X) das Differenzial (die
Differenzialoperation) der Operation F(P) in P.

Das ist eine Operation, die von Pund X abhingt. Wir be-
zeichnen sie (anders, als Herr Frécuer) mit

(20)

(1) dF (P; X).

Wir setzen noch voraus, dafl sie in P, inbezug auf P stetig ist.

Die Operation dF (P ; X) erfiillt alle Voraussetzungen, die
im §1 iiber (P, X) gemacht wurden. Wir kénnen auf dF(P; X)
alle Uberlegungen des § 1 iibertragen. Doch ist zu bemerken,
daf} jetzt die P-und X-Riume zusammenfallen (und beide Ba-
NacHisch sind) .

Insbesondere kénnen wir fiir (21) ein Funktional m i (P), und
beide Limites, m . (F)) und m (&), bilden. Dann gilt die Be-
ziehung
(22) 0 < myp (P =mye (P) <myp (Pp) < 0.

Ist jede beschrankte Folge des P-Raumes kompakt, so soll auch
das vorletzte Zeichen ein Gleichheitszeichen sein.

Um den Ergebnissen des §1 wichtige Eigenschaften der
Operation F'(P) entnehmen zu kénnen, werden wir den folgenden
Grundsatz beweisen:

Satz 5. Gilt fiir eine positive Zahl m und fiir jedes P einer
konvexen Menge des P-Raumes die Ungleichung

(23) |dF (P; X) | < m | X],
so gilt auch fir jedes P und P’ dieser Menge die Ungleichung

249 |FPY=FP)<m | P'=P|.

% Annales de I'Ecole Normale Supérieure III 42 (1925) p. 293—323.
11*
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Als konvexe Menge bezeichnen wir, wie gewdhnlich, eine
Menge, die mit den beiden Endpunkten einer geraden Strecke
immer auch die ganze Strecke enthilt. Beispiele: gerade Strecke,
Kugel, der ganze Raum.

Beweis. Wir nehmen an, dafl die Voraussetzungen des Sa-
tzes erfiillt sind. Ist die Behauptung nicht richtig, so gibt es
zwei Elemente P und 2 der konvexen Menge, fiir die

(25) \F(PYy=FP)|>m.|P—P|.

Wir wollen aus (25) auf einen Widerspruch schlieflien.
Es sei m' > m eine Zahl, fiir die (25) noch erfiillt _bleibt:

(26) |FPY=F(P)|>m' .| P = F|.

Den reellen Zahlen u des Intervalls 0 Cu <1 ordnen wir °

Elemente P+ u (P —P) zu. Damit ist eine gerade Strecke gebil-
det, die P und P’ verbindet, und daher in unserer konvexen
Menge liegt. Jeder Zahl u desselben Intervalls soll weiter das
Element

27) Flu)=F[P+u(P'—P)]

- zugeordnet werden.

Man iiberzeugt sich leicht, daf} fiir

0Ly, <y <uy <1

aus den Ungleichungen

(282) 1F ()= F )| <m' . (uy—u).| P~ P|
(28b) PACARS F(u2)|\< m' . (uy—uy) .| P~ P|
die Ungleichung

(80  |Fla)-Fa)|<m - (a-u).|P'~P|
folgt. .

Jetzt bilden wir eine Intervallenfolge I =(a,, ) mit fol-
genden Eigenschaften:

1° Jy=(0, 1),

2° 5‘7+ bezeichnet ein der zwei Intervalle, die aus 3 durch
Halbierung entstehen,

3° fur jedes n ist

(29) |F()~Fa)|>m .(b,~a).|P'~P|.

Die Moglichkeit der Bedingung 3° genugzutun 148t sich fol-
gendermaflen begriinden. Erstens gilt die Ungleichung (29) fiir
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n==0, weil sie nach (27) mit (26) iibereinstimmt. Dann, gilt sie
fiir ein bestimmtes n, so muf} sie fiir eines der zwei Istervalle
gelten, die aus J durch Halbierung entstehen. Denn anderfalls

miiBiten fiir beide Teilintervalle die Ungleichungen (28 a) und (28 b)
erfiillt sein, und daraus kénnte man fiir I die Ungleichung (28 c)
schlieBen, was (29) widerspricht.

Aus 2° folgt, daBl I eine abnehmende Folge von Inter-

vallen bildet, deren Lange 1/2" gegen Null strebt. Es gibt eine Zahl
¢ (0 <Lc<1), die allen Intervallen J, angehort.

Fiihren wir in (20) das Element P— P+ ¢(P'— P) anstait P,
und v (P’ —P) anstatt X ein. Aus der Definition des Differenzials
folgt, dal es eine solche positive Zahl ¢ gibt, daB fir [v|<d
die Ungleichung

|FIP+o (P ~P)=F[P|-dF[Piw(P'=P)) _ ,
[l TP =P s

erfiillt ist. Nach (27) folgt daraus

|Fe+v)=FQ@I<|dF[P;v (P =P)]|+(m ~m).|v|.| P~ P,
und nach (23)
(30) |Fcta)=F@|<m' . |o|.|P—P]
fir |o| < d.
Fiir hinreichend grofles n liegt das Intervall & im Intervalle '
(c—0, ¢+ d). Genauver:
c—d<a <cLh, < c+d.

Nach (30), wo man der Reihe nach v=a,~c und v=6,—¢c
einsetzt, gilt

|F(c)=F(a)|<m . (c—a,).|P'~P,

|F@&)-Fll<m . (b,—¢).[P'=P[,
und daraus, wie (28¢) aus (28a) und (281), folgt

|F()-Fla)|<m . (b,~a).|P"—P|,

was der Ungleichung (29) widerspricht.
Damit ist der Satz bewiesen worden.
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Die Ungleichung (24) kann man als eine Art Lipschitzsche
Bedingung betrachten. Der Satz selbst entspricht in mancher
Hinsicht der Formel des endlichen Zuwachses einer Funktion.

Mit dem Satze 2° des § 1 zusammengesetzt liefert der Satz
5 den

Satz 6. Besitzi F(P) ein Differenzial in der Umgebung von
P,, das fir P, in bezug auf P stetig ist, so gibt es eine Umge-
bung won P, und eine positive Zahl m, fir die die Lipschitzsche
Bedingung
(31) |FPY-FP)|<m.|P =P
erfiillt ist.

Oder genauer, nach dem Satze 2'':

Satz 6. Unter den Voraussetzungen des Saizes 6 gibt
es fiir jede Zahl m > m(P,) eine Umgebung won Py, in der (31)
gilt.

Bemerkung. Die Uberlegungen dieses Paragraphen lassen
sich auf den Fall verallgemeinern, wo /' von zwei Elementen P
- und Q abhingt. Dabei sollen P und F(P, Q) Banacuschen Riu-
men angehdren, Q kann ein Element eines beliebigen metri-
schen Raumes sein. Dabei soll F(P, Q) ein partielles Differenzial
d, F(P,Q; X) besitzen, wenn Pund Q in gewissen Umgebungen von
P, und Q, liegen. Dieses Differenzial soll fir P==P) und Q=Q,
inbezug auf P und Q stetig sein.

In dem Satze 5 kann auch F von P und Q abhingen. Psoll
einer konvexen Menge des P-Raumes angehdren. Dabei beeinflufit
die Anwesenheit von Q weder den Satz noch den Beweis. Die
Liescrirzsche Bedingung hat die Gestalt:

(CR) IFP,Q-FPQI<m.[|P—P.

In den Sétzen 6 und 6" ist die Lipscuirzsche Bedingung (317)
erfiillt, wenn P einer passenden Umgebung von Py, und Q einer
von Q, angehért.

§ 3. Implizite Operationen.

In diesem Paragraphen bedeutet P ein Element eines Ba-
NacHschen, -Q — eines beliebigen metrischen Raumes.
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Satz 7. 1° Ordnet die Operation F(P,Q) jedem P einer
Umgebung wvon Py im P-Raume und jedem Q einer Umgebung
von Q, im Q-Raume ein Element des P-Raumes zu,

2° gilt F(P, Q) =0,

3° ist F(P,Q) fiir gewisse Umgebungen won P, und Q, ste-
tig inbezug auf P und Q,

4° besitzt F(P,Q) fiir gewisse Umgebungen wvon P, und Q,
ein partielles Differenzial d,F(P,Q; X),

5° ist dpF'(P,Q; X) fiir P=P, und Q=Q, stetig inbezug
auf P und Q, '
so gibt es fir jede komplexe Zahl A mit

(32) |21 my 5 (P, Q) <1
Umgebungen won Py und Q,, in denen die Gleichung
(33) P—P=1.F(P,Q

genau eine Losung P= @ (Q) hat. Diese Lésung hat folgende Ei-
genschaften:

a) w(Qo):Po)

b) @(Q) ist stetig.

Beweis. Unter den Voraussetzungen des Satzes gibt es
eine Zahl m, fiir diej '

- 1
(34> mdPF(P(); Qo) <m< m .

Beriicksichtigt man den Satz 6 und die Bemerkung, die ihm
folgt, so kann man eine Kugel K (P,, a) im P-Raume und &K (Q,, b)

im Q-Raume derart bilden, daB fir P, P" und Q, die entsprechen-
derweise diesen Kugeln angehdren, die Lipscrmzsche Ungleichung

(35) IF(P,Q-F(P,Q|<m.|P-P|
gilt. Dabei kann man eventuell b so vermindern, daf8 fir Q, die
in der Kugel K '(Q, b) liegen, die Ungleichung

(36) IF(B, Q)H<%’f- a

gilt, was nach (34) und ‘nach den Voraussetzungen 2° und 3°
mdglich ist.
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Jetzt werden wir beweisen, daB die Behauptung unseres
Satzes gilt, wenn P und Q entsprechenderweise den Kugeln
K (P,a) und K(Q,b) angehdren.

Dazu bilden wir eine Folge der Operationen ¢, (Q), die
folgendermaflen entsteht:

1° fiir jedes Q der Kugel K(Q,, b) sei

(37) cD() (Q) == P(]’
2° fiir jedes Q derselben Kugel
(38) (D,,.H (Q):Po_i_/"F[(D,,(Q)’Q]'

Daf diese Konstruktion immer méglich ist, iiberzeugt man
sich, wie folgt. Erstens, liegt @,(Q) in der Kugel &K (£, a). Dann,

liegt @ (Q) in derselben Kugel,

(39) 12, (Q-Ff<a
so folgt aus (38)

12,2 Q- PI< 4] [ F12,(Q, Q= F15, Al + 4] [ F (B, Q-
Hieraus schlieft man nach (35) und (36)

12, (Q-FlI<|i]. m. |2 (Q-Fl+1—-|i].m).a,
und nach (39)
12, Q-Pl<a

Damit ist gezeigt, dal mit @, (Q) auch @ ,,(Q) in der Kugel
K (P, a) liegt. Also gilt (39) fiir jedes n und die Konstruktion

ist immer méglich.

Nach (37) und (38) ist fiir n=1
QI(Q)"’Q)Q(Q):;{’-F(PD:Q);
12,(Q—-2,(QI<A~[4]. m).a,
und pach (38) und (35)
12,1, Q-2 (Ql<]i|.m.[2,(Q-2,_,(Q)].
Daraus folgt durch Induktion
(40) 19.4:(Q-2,(Q[<A-[4].m).a.|i]".
fir jedes Q der Kugel K(Q,, b).

nach (36)
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Nach (40), unter Beriicksichtigung von (34), ist die Reihe
() 2 Q)+ Q-2 (Q+ ...+ [0, Q=D (D] +. ..

konvergent ). Bezeichnen wir mit @(Q) ihre Summe, so gilt
) lim ©,(Q) =0 (Q).

Aus (38) folgt jetzt, unter Ben‘ickséchtigung der Vorausse-
tzung 3%, fiir jedes Q der Kugel K (Q,, b) :

Q)= Fy+ 1. F[2(Q), Q.

Dabei gehdrt ¢ (Q) nach (39) und (42) der Kugel K (P, a) an.
Also liefert @(Q) eine geforderte Lésung von (33).

Dafl @ (Q) die einzige Lésung von (33) ist, die in der Ku-
gel K (P, a) liegt, falls Q der Kugel K(Q,, ) angehért, schliefit
man, wie folgt. Gibe es fir ein Q zwei Lésungen @(Q) und

@' (Q), so wire nach (39)

O (Q) - (Q)=4.{F[2'(Q),Ql-F[?(Q),Ql,
und nach (35)

|2 (Q -2 QL[4 m [ (Q-2(Q)],
was nach (34) nur dann mdglich ist, wenn
2 (Q-2(Q)]=0,
und beide Lésungen zusammenfallen.

Wir wollen noch die Eigenschaften a) und b) von @(Q)
beweisen. Die Eigenschaft a) folgt aus der Voraussetzung 2° un-
ter Beriicksichtigung der Einzigkeit der Losung. Was die Eigen-
schaft b) betrifft, so ist die Reibe (41) ,gleichmaBig® konver-
gent. Wie im Falle der gewdhnlichen Funktionen, kann man be-
weisen, daB aus der Stetigkeit der Glieder fiir gleichmaBig kon-
vergente Reihen die Stetigkeit der Summe folgt.

Der Satz 7 kann auch folgendermaBen erweitert werden:

Satz 7'. Erfiillen zwei Operationen F(P,Q) und G(P, Q)
alle Bedingungen 1° -——5° die im Saize 7 iiber F(P, Q) woraus-
gesetzt wurden,
so gibt es fir Jedes Paar komplexer Zahlen . und p mit

(43) 4]y p (P Qo)+l my 6 (B Q) <1,

) Vgl. Banach, loc. cit., p. 138—139, Théoréme 8.
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Umgebungen von P, und Q,, in denen die Gleichung

(44) P-Py=4.F(P,Q+u. G(PQ)

genau eine Losung P==0(Q) hat. Diese besilzt die Eigenschaften
a) und b) des Satzes 7.

Die Beweisfithrung unterscheidet sich im wesentlichen von
der des Satzes 7 nicht. Nur soll man anstatt der Zahl m zwei
Zahlen m und m, einfiihren, fiir die

;n-dPF(PO, Qy) <m,
;dpc (Py,Qp < my,
|2 m4|u].m <1.
Anstatt (36) sollen folgende Ungleichungen erfiillt werden:

PR, @ < L Hmluelm

4] ’
G, Q)Hél»_m .m—|ul. m
Als sukzessive Approximationen bildet man
2, (Q =Py,

D, (Q=PFP+4+.F[2,(Q),Q+u.G[2,(Q),Q].

Einen Sonderfall des Satzes 7’ erhalten wir, wenn
;dPG(PD,QO)=O.

Dann hat die Gleichung (44) eine Losung fiir jedes w, z. B. fiir
p#==1. Dieser Fall findet statt, wenn insbesondere die Opera-
tion G von P gar nicht abhingt. Fithren wir die Bezeichnung
G (Q) anstatt P,+ G(Q) ein, so erhalten wir das

Korollar. Erfiillt F(P,Q) die Voraussetzungen 1° —5° des
Satzes 7 und

6° ordnet G(Q) jedem Q einer Umgebung won Q, im Q-
Raume ein Element des P-Raumes zu,

7° gilt G(Q)=~F,,

8° ist G(Q) fiir eine gewisse Umgebung won Q, stetig,

so gibt es fiir jede komplexe Zahl i mit
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(45) |4]. ‘m“dPF(PO, Q) <1,
Umgebungen von Py und Q,, in denen die Gleichung
{46) P=1.F(P,Q)+G(Q)

genau eine Losung P= ®(Q) hat. Diese besitzt die Eigenschaften
a) und b) des Satzes 7.

Ist insbesondere F'(P,Q) linear inbezug auf P, so umfafit
(46) inhomogene lineare Integralgleichungen, die von einem (im
allgemeinen abstrakten) Parameter Q stetig abhéngen. Unser Ko-
rollar lehrt, dafl man fiir solche Gleichungen in einer Umgebung
von Q, eine gleichméBige Beschrinkung der A-Werte erreichen
kann, fir die die Gleichung eine Lésung hat?). AuBerdem hingt
die Lésung von Q stetig ab. Selbstverstandlich folgt der lineare
Fall unmittelbar aus dem Satze 2’ ohne die Uberlegungen des §2
in Betracht zu nehmen.

Zum Schluff beweisen wir einen einleuchtenden Satz, den
man nur als eine andere Fassung des Satzes der gewdhnlichen
Analysis iiber implizite Funktionen betrachten kann.

Satz 8. 1° Ist jede beschrinkte Folge des P- Raumes kom-
pakt,

2° ordnet G(P,Q) jedem P einer Umgebung won P, im
P-Raume und jedem Q einer Umgebung won Q, im Q- Raume
ein Element des P- Raumes zu,

3° gilt G(P,, Q) =0, ,

4° ist G(P, Q) fiir gewisse Umgebungen von Py und Q, ste-
tig inbezug auf P und Q,

5° besitzt G(P, Q) fiir gewisse Umgebungen von P, und Q,
ein partielles Differenzial d, G(P,Q;X),

6° ist d, G(P,Q;X) fir P=PF, und Q= Q, stetiginbezug

auf P und Q,

7° ist die lineare Operation dpG(PyQy;X) eindeutig um-
kehrbar,
so besitzt die Gleichung

) GP,Q=0

") Vgl. Banach, loc. cit., p. 161, Théoréme 7.
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in gewissen Umgebungen von Pyund Q, genau cine Lésung P= (Q).
Diese hat die Eigenschaflen:

a) ¢(Q)=7F,,

b) @(Q) ist stetig. :

Beweis. Bezeichnen wir mit ¥ (Y) die zu d, G (P, Q,; X)
inverse, nach der Voraussetzung 7° existierende Operation. Dann
sind die Gleichungen : o
(48) : Y:dpG(P():QQ;X),

(49) X=w()

dquivalent. Dann ist auch W (") linear ¥).
Setzen wir an

(50) F(P,Q=¥[d,G(P; P~P) - G(PQ)].

Wir wollen beweisen, dal F(P,Q) alle Voraussetzungen des Sa
tzes 7 erfiillt.

Die Voraussetzung 1° des Satzes 7 folgt aus der jetzigen .

Voraussetzung 2°. Die Voraussetzung 2° folgt aus der Vorausse-

tzung 3° tber G(P, Q) und aus der Linearitit von d, G und W,

Was 3° betrifft, so ist nach jetzigem 4° F(P, Q) aus zwei steti-
gen Operationen zusammengesetzt, also stetig. Nach unserer Vo-
raussetzung 5° ist F'(P, Q) aus zwei diffenzierbaren Operationen
zusammengesetzt, also differenzierbar %), womit die Voraussetzung
4° des Satzes 7 bewiesen wird. Man hat dabei %)

(1) dF(PQ; X)=T[d, G(P, Qy; X)1-¥[d, G (P, Q; X)],
woraus nach jetzigem 6° auch die letste Voraussetzung 5° des
Satzes 7 folgt.
Aus (51) folgt, daB
dPF(Po’QO;X)=0)
und daraus

(52) mde (P(p Qo) =0.
Wendet man nach Voraussetzung 1° den Satz 4 auf die Opera-
tion d,F, so folgt aus (17) und (52)

~ EdPF(PO,QO)zo.

§) Vgl. Banach. Studia mathematica 1 (1929) p. 238, Théoréme 7.
%) Vgl. Fréchet, loc. cit,, p. 310-—311. Dabej st fiir eine lineare Ope-

ration ¥ (X) dp U (P; X) = U (X).
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Also gilt die Behauptung des Satzes 7 fiir jedes % und ins-
besondere fiir A==1. Die Gleichung (33), jetzt nach (50)

(53) P_PO::‘w[dPG(Po'Qo?P‘Po)"G(PaQ)]a

hat eine Losung, die die Eigenschaften a) und b) besitzt. Nach
der Bezichung zwischen (48) und (49) kann man die Gleichung
(53) inbezug auf den in den eckigen Klammern enthaltenen Aus-
druck aufldsen. In dieser Weise erhilt man endlich die Glei-
chung (47). :

Damit haben wir bewiesen, daB es in der Umgebung von 2,
und Q, eine Ldsung von (47) gibt, die die Eigenschaften a) und
b) besitzt. :

(Regu par la Rédaction le 74. 4. 1931).





