Une famille indénombrable de continus plans dont
aucun n’est 'image continue d’un autre.

Par

Z. Waraszkiewicz (Varsovie).

1. Introduction. M. C. Kurato wski a posé le probléme suivant:
y a-t-il dans foute suite infinie d’ensenibles un ensemble qui soit l'image
continue dun des autres1)? Je me propose de résoudre dans cette
note le probléme analugue pour les ensembles plans. Je vais montrer
notamment que déja pour les ensembles fermés et méme pour les
continus la réponse est négative: je donnerai un exemple effectif
d'une famille § de la puissance ¢ forinée de continus plans bornés
_dont aucun n'est limage continue dun autre. 11 en résulte & plus
forte raison l'existence des suites infinies de tels continus.

L'idée de la construction est hasée sur le phénoméne suivant
(qui résolte du lemme 2, VI par le passage & la limite, of. 5, XIII):

. . . .
aucune fonction continue qui transforme la courbe y =sin —,
x

0 <x<C1 (y compris son continu de condensation) en elle méme
ne peut transformer en méme temps une suite de points {p,}—>(0, 0)
d’'une fagon hiunivogue en aucune suite partielle de la forme {ps},
ol k> 1, car dans ce cas les images des ares p,p,.; contiendraient
plus d’oscillations que leurs modeles et en conséquence certains arcs
partiels des modéles de longueur infiniment décroissante (tendant
vers un point de I'axe Y) seraient transformés en des ares de lon-
gueur constante (tendant vers un segment de l'axe Y), contrairement
a la continuité de la fonetion. On est donc iei en présence d'un
nouveau invariant des transformations continues;-je me propose de

) Fund., Math, XIV, p. 285. ' #

icm

Une famille indénombrable ... 119

revenir sur lui est d’en donner une étude un peu plus détuillée dans
une autre note, consacrée anx autres problémes qu'il permet égale-
ment de résoudre.

Termes et notations. En dehors des notations topologiques courantes
des Fund. Math, je désigne: par Zy l'arc simple & extrémités z
et y, par A(L) la longueur de l'arc simple L et je pose pour tout
continu péanien C:

A(C) = lim sup A(L) pour tout arc simple L (.
Il est évident que 'on a pour tout C péanien:
1 AC) = 6(C)
(2) pour tout systéme fini des continus C; (i=1,2,..., N) tels que
C= g’ C;on a

1=3

N
A< Y G

2. Quelques théordmes généraux. Etant donnés deux points x
et ¥ d’'un continu M situé dans un espace métrique et compact, on
appelle distance relative entre z et y dans M la borne inférieure des
diambtres des continus M, tels que z + y (C M, %), en formules

oulw, y) =inf (M) or x+yC M, CM

M,, désignant Vespace métrique obtenu de M par le changement
de la métrique ordinaire en celle des distances relatives ¢, ®), M est —
remarquons le de suite — limage hiunivogue et continue (dans un
sens) de M,, puisqu’on a toujours

QM(.’E, y)? Q(""a .‘/)a
de sorte que lim g,(, y) =0 entraine lim o(z, y) = 0.
yx F—>rx

La transformation de M, en M étant ainsi définie, jo désignerai
pour tout N(C M par Ny le ,modele” de N dans M et, réeipro-
quement, pour tout N, My je désignerai par N 1" image“ de Ny
“dans M.

1) 8. Masurkiewicz, Sur les lignes de Jordan, Fund, Math, I, p. 166.
3 P. Urysohn, Mdmoire sur les mutiplicitds cantoriennes I, Verh. Akad.
Amsterdam XIII, No 4, p. 35—42.
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Liopération Ny (N* rel. M de Urysohn) sétant montrée im-
portante en Topologie; surtout dans étude des invariants des trans-
formations continues, je commence par en établir ici quelques pro-
priétés qui sont peut-étre intéressantes par elles-mémes; je me horne
d'ailleurs & celles qui seront utilisées dans la suite.

L. Etant donnée une fonction continue [f(x) définie sur le continu M, .

la fonction
g@y) = [f(O)m pour oye My

est continue sur My.
En effet, svit {(z,),} une suite convergente de points de M, et
%y = lim (2,),. Comme par définition de My: o(x, (T)a) == O (%, %),
Aeoo

on a
) lim gy (2, 2,) = 0.
La fonction f(z) étant continue, la formule (3) entraine
lim guun( /(@) /@) =0, done  im [ flaon =1/, Lot

Lim g ((z.)) = 9 (@), e q f d

IL. Si

(8) M est un continu,

(b) Cy est un sous-ensemble connexe de My,

(¢) f est une fonction continue définie sur M,

(d) Iyomy est une composante de [ f(M)) sy telle queé Ly [£(C)] yan 0,
alors

) - fOCL

En offet, d'aprés I, (a), (b), (c) et, la connexité étant un invariant des trans-
formations continues ¢), V'ensemble [f(C)]sa) est connexe, donc contenu dans une
eomposante de [f(M)]ym). 1l en résulte selon (d) que

®) 7O C Lriaoy.
La transformation de [f(M)la) en f(M) étant biunivoque, (b) implique (4).

IIL, Soit M un continu, D (C M un semi-continu ,arcwise connected®
et f une fonction continue définie sur M. Alors f(D) est un sbmi-
continu jarcwise connected“.

4) Voir par ex, Hausdorff, Mengenlehre, 1927, 8, 198, 3, VL
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Soit en effet z un point de C. On a par définition de C I'égalité
C=23zy donc:

yee

Q =7 37| =3 fen

yecC rec

Or, f(wy) est un continu péanien. Par conséquent f(C), qui est
selon (6) la somme des continus péaniens passant par le point f(z),
#st un sémi-continu ,arcwise connected“, c. q. f. d.

IV. Jappelle. L-composanie de M Vensemble de tous les points
de M qui se laissent joindre dans M deux & deux par des ares
gimples 5),

Si

(a) M est un continu,

(b) C un semi-continu narcuwise-connected” contenu dans M,

(¢) f une fonction continue définie sur M,

(d) I une L-composante de f(M) telle que [ f(C)==0,
alors

SOCL

En effet, P’ensemble f(C) étant, d'aprés III, :a). (b) et (¢), un semi-continu
.arcwise connected, il est contenu dans une L-composante de f(M)et, selon (d),
c’est I qui contient f1C).

V. C élant un semi-continu ,arcwise connected® contenu dans M,
son modele C, est connexe ®).

VL. Etant donnée une fonction continue définie sur un arc simple C
de longueur finie, linégalité 1 <CA[f(C)] < oo implique Uexistence

dun arc simple A C tel que Z(A)=—‘§'T(;—()—G)]—), pendant gue
L)) > 1.
En effet, divisons larc Cen n=E(4[ fiC] arcs partiels C; tels
n— MO
we HD=prrsioyy

4} Je dois cette notion 4 3. A, Lindenbaum. L-composante est aussi la
somme de tous les soys-continus de M ,arcwise-connected“ au sens de M. G. T,
Whyburn sayant un peint commpn,

% et méme ,arcwise.connected®, cur N étaut un arc simple, la transformation
de N én Ny est par définition une hom::‘omorphie (quel que #oit ¥ N).
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D'aprds C= 2’0,, ona f(C) ﬁf C,), e qui entraine selon (2),

la formule n<l(f (C) < A(f(Gy)) —-I—J,(f C)) + ..+ A(S(CY)-
Cette formule implique que l'inégalité 1<CA(f(CL) se préaento

pour un k<n, donc pour un 4= G, e q f d

3. Constructions auxiliaives. Désignons dans le plan z=0
pour tout s=1,2,... par 4,, la courbe

. 7 1 1 45+
I .l/ = 810 (2“'1" i) "i" 5}:':’ - 2&'—-1 pom’ 2"(4“8“’—"‘:”1"" < &r g 1’
s 1 3 1 4543
lV*z L gy <ESg
Posons:
A, =lim 4, ..

C'est done la courbe y =sin (2:»1:—7) ot ; <r<l.

Seit B, la courhe z/-—-lsm 7 -1 our 1<xg1.
: gg—1)" P2

Considérons les suites des points:

i1 1 . (1 3 C
€L = (§+F’ 5) et ('|.f=(§'+“2'mv 7) oit =1, 2.
_ Soient: Cy, la ligne polygonale infinic cy,,, L1y CLay Charen €1y Gty
(G, est done homéomorphe au continu S formé de la enurbe

y= sing ol 0 <x<{1 et de son continu de condensation a ==0,
— IY<<1) ot G, pour s==1,2,... la courbe qui s'obtient de C,

par la translation »' ==, y' =y-+ 2 - . En désiguant par (¢, ,)

i)&*-
l'image de c,,, obteuu par cette translution, soient F{, le segment
b extrémités (¢ )*, (2,)* et F@ rcelui & extrémités (c;,)* et
(er,0)F.

Posona:

)

6= (Co, + FE+FR) + 6,

sl

ol G, est le segment: y =15, :< r< 1,

icm
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En désignant par H, le segment vertical z = I, —-§<y<12

qui passe par les puints initiaux de toutes les courbes 4,,, 4, et G,
posons

-

L= 4+ 4+ B+ C+ Hy.

sl
Pour désigner les mémes constructions, mais faites dans les in-

tervalles {-21—,‘, 2%_3) au lieu de (-21,
dans les symbules introduits le premier indice.
On aura done pour k2= 1:

1.) de I'axe X, nous ferons varier

y==sin (21‘ """" )+ gsos T 2: 51 POUr 21(4 +1) ggt—u

3 453
)+ + . Zs"—'é“‘ o pour 2k<w<2k(48+1)‘

1
]) oir ‘)k Lr<g 2,‘_1)

A

, 1
(7) y= Qsm(
A, _—llmA“(c ad. y__sm() :

§-00

1 1 1
(8) B,: y=§— sin (2,‘ hd 1)——1 pour —2—,;<'—C< =

1 1 . . 1 3
"M=V(§k+ e D) et Cy= ('21+ gifite 7)‘

. . . 7 r ’
Cy1 = ligne polygonale infinie cy1y Chyy Couzr Oxaeress Cupy Criyees

9

F® = segment ¢ extrémités (c,, )1, (6n1)®s

F@ = segment o extrémités (6,20, (a2

v . 3
(10) 6= Y (Cuu-FihA-FiD+ G, ol Gy y=5. 2.+1\x<2.__1.

sl

Posons:

2!—17
(1) s
L =2 4,,+ A+ B+ C.+ Hi,

Sl
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et ajoutons & §I. le segment H, (c. A d. ——;gyg 12) de l'axe
k]

. - " . %
Y, qui contient le continu de condensation de la courbe X I,.
N1

Soit

(12) J=2°: I+ H,.

kel
Pour tout 7> 0 solent: K, le segment x = Q%i? T<y<<10 et
(13) D, ==1lim C,,;

’

c’est donc la ligne polygonale infinie d,,, d,,, d, s dy4,... 00 &, ,=

1 1 . 1 3
=(§+§m, 7) ot d,,= (g,:+2““”“n+k+w 9) pour k=1,2,...

Nous terminons la construetion par une ligne polygonale infinie
(homdiomorphe & S§) et réunissons successivement les extrémités
supél:leures des K,, en effectuant entre elles un nombre variable
d'oscillations que nous ferons dépendre d'un paramétre naturel
i=12,...

Unissons & ce but les extrémitds des segments K,, K, par la
ligne brisée

(L), (g, 10), (‘?—1—136 12), (z 10)

ot posons d'une fagon générale L = somme de 2E(n1)7) segments:

3 3 3 3 '
(W» 10): (WW”"—T’ 12); (@.:;r‘* '*“'ﬁ”‘r, 10)w-
20 E (n?) 2" E(n")
3 3(—1 3 —
‘..(w,————*—i, 10), (W._ﬁ(}’i__%), 12),...
242 (n') 28 E(n")
2

3 3@2E@®mT)—1

...(2,+,-—-—-——)—1_), 12), (§—5+-,, 10).
2"HE (nt) .

) E désignant I', entier®,
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Remarquons que I'on a par définition

2
(14) ALY =24, B0’ ot 2<,<3.
)
Soit
(16) L :2‘ I,
nel
I est dune aussi homéomorphe & S. Posons
(16) me —_~2‘ (IO 4+ K, + D,
et enfin: "
(17) PO = J -4 MO
Soient

E, le continu de condensation de la courbe D, (c. & d. le seg-
1
(18) ment: z == 5, T<Cy<\Y)
N le continu de condensation de la courbe L (c. & d. lo seg-
ment: z =0, 10 <Ly <12)

i 1
et h, le point de H,, & cvordonnées (é"k’ 1).

On a done par définition
(19) ECHuCLnCJ e NCH,CVJ
Remarquons que P® contient par définition tous les continus

de condensation des courbes qui en font partie. C'est done un ensemble
formé. Comme ensemble connexe (voir 5, VII) P est donc un

conlinu.
Eofin on a par définition de Dy, J, I, et M®:

(20) D,-J=E, ,

(21) I,- M9=D,

(22) T H®=3 Dn
nel

(28) . J.szlxurz*z«:mLEm ois E, = lim E,.

kel
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4. Définition de la famille . Soient ¢==0, &, ay &y .. (1< ety <<9,
0<<a,<<Y, k=2,3,..) le développement normal en fraction
décimale du nombre réel ¢ (0, 1 <Ct<C0,9) et n, le nombre naturel
qui séerit ¢, @;... @,, ¢. & d. le nombre E(10*.¢). Faisons corres-
pondre & ¢ la suite des nombres naturels n;, n,,... ainsi définis;
a deux nombres réels distinets de l'intervalle considéré viennent done
correspondre les suites distinctes de nombres naturels, & savoir
n'ayant qu'un nombre fini de termes communs. La famille 7={n, n,,.}
de telles suites a, par conséquent, la puissance du continu %)

Considérons la suite {p,} des points de I'axe X

(24) =22 oh k=1,2...

Soit 7y, u,,... la suite de 7 correspondant au nombre £ Divisons
chaque intervalle (p,, piys) ot k=1, 2,... en 2" intervalles partiels,
égaux deux_h, deux, par les points p,==2,,, %,,, 4, By, bl ==, 1y,
Inserivons ensuite dans chaque bande @,, donnée par les équations:
y20 et 4, <Te<Cy 0 00 j=1,2,3,... 2, la courbe P{"™» gem-
blable (au sens géométrique élémentaire) & P de fagon que les points

3 3
(O; ““2) et (l, ~—§-) de P*"¥ tombent respectivement. sur les points

@y %341 40 Q. Lies parties de P{™ correspondant & J, M, [, ete.
seront désignées par J{™), M{™w, L™, ... etc. (d’ailleurs nous allons
négliger I'indice inférieur dans les cas ne donnant occasion aux ma-
lentendus).

Soit F, la somme ainsi obtenue de 2% courhes inscrites P,
en formules

27k
(25) P”k=2 P}"k)_
Sl
Posons
(26) P,=2 Pl
} Jj=1
et soit

R la famille de puissance ¢ de toutes les courbes Foi 0,1 <t<0,9.

*) Liidée de baser 1a construction de Ia famille indénombrable §B sur Y'ensemble
de telles snites m'a 6té communiquée par M, B, Knaster,

icm
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Je démontrerai (voir 6) qu'aucune courbe de P n’est Vimage con-
tinne d'une autre. A présent notons ce qui suit.

La courbe P, étant inscrite dans le rectangle de cotds 1 et

2l
18,5

o e{ge)

Mk

on a d(P,,k)<il2i? ol k=1,2,..., dot

et par conséquent la suite p, étant convergeante, la suite P, cor-

verge vers le méme point, b savoir, selon (24), vers le point p,=

==(2,0)=lim p, = lim F, . D'aprés la définition de P, on a donc
k=0 k=00

(28) I R

A1 kw00

Par définition de P{"» au dépens de F"»® on a d'aprés (17):
Py Py C I -J¢ o k=kp ou i1].
On a done, remarquons le de suite:
(29) MY M- M- Mo C I+ J ') M4 J§- I o). Mfrd=0).

Le rapport d’homothétie des courbes P{" et P étant égal

a E% on a, d’aprés (14)
' 1 . 2 RO ! 3
(30) X(L}:k)) =W 2 A E (S"") === ln .SE (8"*) o 2_";—‘H:2<1"k"<-27;'*—4:—1"

5. Propriétés auxiliaires, Parmi les propriétés des continus P,
nous utiliserons les suivantes:

VIL P8 (=1, 2,.) est la somme de ses deux composantes M
et Jpo (répresentées sur la figure respectivement par Jes lignes dis-
continues et continues).

En eflet, en vertu de V,

(31) Myl est connee,

puisque M© est ,arcwise connected” comme somme des nsinusoides
ouvertes L et D, réunies par les segments K, (voir (16) et (16)).


Yakuza


=]
128 7. Waraszkiewicz: Im

Une famille indénombrable ... 129

Selon la formule (11), (L)p0 (k=1, 2,...) est connexe pour la méme
raison, Or, (hpe) C (Luys)pto est le point d'accumulation de I'ensemble
(L)st0, puisque, a,, désignant l'extrémité inférieure du segment de
condensation de la ,sinusoide“ A4,,, on a selon (7) et (11):

.~

1, ., 1 4 1 4
= (§;= 14 “2:’:5“”21) CHyyp €t 045y he) = 0p (a5, ha) =5 %

et comme, en outre, 0p® (axs, s) < O( g5y Ais) = 2}1:‘ (= amplitude
de la ,sinusoide¥ 4,)), on a:

1 1 4
0p0 Ry, L)y<S0p0 (1, g, o) -0p0 (5 hh)<.'2“55 + -1 e POUr §=1,2,..,

done @p0 ke, I) =0, ¢. & d., précisément (e C (I)po. Cette for-
mule montre que (I)st) + (Lup)pr est connexe, d’oti il résulte par
induction que

(32) 2‘ (Tpo est comnexe.

k=1

1
Considérons maintenant les points b,,=(§;, —1 ) CHyp (b=1,2,...)

et le point
(38) b,= (0, —1)C H,.
On a selon les formules (8), (11) et (12) la relation
< 1,11
0rt(bey b,) << 0 ZB;- < '2‘;+'2“;='2—;:p

k1
done puisque b, C Hyyy C I, selon (19), on a @pw ?‘.ZI,, b,) <<

<< 0p (b, b,) gvé«,}—_a pour tout k=1, 2,..; il en résulte QP(”,(,EI;IM b,)=0,

don (bm),,mc(ﬁlf,w,,m. Or, comme, selon (38), (b,)e0C (H)r et

selon (12), Jp = (H,)pt0 + kﬁ.:(l,),,(z, nous concluons de (32) que

La figure réprésente le continu auxiliaire PM), La courbe M () y est réprésentéo

par une ligne discontinue, J — par des lignos continues, (34) Jpin st conneze.

Ainsi P = Jno + M%) a au plus deux composantes.
Fundaments Mathematicae. T. XVIIL 9
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1l suffit maintenant de montrer que la distance eutre J/pw et MYy
est positive; or en formule on a exactement

(3b) opn( MY, J) 22,
car tout sous-continu de P® unissant ¥ & J contient un terme
de la sommie MO. J::kEO:Ek—[L—EQ + N (voir (23)) dont chaque élé-

ment est, selon les formules (13), (16) et (18), de diamétre égal
4 2. Par conséquent, selon (31) et (34), MQn et Jpw sont les seules
composantes de PG,

VII. Pour tout

0 zﬂ"

2 5= 3 3o+

hml  Jm=l

Uensemble (J,)p‘ est connexe,
002"/‘ oo2"’¢

En effet, la somme 3.3 (J{W) = (3 3 J(™), , st connexe, puisque

kewal fml kel el
chaque terme en est connexe selon VII et posséae par définition
des points communs avec le terme consécutif. Il reste & montrer
o0 2%k

aue (9)r,C (5 370,
Or, p, étant d’aprés (27) et (28) le point de convexité locale du
. oo 2%
contina #,, on a gpf(pt,f; f'lew) == (), de sorte que (p,),, est le point
oo 2%
d'accumulation de I (J0)p,.

Ewal feml

IX. Les seules composantes de (P, soﬁt 7
v i (%) 3
k=1,2...ei=12,..., 2u% “Ft ), €t (M), oit

. o0 Oy
En vertu de VIII et commte (Pp,=(Jp, + = 2 (M{)p, (voir

' K1 i
(17), (26) et (28)), il suffit de montrer que pour tout 11:121 ot i< 2"

(M{™®)p, est une composante de (e,
Or, (M), est. connexe en vertu de VIL. De plus (M), et
(/1) sont 5éparés puisque selon (35), 0n 80p, (M, J)=0p (M %, J 5"');0'

Enfin, lorsque % == ou bien i == les
(ny)
sont selon (29) séparés. 7 oo nsomblen (1 k.)Pt o (M
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X. Le point p; est le (seul) point d'accumulation des composantes
de (P)p,.

2me
On a, en effet, d'aprés (17) et (25): 0 (I M{™) < d(P,) et les
i1
2mk
formules (27) et (28) entrainent que lim 3 Y™ = p,.

Rwmos {m1
XI. Pour tout k==1,2,... lensemble I, est une L-composante de P®.

En effet, /, étant d’aprés (11), un semicontinu ,arcwise con-
nected“, il suffit en vertn de (12) et de (35) de prouver qu'il
n'existe dans J aucun arc simple I unissant un point x de I, & un
point de I (J —- L) C Heyy (voir (7)—(12)).

Supposons, par impossible qu’il en existe un et soit zy son are
partiel, ol y désigne le premier point de L situé sur Hyy,. Or, I,
étant d’aprés (11) somme des ,sinusoides* A,,, A4,, B, et C,, dont
les segments de condensation appartiennent & H,.,, y est soit situé
sur I'un de ces segments, soit est leur point d’accumalation. Nous
pouvons supposer, en outre, que le diaméire de zy est assez petit

.pour que Zy —y soit compris tout entier dans une de ces

osinusoides* (d’aprés (9)—(11) il suffit de poser d(L)g;;ﬁr-

= 0 (Hy, Hi+ 3 (FD 4 F§3)). Or, c'est impossible, puisque la
sm=] - .

fermeture d’une sinusoide ne contient aucun are simple qui l'unit
A son continu de condensation. '

XII. Tout arc simple de la courbe M{™ (n, 2= 1, i=1,2,3,..., 2")
de longueur 221 posséde le diaméire surpassant un nombre positif

ank > 2nk+k'

En effet, la courbe M " est selon (13) et (16) somme des seg-
ments (b savoir des K, et de ceux qui forment les courbes L et
D,) dont la longueur dépasse par définition le nombre 2. La borne
inférieure des longueurs des segments formant la courbe M{* ne
dépend que de n, et dépasse, par définition de M™ & laide de M,

le nombre 2"*1,._.1 (voir (30)). Tout arc simple 4 de M{™ de lon-

gueur >>1 qui n'est pas contenu dans un segment de M (c. & d.
9%
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lorsque A(4) == d(4) < 1) en contient nécessairement au moins une
1

moitié et on a, par conséquent 4(4) 2= gt

XIII. Il weziste aucune transformation continue f de M en un
sous-ensemble de M{"@ oty n,>my, et 1 IK2 1<K J<< 2% telle
que l'on ait
(87) FDUP)C Dty o 3=1,2,...
pour un r > 0.

En effet, supposons la relation (37) vérifiée. Soit R{i I'are ir-

réductible de la courbe M{"» qui unit les courbes D} et 1)5,"§'J)rl

(s=1,2.:..), c. & d. l'are

(38) Rz = K + LW 4 K.

Diaprés f(M{) C My et (37), f(R{%") eontient l'arc simple
unissant I)fzfr__, Y Di”;"{_),, done
(39) By Cf (B, o

Daprés (38) on a A(RH%) = A(K,,) + (L) 4+ A(K)se), ces
trois arcs n’empiétant pas l'un sur l'autre. Par conséquent, en vertu
de (30) on a

‘ 5 1 3,
‘ ARIP)=2 5+ A s B (57),
4o 1 .
,%(R},”Sﬁ’,)r.l) =2 97'7;:*; -+ }“mq,s+r~—1 E{ls 4 r— 1))

Comme l’"w’+"‘> -2—,;4—1_'_—4:5 (voir (30)), on a donc pour

s}m:WN%T+1>GWLJ%+1
m q.s+r—-1

l'inégalité (ol jomets les indices i et j, comme fixés):
(41) ARGL) = 1.

Les formules (39) et (41) montrent que les conditions du lemme VI
sont réalisées pour C = R{"» ok s > n. En appliquant ce lemme pour
tout s=mn, n4-1, n42,..., on conclut done que dans chacun
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des arcs R("» il existe un arc K, de longueur l,=_~—__._)"(R§n")) .
§ QLR

tel que A(f(R,))==1. En vertu de XII on a done

(42) O( f(By) > @, >0 powr s>n.
Les formules (39) et (40) donnent

1 2
L B A(Re) e+ A D7)

"TEQAFEDN TEQEEL 4 B —1
.

d'ot, comme n, > m,

43) lim 6(K,) = 0.

=00

Les formules (42) et (43) entrainent la discontinuité de la fone-
tion f(x) dans M.

XIV. 8i Von a pour une fonction f définie sur P,

(44) f(P)=P,
ot
(45) f(p)Fp

la fonction f nest pas continue.

En effet, dans le cas contraire il existerait selon (40), par suite
de la continuité de f, un ensemble U ouvert dans P, et un en-
semble V ouvert dans P, tel que p.eU, p, e V et que f(U). V=0,
Il en résulte selon (44) que

(46) VCAR) - ADCSP.—D).
En verta de X,

(47) V. contient une infinité de composantes de (P)s .

Soient d'autre part (C)p. (Cy)p,s---» (Culp, les composantes de
(P,)s, qui ont des points communs avec (P,— U)p,. Il 0’y en a qu'un
nombre fini, p, e U étant d’aprés X le seul point d'accomulation
des compusantes de (F,)s,.

Comme P, — UC 3 C,, on a f(P.—U) Ciﬁf((),) et d’aprés (46):
{1 -l
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(48) rC 3 f(C).

Im

Mais chacune des composantes de [F]s contenues dans V" pos-
sdde, en vertu de (48), un point commun avec un (f(C))s ob
1<<i<Cu et en vertu de II (en posant M=P,, C=0C) elle la

L] ,
contient entidrement. La somme 3 f(C) serait done contenue dans
{m]
tout au plus u composantes de (B))s, situées dans V. Il en résulte

en vertu de (47) que X-~2u}f(0,):{=0, contrairement & (48).
(L]

XV. 8i lon a pour une courbe partielle M™ de P,

(49) f(J) C M,
la formule (44) entraine la discontinuité de f.

En effet, supposons la formule (49) vérifiée pour un m naturel.
D'aprés (36) on a p,(C J, et, en outre, p, non-(C M, puisque, selon
IX, M™.J =0. Liinclusion (49) entraine donc (46) et d'aprés XIV
f n'est pas continue.

XVL La fonction f étant continue et U'dgalité (44) dlant vérifide
pour un x =y, il existe une telle paire d'indices n, > m, que l'on a

(60) FM) C M.

Soient, en effet {n,} et {m,} les suites des nombres naturels
assignées respectivement & z et y par la convention de 4, p. 126
et m, le premier terme de la suite s, M,,... ne figurant pas dans
la suite 1, ny,... Supposons que la fonction f soit continue. En
vertu de (44) et XIV on a done f(p,)=p,. Par suite de la con-
tinuité de f cette égalité entraine pour tout ensemble ¥ ouvert
dans P, et tel que p,(C ¥ l'existence d'un ensemble U/ ouvert dans
P, tel que p,C U et que

(61) A=V
En effet, il suffit de poser U= f=1(V). D'aprés (28)
(62) U contient tout P, pour i suffisamment grand.

Prenons V assez petit pour que Pa,- V=0. On aura alors, en
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vertu de (28), (44) et (51), P, C f(P,)—f(U)C f(P,— U)j; selon (52)
P, est donc contenu dans une somme finie d'images d’ensembles
P,,; en formule

(53) P, C 3 f(B,).

il

Or je dis que cette inclusion implique pour toute courbe M{"

2my
de la somme 3 M{"( P,,,q la formule
el

, 2m
o4 MeaC Y 3 )
. lwl uml
2m
En effet, comme d'aprés (17) et (26), P, = I {J{ 4 M},
. Uw]
r om
Vinelusion (h3) donnerait dans le cas contraire M. 3 3 f(J @)= 0,
ie] fem

, 2
done selon (36), M. f(J)=M{"P.f (2 Z J"+p,)=E0 et en vertu
fe] o]

de VIIL VI et II (en posant M= P,, Cy=(J,)p_ &t (I)gpy=(M{"?)s)
la formule (49). '
Or, les formules (44) et (48) entrainent d’aprés XV la discon-
tinuité de f.
La formule (54) étant ainsi établie par tout s=1, 2, 3,..., 2™,
remarquons que, en vertu de (26),

r 2m
(55) la somme Z = ‘f(M‘,,"i’) ne contient que fout au plus 27— 1
lem] g
ensembles fIMP) tels que p <m,,
my—1
puisque S o =27 — 1. Dautre part, on a d'aprés IX et IL (en
p=0 -

posant M =P, C= M®™ et 1= M) que
(66) F(MEr)y - M0 F=0  entraine fIMTD)C M.

Les ensembles M{"d, M{",..., M7s étant selon (29) disjoints,
la formule (54) entraine, en vertu de (5b) et (56), Pexistence d'un

2mq
tel M (C 3 M™> et d’un tel n, > m, que, M étant une courbe

s=]

on
do la somme 3 M, on a la formule (50), c. q. £ d.

[ 238
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XVIIL. Dans les mémes hypothéses on a
67 S CJ,
_ En eftet, comme (selon (23)): J®. M®) = M - E, +’§’: E, =0,
on a d’aprés (44) et XVI

(68) fJ () f (H("p) C f (J) - Mmp) ==
—‘f J( )) {M(mq) -+- M(mq) — M(ﬂlq)» :*= Q.

Remarquons que l'indgalité f(J) - M " C f(J,) - M"? == 0 im-

plique d'aprés IX et II (en posant M= P,, C=J, et I=M")) la -

formule (49) (en y posant m =m,). Cette formule et (44) entrainent
d'aprés XV la discontinuité de f, contrairement a I’hypothése. On a done
S(J*)- M)=0 et (68) donne d'aprés (17): f(J ) {M ) M (”'v)}c
C fJ P — U™y C f(T « J"P) = 0 et, & plus forte raison
fJ") - J,50, ce qui implique la formule (57) en vertu de VII,
IX et II, en y posant M= P, C=J" et I=J,.

~ 6.Démonstration de la propriété fondamentale de la famille .
Etant donnés deux continus P, et P, (x =3 y) de la famille B, aucun
d'eun West limage continue de Pautre.

Supposons par contre qu'il existe une fonction continue f définie
sur P, et telle que l'inégalitd (44) soit vérifiée. Soient {n,} et
{m,} les suites assignées respectivement & x et y par la convention
de 4, p. 126.

D'aprés XVI et XVII on a donc les formules (50) et (57) qui
donnent par multiplication f(J¢») . (M) J,- M9, donc, en vertu
de (22) et (36),

o 2m
(69) fIe0- 1) =f( J D¢ T, ueiCueo. | 3 Fgrotp
A 30w 3 Jritn)

Or, la courbe M &tant par définition une partie de P{"s), done
(voir p. 126) inscrite dans lintérieur de la bande @, (cf. la
ligne discontinue sur la figure p. 128, donnée par les formules
(18)—(18)), elle est disjointe de tout J{™( Q,, o k¢ ou ig=j
et de p,, d’od, en posant J=J{"?, on a done J,- M (T ™. Y9

et d’aprés (22), la formule (59) donne: f (§ pyw)ci"pgmq),
el el
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Les ,sinusoides ouvertes* D("» étant ,arcwise connected“ et
comme D{"?.D{") =0, lorsque u==v, on en déduit d’aprés III
qu'il existe un indice »Z=1 tel que

(60) FDEC Do,
dov f(D{)C D¢"?, ce qui entraine selon (57), (20) et linclusion
Mimg. J,C Mg, J(m¢) que fﬁ( . Je) = f( E¢)C Do, J,CE™,
Or, comme d'aprés (19): E{»(CI{» et E™(C I, on en conclut
que f(I{) . L{1a 5= 0. Lensemble I{'), resp. {70, étant d’aprés XI
une L-composante de P,, resp. de F,=f(P,), on en obtient en vertu
de IV (en y posant M =P,, C=1I{" et I=1.7) la formule
S C Le, d’oh
(61) ) C Iz

Les formules (61) et (50) donnent par multiplication f(M*.] ‘g"p))C
CI ma e M9, d'odr selon (21)
(62) D) C DA

Ainsi Pinclusion (60) 1mplique (62). On en déduit par linduction
la formule f(D{)(C D,+,_1, s=1,2,..., c’est & dire la formule (37)
qui est impossible en vertu du lemme XIII, les hypothdses de ce
lemme étant réalisées par suite des égalités (44) et (50) dont nous
avons supposé la premidre et déduit la seconde de XVI. La
fonction f(x) ne peut donc &tre continue, e¢. q. f. d.

Varsovie, Janvier 1931.
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