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Sur I'hyperespace d’un continu.
Par

Stefan Mazurkiewicz (Warszawa).

E étant un espace métrique et compact, désignons par 2° 'hy-
perespace de E c. & d. 'ensemble de tous les sous-ensembles fermés
pon vides de E, métrisé par la distance de M. Hausdorff1) Nous
désignerons les distances dans E, 2F, 22% par ¢, 0;, 0, Tespective-
ment, les diamétres par d, d,, d;.

Je vais supposer dans la suite que E est un continu.

9F est -alors un continu ¥) ,arcwise connected* *). Ce continu est
péanien, si E est péanien 4) et vice. versa 5., '

Suit (r, ) un systeme de coordonnées polaires, p, le point r==0,
P un ensemble parfait, punctiforme, situé sur la circonférence r= 1.
Jappelle étoile de Cantor, 'ensemble-somme de segments réctilignes
pap, ob p e P. | 3}

p, est le centre, les points pe P — les extrémités, les segments
po p les rayons de Petoile. Deux dtoiles de Cantor sont homéomorphes.

Théoréme. L’hyperespace 25 d'un continu E est limage continue
dune étoile de Cantor.

Lemme 1. Soit: X, e 2%, X, €25, Y, €25 Y, e25 (X, )=
iz aX, ) XCX Y,CY,. Alors: ¢ X, h)=si1=
= o0&, T

1) Hausdorff; Mengenlehre 1927, § 28. Le symbole 2F a été introduit par
M. Kuratowski, Fund. Math XIII, p. 269 ss. .,

%) Vietoris: Monatsh. f. Math, u. Phys. XXIII, p. b6, Bata (B ).'

%) Borsuk-Magzurkiewics: C. R. de la Soc. Scient. de Varsovie. Séance
de 21 Mars, 1931, "

4 Vietoris: 1, ¢., p. 66, Sats (9'). .

5) Wanawski:,l‘und. Math, p. 214—23b en part p. 283, théordme XXIV,
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On a:
(1) r:ag::g(x, Y,)élz‘f oz, V) S o(Xy, V) S 4
(2) max 0(y, Xy) = max o[y, Y)=salX, )=s4
3) max (s, ¥,) < max ¢(z, V=o(X hisi
4) max ¢y, X,) S max o(y, o) = oa (X, Vi) = 4

ce qui entraine la thése de ndtre lemme.

Nous appellons segment de 2% un ensemble % ¢2%° (o, 4 d. un
sous-ensemble fermé de 2%) si 1) A est connexe, 2) pour X, e,
X, e on a l'une des relations: X, CX,, X, DX,

Lemme 2. Tout segment 2 de 2% contient un (et un geul) ele-
ment initial X,(%, tel que X ¢ 2o eutratne X X,(%A) et un (et un
seul) element final X,(Y) tel que X ¢ Y eatraine X, (A)C X.

En effet I'eloment initial est l'ensemble-element de 2f saturé par
rapport & la propriété d’4tre element de A. Cet ensemble saturd
existe #), car U étant fermé les relations: X, ¢ A, X,(C X, entrai-
nent: E’X,,= lim X, ¢ 2.

De méme Velement final est 'ensemble-element de 2 irréductible
par rapport & la propriété d'dtre element de . Cette propriété
étant inductive l'ensemble irréductible existe en vertu du théordme
classiqgue de Brouwer?7)

Désignons par I' l'ensemble de tous les aegments de 2%, qui
admettent F comme element initial

Lemme 3. Si Y25 il existe un A el tel que X,(A)==7Y.
La démonstration de ce lemme se trouve dans la note citd de
M. Borsuk et de moi,

Lemme 4. I" est un sous-ensemble fermé de 22
Fan effet soit A, eI, n==1,2,.. lim %,=2,. D’abord 2, est un con-
tinu. Soit: Xe Ay, YeA,; il existe deux suites: {X,), {,} telles que:
XX, Vo6, lim X,—X, lim ¥,=Y. X, étant un segment on a pour

‘) . p. ex. Mazurkiewics, Fund, Math, 1, pp, 196—196,
N v. p ex. Menger, Dimensionstheorie, pp. 69—70, 78,
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tout # Pune au moins des relations X,CY,, Y, X,, donc une
au moins de ces relations a lieu pour une infinité des n. Il en
résulte que l'on a 'une au moins des relations: X(C¥, Y(X. Dono
%, est un segment. Comme pour n =1, 2,... £= X,(%,) e, on
a Ee¢,; évidlemment E= X,(2,). Donc A, eI’ ec. q f d

Lemme 5. Tout segment A est un are simple, En effet il suffit

de remarquer que si Xe et X==X,(A), X=X,(A) alors % —(X)
n’est pas connexe ).
" Soit A el désignons par @(Y) la classe de toutes les fonctions
Z(t) qui satisfont aux conditions suivantes: 1) Z(f) est continue
pour 0 =t 1; 2) Z(f) transforme lintervalle 0 <t <<1 en A;
B) Z(0) = E, et Z(,) C 4(t,) pour 4, <t,. La classe ®(f) n'est pas
vide; en effet elle contient toute fonction Z(f) établissant un homéo-
morphisme entre lintervalle 0 <<#=<L et le segment A et satis-
faisant 4 la condition Z(0)==E. Or il existe une telle fonction
d’aprés le lemme .

Lemme 6. Soit %, ¢ I Z,(t)e D(A,); 4 >0. Pour tout Ael”
satisfaisant & Vinégalité o,(2,, A)<{n il existe une fonetion
Z(t) e D(X) telle que g, (Z, () Z@#) <n, pour 0 <t =<1

Remarquons d’abord, que l'on a:

(6) (X (), X)) <7

en effet on peut détérminer un U, e, et un Ued de manidre
b avoir;

(6) a0 X (%) <¥n> a(0y, X,(X)

comme d'autre part U DX, (%) et U; DX () oo a (5) d’aprés le
lemme 1.

Z,(t) étant continue, nous pouvons détérminer la smite =0
<t <t...<ty==1 de maniére & avoir:

(M 014 (1), Zy(ty) <¥m i=0,1,...,k—1L

Posons Y,=FE, Y,=X,(X)et détérminons pour i=1,2,.., k—1,
Y,e% de maniére A avoir:

(8) (2 ( tl) ¥)<¥n

%) Comp, Strasxewics, Math, Aon, 78, p. 369 ss.
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en tenant compte de (5) op voit que (8) est verifiée pour i==0, 1...,, k.

Détérminons la suite {X7}, i =0, 1,., & par les conditions suivantes:

D Y=Y,
II) supposons détérminé Yie. Si Y,y C ¥ on pose Yy =Y,
dans le cas contraire Y;.,=Y;. On voit bien que ¥ =Y,.

Démontrons par induetion linégalité:

@) a(Zi(t), Y)<<in

d'aprés (8) elle est vérifiée pour i==0. Supposons la vérifiée pour
un 7; elle est encorre vérifie, d'aprés (8) pour i4-1, si Y, =¥,
Si Yy Yo, on a: Y, ==Y et on ne peut pas avoir Y. CYy,
done, A étant un segment:

(10) Yl—u DY = Y;+1

d'autre part:

(11) Z,(tw) C Z:(t)

12) 0 (Zy(tn)y Yia) <31

(9), (10), (11), (12) et le lemme 1 donnent:

13) 01 (%) Yipa) = 01(Zy (tiyn), ¥) < 3.

Done (9) est démontrée.
. Soit Z*(t) e @\ X). Posons £,=0, f{{=1 et désignons pour
i= 1,‘2..., k—1 par #;le plus petit nombre réel tel que: Z*(t)) = Y7,
Dapres. la construction des Y; on a: Y;D Y, done #| < b
Détérminons la fonction Z(f) par les conditions suivantes:

(D) Z(t)=Y,=Z*()
(L) pour t, <t <<ty, et ¥;= Y s0it Z() =YY" = Y.
() pour <t <<ty et Y;£Y 41 0D a certainement #; << .
Posons dans ce cas: Z(f)=— Z* (tb t=t —
- 20=2" (1 5 (ton— 1),

On vérifie aisément que Z(t) e O(). D’aprés (17), (18), (I) on a:

(15) 01 (Z(t)y Z(ty)) < 47

done pour L=t=t,, on obtient en tenant com
hst= pte de (7), (I) et
do oo quo: £,(8)D Z,() D Zultus)y Z0)D 20 Zltus):

icm
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(16)  e(L®) ZM) = o (41(1), Zi(1) + 0i(Zy (b, Z(t) +
+ e (Z(t) 20) <Fn+En+n<gn<n

Le lemme est ainsi démontré.

Démonstration du théordme. Désignons par G une dtoile de
Cantor ayant p, comwe centre et P comme ensemble d’extrémités.
11 existe ?) une fonction continue 2 (p) determinée pour peP et trans-
formant P en I' c. & d. telle que A(P)=1T"

Considérons un systéme d'ensembles fermés P, ., ... $=12,.;
m=1,2,..., I, possédant les propriétes suivantes:

(16) 2,' P,=P

Aml
i1
{17) ZPnl,n...l,n‘,n= Pn;.n,,....n,
nel
(18) Pronyonyn X Prynng_ym =0 pour m Fn
(19) 62 (x(PlllJlg,...,ﬂ‘)) < (%)‘

Pexistence d’un tel systéme se démontre sans peine.
A chaque P, ,, ..., faisons correspondre Un point P, e,....n,€ Froms...otye

D’aprés (17), (19) on aura:
(20) Qi (2((10",./;,....,",,); u(pm,ng,....n,,,nk_}_l)) < (‘16')A

Determinons maintenant le systéme de fonctions: Z,,,,..,q,(f) Par
les conditions suivantes:

8) Z,(1) est une fonction de la classe O(A(p,))
b) Supposons determinées les fonctions Z,, ,,..,(t) pour une
valeur de %k et supposons que Z,,h,,,’m_,,‘(t)e@(%(p,b,w,,,k)).

Z oy .ngnyn () €86 0D fonction telle que:
(21) Zﬂu"uuv"k"’k—l-l(t) € Q(x(‘p"""""""/""k+1))
(22) Q!(Zm.nww,"»"wl(t)’ Z"b"b~-~"‘n(t» <(% -

une telle fonction existe daprés le lemme 6.

%) Comp. Menger. op. cit., pp. 2834
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Soit g e G; désignons par p(g) l'extrémité du rayon de I'étoile @
contenant ¢ par #(g) la distance ¢(g, po). Déterminons pour k=1, 2,..
la fonction V,(q) de maniére suivante: pour p(q) € Pyp,...n, OB &

(23) V(@) = Zny ny ..o, (H(9)-

D’apres (17), (18) la définition est univogue pour £(g) > 0; elle
I'est encore pour #(g)==0 c. & d. pour ¢ ==, car Z,, .., (0)=E.
Draprés (17), (18) Vi(g) est une fonction continue. Il résulte enfir
de (17), (22) que:

(24) o (Ven(@), Val@) <@
done la suite {V,(¢)} est uniformément convergente, Posons:
(26) V(@)= lim V(g

la fonetion V(g) est continue sur l'étoile G.

Soit Ue2:. Daprés le lemme 3 il existe un 2%'e I tel que
U= X,(¥’). D’autre part P contient un point p’ tel que 2A(p’) =2,
Le systéme {P,,, .} étant un systbme determinant pour P (d’aprés
(16), (17)) il existe une suite d'indices: m,, m,,... tel que:

(26) Aay [ B

done: ‘ =

(@1) Va(2") = Zpmy....mg(1) == X5 (% (Dmyyma....omy)
Daprés (19), (26) on a:

(28) 0 (A (D), A (Pmumy..my) < @)

done, d'aprés la relation ():

29) (U, Vi) = [ X (A(p)) Xy (x(Pm,.m.,..,.m,‘))] <@
(30) U =lim V;(p) = V(p')

On voit que V(G) 2" Comme d’autre part on a dvidemment
V(@) C 2F il densuit: V(G)= 2% et le théoréme est démontrd.

En utilisant la notion du ¢ype ¢ *°), nous pouvons enoncer notre

théoréme comme il suit. Le type c de 2% est < type ¢ de Vétoile de
Cantor.

1) 8ierpifiski, Fund. Math. XIV, pp, 234—286,
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Le type ¢ de I'étoile de Cantor est donc la limite supérieure
des types ¢ appartenant aux hyperespace des continus, Or cette limite
est exacte; en effet elle est atleinte pour tout continu E tel que E*
est mon séparable '), :

Posons pour simplifier les notations: E,= 2%, E* n'étant pas
séparable il existe une constante positive 2 et un ensemble non
dénombrable W (C E tel que pour zeW, yeW, — og(x,y)> 4.
L'ensemble YO de tous les ensembles (z) ol 2 ¢ W, ¢. & d de tous
les sous-ensembles de B qui se réduisent & un point de W est non
dénombrable et YO (C 25 Or il résulte des théordmes X et XXIII
da M. Waizewski ), que '

(31) o=, y) = 20x5,((2), )
done pour (x) e YO, (y) e Y0, on & ¢g((2), (¥) > -lé Il en résulte que

E¥ n'est pas séparable, donc, G étant unme étoile de Cantor, —
G est l'image continue de E, = 2%, en d’autres1?) termes ¢ G = c2f
Comme d'autre part d'aprés notre théoréme: ¢ G = ¢2%, on a le ré-
sultat: si E* n'est pas séparable alors ¢25 =cG.

11) E* est I'espace de Urysohn (Verh. Akad, Amsterdam. Erste Sectie Deel XIII,
Nr. 4, pp. 3D~ 42).

11) Fund. Math. pp. 221, 231.

1) Mazurkiewicz C. R. du Premier Congrés des Mathématicies des Pays

Slaves, pp. 68—9.
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