Un exemple d'une fonction semicontinue,
universelle pour les fonctions continues.

Par
"L. Kantorovitch (Leningrad, U. R. S, 8.).

On peut démontrer sans peine qu’il n’existe aucune fonction
continue de deux variables qui était universelle pour les fonctions
continues d'une variable, )

Lo but de cette note est de construire une fonection universelle,
semicontinue par rapport & ses deux arguments. Notamment, nous
allons construire wune fonction semicontinue inférieurement F(w, t)
de deux variables x et ¢ (pour 0 <Cax<C 1, 0<Ct<C 1), continue par
rapport & la variable = et telle que, pour tout fonction positive') et
continue y = f(x), 0T <1, il existe toujours une valeur ¢ de 1,
telle que

Fo,t)=f@) (0<z<l)

Numérotens maintenant tous les polyndmes aux coefficients ra-
tionnels qui ne prennent que des valeurs positives dans I'intervalle
(0, 1). Nous avons ainsi une suite:

) - Py (@), Py(x),..., Py, ..

Désignons par d,,,,..., 'ensemble de tous les nombres, dont les
premiers k quotients incomplets dans le dévelloppement en fraction
continue sont précisement #,, #g,..., 7, c.-2-d. lintervalle ouverts:

1] 1], 1| 1] |, 1
( i T T T +|,.+|1)

1) Cola ne restreint pas la généralité.
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: £) = i n.,.ru,...,nk!
) G {0, si t nWappartient & aucun 8,

Pogons, pour 0 <o <

1 Mgy By
(c-a-d, si t est 'extremité d'un de ces intervalles).

D'aprés la définition, nons voyons que la fonction gz, t) est
continue par rapport & @ et qu’elle est semicontinue inférienrement
par rapport & la couple de variables (=, #).

Définissons maintenant la suite des founctions t,(z, f) de la ma-
niére svivante:

(2, t) = (2, )

@ Ypp(z, ) = Min {Max [a(%, )y Prpal, D] Palw, ©) + %,}
7/

On voit sans peine que la fonction 1(x, ), ainsi définie par
récurrence, 1) est elle aussi continue par rapport & = et 2) semi-
continue inférieurement par rapport & la couple de variables (z, #).
En outre, on a évidemment:

3) Qpﬁ(x7 t); 07 1
4) Y, ) << P (2, )<l 8) + ok
Il résulte de 4), en vertu de principe général de convergence

(du & Cauchy), que la suite des fonctions y,(r, #) converge uni-
formément vers une fonction limite F'(x,1):

®) Fla, b =1lim v(x,

Cette fonction F(z,t) jouit des propriétés suivantes:
1 Elle est continue par rapport & z;
II. Eile est semicontinue inférieurement par rapport & la
couple (x, 1);
1L F(z, t) = 0;
IV. Elle est umverselle pour les fonctions eontinues positives
d'une variable, c.-a-d, qu'elle que soit la fonetion continue

flx) >0, il existe un pombre ¥, 0S¥ <C1, tel que:

(6) Fz, )= fla)
Les propriétées I, II, III sont évidentes. Démontrerons la pro-

priété IV.
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Soit donnée une fonetion continue f(x)> 0.
D'aprés lo théoréme connu de Weierstrass, on peut choisir
une suite partielle de polynomes (1):

) Po(@)y Po(@) s Po®. .

telle que l'on ait:
® f@) = g < Pu (01 < fa) lim B, () =1(2)

(9) P”l-H(t) > P,,‘(JJ); ‘P"’,+1(x) < Pa‘(x) + %.

Posons maintenant

t’——~1—i+|:;11~;i+...+—]—t+...,

- |7y i

cette valeur de # vérifie bien la relation (6) & démontrer.
En effet, en vertu de (3)

(10) 9w, 1) = P,y ().
D’aprés (4), nous avons
Pu(a, t) =P, (2)
Supposons qu'on vérifie déja la relation:
(11) Wz, ) = P,,(2)

Alors, en s'appuyant sur (4), (9), (10) et (11), on obtiendra faci~
lement :

Yupa(2, ¢') = Min {Max [ ), Qaa(x, V)], walz, t')+§]i =
= Min {Max [Py (2), Payy (0} Poy(2) + ;.} =
= Mi {P,,‘ @ Po(®)+ %} =P, (@)
Done, la relation (11) est démontrée pour toutes les valeurs
d'index k.

Or, .
Fly, ¢)=lim y,(, ) =lim P, (2) = /).

C.QPFD
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Il ce pose bien naturellement le probléme que voiei:

Existe-t-il une fonction F,(z, f) du type g,4, (dans la classification
de M. W. H. Young) qui soit universelle pour les fonction d’une
variuble f(x) de classe a (dans la classification de M. R. Baire.

Jci nous venons de donner une réponse positive, pour le cas
a==01),

1) 11 est intéressant de rattacher cette question deux résultats antérienrs que
voici [v. ma note: Sur les fonctions universelles. Journ. de la Soc. Ph-Math, de
Leningrad, t. 11, f. 2, p. 18]: 1) I} existe une fonction F(x, #) du type ga, uni-
verselle pour les fonctiovs f(x) du méme type et 2) il n'existe aucune fonction
F(x, t) de classe a, universelle pour les fonctions f(z) de la méme classe.
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