Einige Sitze iiber stetige Streckenbilder ).
Von
Karol Borsuk (Warschau).

Im Lichte der punktmengentheoretischen Betrachtung der Struk-
tur von stetigen Streckenbilder (die ich hier, nach Hausdorff
kurz als ,Streckenbilder“ bezeichnen werde) erscheinen dieselben
als aus ein- und mehrpunktigen sog. Zyklen ) zusammengesetate
Qebilde. Zahlreiche topologische Untersuchungen des ganzen Strec-
kenbildes lassen sich demznfolge auf diejenigen seiner Zyklen zu-
rtckftthren.

' Nach C. Kuratowski u. G. T. Whyburn %) unterscheiden
wir iosbesondere zwischen den zyklisch ewtensiven Eigenschaften,
d: h. Eigenschaften, die einen ganzen Streckenbilde zukommen, falls
sie in jedem seiner Zyklen vorhanden sind, und den zyklisch reduk-
tiven Eigenschaften, d. h. solchen, die einem jeden Zykel zukom-
men, falls das ganze Streckenbild sie besitzt.

!) Einige von diesen Sitzen befinden sich in meiner (nicht publizierten) im
Oktober des 1929 vorgelegten Doktorsdissertation. '

‘) »cyclic element von G, T. Whyburn, (s. Proc. Ntl. Acad. Sc. vol. 13
S: 81—388). Ein Zykel (mit dem Begriff ,Zykel* der kombinatorischen Topologit;
nicht = verwechseln!), heisst hier entweder ein Schnittpunkt des Strockenbildes
oder eine Menge, die mit irgend einem ihrer Punkte x zugleick alle und nur
solche Punkte enthilt, zwischen welchen und dem Punkte x kein Punkt daa Streck-
enbild zerschneidet. Der Begriff wurde durch G.T. Whyburn eingefiihrt und durch
andere Autoren untersucht (niberes s. bei C. Kuratowski u. G.T. Whyburn,
I'.‘nud_. Math. XVI, 8. 305—331, und in dort angegebener Bibliographie). Er ha.;
sich in der mengentheoretischen Topologie von Btreckenbilder (auch ,lokalzusam-
menhéingende Kontinua“, ,pesnosche Riéume“ u. s. w. genannt) als sehr sweck-

missig erwiesen. Die hier angefthrte Definition des Zykin stammt von R. L. Moore.
%) Fund. Math, XVI, 8. 322.
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Der Zweck dieser Arbeit ist, die Extensivitit sowie die Redu-
ktivitit von 3 folgenden Eigenschaften zu heweisen: 1° Euistenz
eings Fixpunktes, 2° Zusammenhang eines gewissen Abbildungsraumes
R¥ (woraus u. a. die Extensivitit des Nichtzerschneidens der eukli-
dischen Raume folgt) und 3° Sog. absoluler Retruki zu sein.

Dabei werde ich die Eigenschaft eines topologischen Raumes M
Jbei jeder stetigen Abbildung (Funktion) [ desselben auf dessen Teil-
menge f(M)C M einen Punkt 2z = flz) (Fixpunkt) 2u enthalten®
kurz mit F bezeichnen. Ferner, mit H, (n = 2) bezeichne ich die
Eigenschaft eines topologischen Raumes M, die darin besteht, dass
der Abbildungsraum KM 4) zusammenhingend ist. Schlieslich, bezeichne
ich mit R die Eigenschaft eines metrischen Raumes M, ein absoluter
Retrakt ) zu sein. .

Zuerst werden einige Hilfsbegriffe eingeftthrt und einige Hilfs-
sitze bewiesen.

1. Sei § ein Streckenbild. Ich nenne Reduki von § ein jedes
Teilkontinuum von S, welches Summe von einer gewohnlichen Baum-
kurve ®) B und endlich vielen Zyklen von S ist. Insbesomdere ist
jeder Zykel von S ein Redukt von S

3ei B ein Redukt von S. Fir jeden Punkt & von S— K nenne
ich Endstick von S die Menge derjenigen Punkte y von S, fur

4 Unter diesem Symbol verstehen wir den Raum, dessen Elemente die stetigen
Abbildungen des Raumes M auf die Oberfiiche K, einer im euklidischen n-di-
mensionalen Raume liegenden Kugel mit Radiae gleich 1, Dieser Raum wird dureh
die Formel o(f, /)= iu}: o[f. (@), f, ()] metrisiert (vrgl. mein Artikel, Fund.

Math, XVII, 8. 164). Die Eigenschaft H, ist der Nichtexistenz der JLopologisch
unwesentlichen* (im Sinne von H. Hopf) Abbildungen des Raumes M auf K,
4quivalent. Siehe H. Hopf, Moskaner Math, Sammlung, 1930, 8. 53 und H. Hopf,
Math, Ann. 104, S, 637. Vrgl. auch P. Alexandroff, Dimensionstheorie, Math.
Ann, (g, Z. im Druck). Uber Anwendungen der Réume KM in topologischen Unter-
suchangen s. meine Artikel: Fund, Math, XVIL, 8 195, Monateh. f. Math., wad
Phys., 38, B.381 und Math. Ann. (. Z. im Druck).

5) Stetige Funktion / wird eine den Raum M auf die Menge f(M) zusam-
menzichende Funkiion genannt, wenn F(M)C M und fir jedes refM), flX)==
ist. Die Menge f(M) nennt man dann Retrakt des Rowmes M. Ein sbseluter
Retrakt heisst ein jeder kompakte metrische Raum, welcher Retrakt jeder seiner
metrischen Obermenge isf.

¢} Boumkurve heisst Streckenbild, das keine einfache geschiossene Kurve
' enthilt (,dendrites” von 8 Mazurkiewics, Fund. Math. II, 8. 119—180). Ge-
wihnliche Kurve, bezw. Baumkurve heisst Kurve, bezw. Baumkurve, die Summse
endlich vieler einfachen Bogen ist (vrgl. K. Menger, Mach. Ann. 95, B. 304).
Hior werden auch einpunktige Mengen als gewbthnliche Baumlkurven angesehen.
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welche es kein Punkt z von R gibt, der S zwischen y und dem
gegebenen x zerschneidet. Aus dieser Definition folgt leicht dass die
Endstiicke abgeschlossene Mengen sind

Die Endstiicke von S werden mit X bezeichnet und nstigenfalls
mit dem Index B sowie, fir festes R, mit luafenden Nummerindizes
versehen. :

Ist fiir ein R von S, max 6(ER) < ¢, so heisst R e-Redukt von §.

Es ergibt sich folgendes aus der Definition von E:

1° Sind p, q € E, so ist jeder einfache Bogen L{p, ¢ C 87)
enthalten.

Folglich #):

29, Jedes Endstick E ist ein Streckenbild; seine Zyklen sind 2u-
gleick Zyklen won 8.

3% Die Menge R-E ist in einem einzigen Zykel von S ent-
halten.

40 Ist Z etn Zykel von R, so ist die Menge Z - E hichstens ein-
punkiig.

8% Jede Komponenie?®) von S — R ist in einem E enthalien.

60. Ist E,F E,, soist E,-E,C R und B, E, hichslens einen
einzigen Punkt enthdlt (der dann S zerschneidet).

Folglich 19):

1. Die Endstiicke won 8 bei-einem gegebenen K bilden eine end-

dliche oder unendliche Folge {E.}, im letzteren Falle stets eine Null-
folge (d. h. dass hm §(E,) == 0 ist).

Aus Elgenlchaften 1* und 4° ergibt sich die Behauptung:

8% R.ER ist cine gewéhnliche Baumkurve. Ist insbesondere R —
=B+£.J1Z,, %0 ist R- ERC B oder einpunktig.

90, Fiir jedes &> 0 gibt es in S einen e-Redukt R.

Beweis. Es gibt eine gewohnliche Baumkurve B(C S, mit der
man jeden Punkt z¢S durch einen einfachen Bogen vom Durch-

7) Fdr die Beseichnungsweise von geschlossenen, bsw. offenen u. halboffenen
Bdgen, siehe mein Artikel, Fand Math. XVII, 8. 172, 7°

%) C. Kuratowski u. G. T. Whybaurn, L. ¢, S. 309,

% d. h. nach Hausdorff eine grésse (in keiner vom sich selbst verschie-
donen enthaliene) ausammenhdngende Teilmenge von S — R.

-19) 1 e 8. 309 u, 313.
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messer <S¢ verbinden kann!t). Es seien Z, Z,..., Z,,... (wo

Zy 3= Z, fur n==m) alle Zyklen von S, deren Durchschnitt mit B
mindestens zwei Punkte enthalt. Da lim 8(Z,) -- 0 ist 1), so gibt

RO

es ein k derart dass:

(1 8(Z,) << d e fiir jedes n> k.
ist. Nun setzen wir:
(2) R=B+ 2, +.. .2,

Ist p. ge ER, 8o gibt es einfache Bigen L{p, 2]C £ nand
L[q, yJC E mit Durchmessern < 4¢ und mit Endpunktes xe¢E- R
und y eE . R. Nach 39 4° und (2) gibt es also eine Zahl m > k, so0
dass x, yeZ,,, und infolgedesssen nach (1)

Shet et l)<hetetde=e

ist, woraus d(E)\<\e folgt, w.z b. w

2. Eine Eigenschaft W soll punkiueise additiv heissen, wenn je
zwei relativ zueinander abgeschlossene und nur einen gemeinsamen
Punkt p besitzende Mengen M u. N, beide von der Eigenschaft W,
eine Summe M - N von derselben Eigenschaft W ergeben.

Hilfssatz I. Die Eigenschaft K ist punkiweise additiv.

Beweis. Sei f eine stetige Funktion, /(M 4 N)C M + N und
z. B. f(p) e M. Wir setzen ftir jedes z & M:

3) { p(x) = flz), wenn f(x)e M,
plx)=p, wenn f(x)eN.
Hat die Menge M die Eigenschatt ¥, so gibt es einen Punkt -
4) Plro) = 2 € M,
weil @ offenbar stetig ist. Wire nun
®) f(z)e N— M,

) Zum Beweise betrachten wir 2. B. eine endliche Teilmenge T' von S mit
der Eigenschaft, dass es fiir jeden Punkt 2 ¢S einen Pankt 2 e T und einen ein-
fachen Bogen L[a,#](C S mit dem Durchmesser << }{e& gibt. Um die gewshnliche
Beumkurve B su erhalten, braucht man nur, eine, alle diere Punkte enthaltende,
gewidhnliche Baumkurve zu betrachten.

) 1 e 8. 313.
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go hitte man, nach (3) und (4), z, = @(z,) =p und somit fir,)=
= f(p)e M, gegen (B).

Es ist also f(z,)e M, folglich nach (3), S(#) = @lxe) = =,
w. z. b. w.

Hilfssatz 2. Die Eigenschaft H, ist punktweise additiv.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass je zwei Elemente fy, f;
des Raumes K2 mit g(f;, f;) << 2) (wobei 4 ein topologischer Raum
ist) sich in K7 durch einen eifachen Bogen verbinden lassen (und
gwar hinreichend nahe liegende Elemente durch einen beliebig
Kkleinen Bogen). Fir jedes 0<{¢<C 1 und z e 4 setzen wir zu die-
sem Zweeke:

fix) = Punki, der den kleinsten geodetischen Bogen L[ f,(2), f,(x)]
von K, im Verhdlinisse t/1 — t teilt.

Es ist leicht zu ersehen, dass so definierte Funktionen f; im
Raume K# einen einfachen Bogen L[ f;, f;] mit dem Durchmesser

e(fy /1) bilden.
Gleichzeitig ist dadurch gezeigt, dass

(6) je zwei Komponenten von K, sind um Z= 2 entfernt. -

Es sei nun @, e K#H, @,(p)=1gq. Es seien ferner ¢;, ;¢ K
und ¢, g7 e K¥ vier dureh folgende Formeln definierte Funktionen:

Pp (¥) = @o(z) und @y (x) = g, fiir jedes ¢ M,
@0 (@) = @o(x) und @3(x) =g, fiir jedes zeN.

Die Voraussetzung des Zusammenhanges der Riume K¥ und
EY ergibt nach dem bereits Bewiesenen, dass sich die Funktionen
@, und @, (bzw. @, und ¢f) in Raume K}' (bzw. in K7) durch
einen einfachen Bogen verbinden lassen. Mit anderen Worten, es
existiert eine homBomorphe Zuordnung zwischen den Parameters
0<{#<C1 uod den Funktionen g;e K¥ (bzw. ¢; ¢ K7).

Es bezeichne 1} (bzw. ¢;) eine stetizge Funktion des Parameters
0<<t=<C1, deren Wert fiir jedes ¢ eine isometrische Abbildung ¥,(y)
der Kugelfliche K, auf sich selbst ist, und zwar eine solche Abbil-
dung, dass (y)=1;(y)=y fur jedes ye K, und dass y; gi(p)=¢
(baw. @; @i (p)=29) gilt. Wir setzen nun fir 0<C¢<C1 und xze M+ N:

mt(z)={¢; ¢;(.’5) fiir ze M,

o #

¥ ¢i(x) fir zeN.
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Da M.-N=(p) und @;pip)=1v, ¢;(p)=q ist, so gilt @, KX+
fur jedes 0<C#<C1, wobei sich die Funktion @, im Raume K}+¥
stetig #ndert. Fir jedes x ¢ M-+ N haben wir dabei @y(x) = g, (x)
und @, (x)=gq.

In dieser Weise haben wir in K ¥+~ heliebige Funktion g, e K4+
durch ein aus allen Funktionen &, bestehendes Streckenbild mit
der Funktion @, (z) = constans verbunden. Die letzt genannten Funk-
tionen bilden aber in K#+¥ eine mit K, isometrische, also zusammen-
hingende Menge; der Raum KJ+V ist somit zusammenhingend,
w. z. b. w.

Hilfssatz 3. Die Eigenschaft B ist punktweise additiv.

Dies geht daraus hervor, dass eine Summe zweier absoluten
Retrakie deren Durchschnitt ein absoluter Retrakt ist, selbst ein
absoluter Retrakt ist!3), und dass die einpunktige Menge ein abso-
luter Retrakt ist 14).

8. Satz. Wenn eine punktweise additive Kigenschaft W jeder
einpunktigen Menge, jedem einfachen Bogen und jedem Zykel von 8
zukommt, so kommi sie auch allen Redukten R von S zu

Beweis. Durch einfache Induktion wird bewiesen, dass jede
gewohnliche Baumkurve die Eigenschaft W besitzt. Nun wollen wir
zeigen, dass die Eigenschaft W jedem Redukt R mit n-+1 mehr-
punktigen Zyklen zukommt, wenn sie den Redukten mit < n mehr-
punktigen Zyklen zukommt Ist Z ein Zykel von R, so sind die
Komponenten von R — Z pasrweise fremde Redukte von S mit
hochstens 2 mehrpunktigen Zyklen. Sie haben also die Eigenschaft
W. Da jede dieser Komponenten mit Z genau einen gemeinsamen
Punkt hat %) und W punkiweise additiv vorausgesetst ist, so er-
halten wir durch einfache Induktion die Behauptung des Satzes,
w. z. b. w.

Auf Grund der Hilfssiitze 1, 2 u. 3 ergiby sich daraus der

Korollar 1. Die Higenschaften F, H, und R gehen vou Zyklen
eines Streckenbildes anf seine Redulkte iber.

13) 8 N, Aronssajn u. K. Borsuk, dieser Band, 8. 194.
1) K. Borsuk, Fund. Math, XVIL 8. 1563, (a).
1) 1, ¢, 8. 309.
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In der Tat, besitzt sowohl jede einpunktige Menge als jeder
einfache Bogen alle drei Figenschaften F, H, und R 1%)
Insbesondere folgt daraus der

Korollar 2. Die gewihnlichen Bawmkurven sind absolute Retrakte.

4. Satz, Jeder Redilt R eines Streckenbildes S ist ein Retrakt '1)
desselben.

Beweis. Sei £, £, ... die Folge der betreffenden Endstiicke
von § und f, die auf der Baumkurve (siche 1, 8% R.E, durch
die Formel f,(z)=w« definierte Funktion. Auf Grund des letzen
Korollars hat %) f, eine Krweiterung ¢, '*) auf die ganze Menge E,
relativ zu £. £,. Demnach zieht wegen 1. 6° u. 7° die Funktion

. x fir” jedes z ¢ R,
(7) w(x) - {q)u(_r:, fa" jedcs Te Eng.

das Streckenbild § auf den Redukt R zusammen ). w. z. b. w.
Es 15t zu bemerken, dass im Falle, wo R ein &Redukt ist,” er-
fillt die durch (7, definierte Funktion ¢ die Ungleichung:

(8) olr. @) e fiir jedes xe S
Da jedes Zykel von § ein Redukt von § ist, so ergibt sich der

Korollar. Jeder Zykel sines Streckenbildes ist ein Retrakt des-
selben.

%) Was die Kigenschaften F" und R betrifit, siche mein Artikel, Fund, Math.
XVII, 8, 160 u. 161. Die Eigenschaft H, ist im ruklidischen #-dimensionalen
Raume (fir # > 1) mit dem Nicht-zerschneiden desselben dquivalent (8. mein Ar-
tikel, Uber Schnitte der n-dimensionalen Euklidischen Riume, Math, Ann. (z. 2.
im Drack). Ein direkter Beweis der Eigenschaft HJ, ist einfach. Man kann 5. B,
sich aaf den allgemeiuen (und sehr leicht beweisbaren) Satz stiitzen, dass fiir zwei’
Koutinua 4 und B der Zussmmenhang des Raumes 44 denselben des Ranmes BA -
(und 48) impliziert und den Satx anwenden. dass der Raum 10, 1]l zusamwen-
bingend ist (s. mein Artikel in Fund. Math, XVIL, 3. 170).

1) Vigl. Fussnote ), S. 199.

*) da R* E, ein absoluter Retrakt ist (I ., S. 161).

) d. b., daes @, cine stotige in der Menge E, defimierte Fnnktion int, fiir -

welche @, (E;)C R* E, und g,(z)=f, () fir jedes xe R - E, gilt.
* Vrgl. Fasenote %), S. 199
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5. Satz. Es sei K ein kompakter Raum. Gibt es fiir jedes n eine
stetige Funktion @,, wobei:

1° ¢.(K)C M, C K,
2° M, die Eigenschaft F' hat,

30 Q[x, (pn('r)] <n}'fﬁr jedes x G.K:

so hat auch K die Eigenschaft F.

Beweis. Da K kompakt ist, so gentigh es zu zeigen, dass es
fur jede stetige Funktion /, wo f(K)(C K, und flr jedes natiirli-

1
ches n einen Punkt z, e K, gibt, so dass g[z,, f(a:,)]g;;. gilt. Ist

@, eine stetige die Bedingungen 1° u. 3* erfillende Funktion, so

haben wir @, f(M,) C ¢, f(E)C @.(K)C M,. Wegen '20 gibt es also

ein z, ¢ M, fur welches ¢, f(z,) = , gilt. Demnach gibt auf Grand
1

von 3°, g[.v,,f(.r,,)]g;l—, w. z. b, w.

6, Hauptsatz 1*') Die wigenschaft F ist 2yklich extensiv und
reduktiv,

Beweis. Da die Kigenschaft F von einer Menge auf allc Re-
trakte derselben iibergeht?) so ist sie nach dem Korollar von 4.
reduktiv. Audererseits, ergibt 1, 99, der Korollar 1 von 3. die. ’(-In-
gleichung (8) und schliesslich der Satz 5 die zyklische Extensivitit
von K.

Korollar 1%). Die Baumkurven besitzen die Eigenschaft F.

Korollar 2 ). Unter den ebenen Streckenbilder sind diejenigen,
welche die Ebene nicht zerschneiden, durch die Eigenschaft ¥ chara-
kterisiert.

#1) Ein Sonderfall dieses Satzes wurde von W. L. Ayres bewiesen, (s. Fund.
Math, XVI, 8. 335-86).

1%) Fond. Math, XVII, L ¢., 8. 155, ] .

13) Diese Behauptang wurde zum ersten Mal von W, Scherrer bewieden
(s. Math, Zeitschr. XXIV, 8. 125—130).

1) Vrgl, Fussnote ).
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Beweis. Erstens, ist jedes ebene, und die Ebene zerschneidende
Streckenbild nicht wnikoherint 3); es besitzt also die Eigenschafl ¥
nicht 28),

Zweitens, sind die Zyklen eines ebenen Streckenbildes, welches
kein Schuitt ist, topologische Kreise oder einzelne Punkte *7); daher
besitzen *) sie die Eigenschaft F. Daraus und aus Hauptsatz 1,
folgt unsere Behauptung.

7. Hauptsatz 2. Die Eigenschaften H, (n==2, 3....) sind 2yklisch
extensiv und reduktiv.

Beweis. Einerseits, ist nach Korollar von 4. jeder Zykel Z von
S ein Retrakt von & und daher ist der Raum KZ mit einem Re-
trakte des Raumes K3 isometrisch *¥): der Zusammenhang von K3
hat also den Zusammenhang von KZ zur Folge 3°).

Andererseits, ist fe KS, so gibt es ein £>> 0 derart dass fur
jedes Punktepasr x, ye S

(9) o,y <& impliziert o] fir), fly)] << 1.

Es sei nun R ein &Redukt von § und ¢ eine S guf R zusam-
menziehende und die Ungleichung (8) erfiillende Funktion. Wir
betrachten die durch folgende Formel definierte Funktion v eKR:

(109 wir)=fix) fir jedes xeR.

Ist jeder Zykel von § von der Kigenschaft H,, so hat nach
Korollar 1 von 3. auch der Redukt R dieselbe Eigenschaft. Nach
Hilfssatze 2 von 2. gibt es also im Raume KR einen, von Funk-
tionen ¥, (wo 0 <Ct<C 1) bestehenden einfachen Bogen, wo 1, (x) =
= constans und ¢, (x)= y(z) fir jedes z ¢ R ist.

Die Funktionen f(z)==1, @(x; fir x¢8 bilden also in XS einen
einfachen Bogen mit Endpunkten f,(x)= constans und f,=ye¢.

%) C. Kuratowski, Fund, Math. V11, 8. 148.

#) C. Kuratowski, Fund, Math. XIV, 8. 307. Ein anderer Beweis ist von
mir gegeben worden, Fund. Math. XV1I, 8, 188.

) Q. T. Whyburn, Amer. Journ. of Math. 50, 8. 188,

%) L. E. J. Brounwer, Math, Ann, 71, 8. 115.

) K. Borsuk, Fund. Math, XVII, 8. 168.

3%) Siehe =, B. Haunsdorff, Mengenlehre, S. 198,
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Nach (8), (10) und (9) haben wir:

ol i), f@)] = o[ fo(x) fla)) <1 fiir jedes ze P,

also gehdren nach (6) die Funktionen f und f, und daher aveh f
und f, zu einer und derselben Komponente von KS. Da aber die
Funktion f eine beliebige war. so ist der Raum KS zusammenhiin-
gend, w.z b. w.

Korollar 18). Damit ein Streckenbild unikohdrent sei, ist es
notwendig und hinreichend, dass jeder seiner Zyklen unikohiirent sei.
(Zyklische Ecxtensivitit und Reduktivitit der Unikohirenz).

Dies ist ein Sonderfall des Hauptsatzes 2, da fir Streckenbilder
fullt Unikohdrenz mit der Eigenschaft H; zusammen 32),

Korollar 2 33). Ein im euklidischen n-dimensionalen Raume lie-
gendes Streckenbild zerschnetdet diesen Raum dann und nur dann
nicht, wenn keiner seiner Zyklen dicsen Raum zerschaeidet.

Beweis. Dies ergibt sich auf Grund des Hauptsatzes 2 aus
dem Satze, nach welcbem in eundlidischen Riumen die Eigenschaft
H, mit der Nichtzerschneidung des Raumesr zusammenfillt 84).

8. Es sei, / eine, esinen kompakten Raum K auf ein Redukt
R eines Streckenbildes S(CC K zusammenziehende Funktion. Gibt
es fir die Folge {ER} der Endsticke eine Folge von paarweise
fremden Umgebungen (offenen Mengen) {U} der Mengen Ef — R,
derart dass

10 T,-U,C ER-EE fir je iy =iy,

20, jedes U, durch [ auf eine Teilmenge von EF- R abgebildet wird,
so nenne ich f eine K auf B zusammenzichende U-Funktion.

Ist R ein e-Redukt von S und /, eine U-Funktion, so folgt
aus 29:

30 ofx, fle) e fiir jedes =z ¢S

1) Dieser Sats stammt von (. Kuratowski, Fund, Math. X1V, 8. 189.

#) K. Borsuk, Fund. Math, XVII, 8. 195.

1) Fir n =2 wurde dieser Satz von G. T. Whyburn bewiesen (s, Amer.
Journ, of Math. 50, B. 167—194).

#) K, Borsuk, Uber Bchnitte der n-dimensionalen Euklidischen Riume.
Math, Ann. (z. Z. Druck).
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Hilfssatz. [st jeder Zykel Z eines in Q, %) liegenden Strecken-
bildes S ein absoluler Retrakt, und ist fermer R, ein &-Redukt von S
und f, eine Q, auf R, zusommenzichende U-Funktion, so gibl es fuir
Jedes 7, wo 0 <7< e einen y-Redukt R, von S und eine Q, auf
R, zusammenziehende U-Funktion Sy S welche o(f,, f)<<e ist.

Beweis. Nach 1, 7° gibt es ein kleinstes natiirliches #, derart dass
(11) S(ERY < fiir jedes i>mn.

Auf Grood von 1, 29 80 und 99, gibt es fiir jedes i
n-Redukt R, von EFe fir welchen

(12) Ef\‘s_ RzCBl

71 einen

gilt. Setzen wir also

(13) B, =k + 3B,
=1

so ist es leicht zu ersehen, dass Rn ein Redukt von S, und zwar
¢in n-Redukt von S ist, denn die Endsticke E®7 von S entweder
Endsticke E% von Endstiicken Efe fiir i<Cn sind, oder (fir i>n)
mit den Endstiicken E?¢ von S zusammenfallen, so dass der Durch-
messer der ersteren nach Definition von K, und der letzteren nach
{11), <7 ist. Nun setzen wir:

(14) Efv=E} fir i>n

und bezeichnen fir jedes i<Cn mit K, die Endsticke EZ® von
Efe. Ferner, bezeichnen wir fﬁr jedes x e E,;— R, mit K(x) die
offene Kugel um # in @, vom Radius

(19) r@=4o|x B, + 3 Bt (0, — U))
und setzen: "
(16) U,; _-—._2' K@)

er,; J“‘Ri

Da E,;- B, nach 1, 8° eine gewthnliche Baumkurve, also nach

%) @y beseichnet hier den Fundamentalwiirfel des Hilbertschen Raumes

(sFondamentalquader* von K. Menger, Dimensionstheoris, Leipzig wu, Berlin,
1928, 8, 13—14).
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Korollar 2 von 3. ein absoluter Retrakt ist, so hat 3¢) eine jede
Funktion ¢,;, die wir fir x¢E; ;- E; durch die Formel

(7 P,(X) ==

definieren, eine Erweiterung v, ; auf K, ;- R, U, relativ zu E, ;- B
Nun definieren wir eine Funktion ¢,(x) fir ze R, 4+ 2T, +

+ U(Q, — U) folgendermassen:

(18) pz) =z fir zek,
(19) 9o)=p,(x) fir zeU,
(209) Q@) =f,(2) fir zeU(Qu— U
Da, nach 1, 62 und (15), r() > O ist, so ist nach (15) und (16)
U,,-R=E,,—E,-B,CE,; R.

Infolgedessen stimmen nach (17) die Werte (18) u. (19) von
@ x) auf dem gemeinsamen Teil von R, u. U,, uberein. An-
dererseits, da R,-(Q,— U) C B, und nach (1) und (16)
[}J T, ) [T+ (Q,— U) C R, ist, so liegt die Menge [R+2Ug,,]

[U -(@,— Up] in R,; da ferner fir f,, als fir eine {, auf R,
zusammenziehende Funktlon, f.(@) == fir jedes zeR, gilt, so stim-
men auch die Werte (20) von @,(x) mit den Werten (18) u. (19)
in den betreffenden Punkten z tberein. Die Funktion g, ist also
stetig.

Da die Wertenmenge von @; nach Definitionen von f,(x) und

von 9, ,(x) laut (18), (19) u. (20) in R, liegt, die nach Korollar 1
von 3. ein absoluter Retrakt ist, so hat?") g, eine Erweiterung ;

auf U, relativ zu R, Wir setzen also:
(21) Sy = wiz) fir ze ﬁ,, i=12...,n

(22) fo(®) =/f:) fir xe, -—2‘ U,

iel

Nach (20) u. (22) ist f,(x) stetig und aut ganzem ¢, definiert;

36) Vrgl. Fussnote 18), S, 204.
31) Ebenda.
Fundamenta Mathamaticae. T. XVIIL 14
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nach Definition von ; u. (13) liegen ihre Werte in K, und nach
Definition von f,, (13) u. (18) ist f (z) == ftr z e R,. Demnach
zieht tatsachlich /, den Raum @, auf R, zusammen.

Um non zu zeigen, dass f, eine U-Funktion ist, betrachten wir
als Umgebungen von Mengen E*7— R, von S die Mengen U,
fur E,; mit i<Cn und die Mengen U; fir Efe, wo i>n. Auf
Grund von 8, 1 fiir U;, sowie von (15) und (16) fur U, stellt
map fest, dass fir simtliche diese Umgebungen die Bedingung 8,
1° erfullt ist. Ferner, da fiir 4>>n nach (14) u. (13) E¥F. R, (C
C £%- R, ist, so hat die Gultigkeit der Begingung 8, 2° ftir R,
die Griiltigkeit derselben fir R, bei i>>n zur Folge. Bei i << ist
dieselbe durch (19) u. (21) versichert, so dass f, tatsiichlich eine
U-Funktion ist. Schliesslich, sind nach (22) die Funktionenwerte

von f, und f, nur fir zeU, bei i< n verschieden. Dann gilt

aber einerseites nach Definition von ;(z) und nach (21)
fi@)e B.C B
and nach 8, 2° fir f,(x) wo ze U, als fir eine [/-Funktion:
[z e B

Demnach, da R, ein e&Redukt von S ist, gilt o f,(2), fn(x))<
<L O(EfF)<Tg, w.z. bow

9. Haupsatz 3. Die Eigenschaft B ist reduktiv und extensiv.

Beweis Die Reduktivitit von R ergibt sich nach dem Korol-
lar von 4. aus dem Satze, dass jeder Retrakt.eines absoluten Re-
traktes selbst ein absoluter Retrakt ist 38).

Um andererseits, die Extensivitit von AR =zu beweisen. kann
man sich auf den Fall SC @, beschrinken %) und zeigen dass
dann S ein Retrakt von @, ist4®). Zu diesem Zwecke bemerken
wir, dass auf Grund von 8, 3° und des letzen Hilfssatzes, kann

mann durch Induktion eine Folge {/,} von U-Funktionen angeben
ftir welche

)} K. Borsuk, Fund, Math. XVII, 8, 1b4.

*) nach dem bekannten Einbettungssatze von P. Urysohn, nach welchem
jeder separable metrische Raum mit einer Teilmenge von @, homiomorph ist {vgl.
z. B. K. Menger, Dimensionstheorie, S. 57).

%) Fand. Math. XVII, 8. 160.
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. - | S
]) Q(,/»’/n«{d\gé}} A/“’" = J, 2....,
1

2) ol fulm), 2)<s, fir xeS

gilt. Daraus folgt wegen der Vollstindigkeit der Raumes NARY!
die Fxistenz von stetiger Funktion:

Sy =Ilim Julxie SYe,
ftir die, nach 2), f(z)=g fir jedes xeS ist, w. z b. w.
Korollar 1. Die Baumkurven sind absolute Retrakte,
weil ihre Zyklen einpunktig, also absolute Retrakte sind.

Korollar 2. Ebene absolute Reirakte sind mit den die Ebene
nicht zerschneidenden Streckenbilder identisch.

Beweis. Erstens, ist jeder absolute Retrakt ein Streckenbild 4?)
und, falls er in euklidischem n-dimensiqnalen Raume R, liegt, zer-
schneidet er diesen Raum nicht 43). Zweitens, da jeder Zykel eines
die Ebene nicht zerschneidenden Streckenbildes S entweder ein
Punkt oder ein topologischer Kreis ist 4¢), sind alle Zyklen von 8
absolute Retrakte 45) und dann folgt unsere Behauptung unmittelbar
aus dem Hauptsatze 3.

10. Zum Abschluss wollen wir simtliche Retrakte der Ebene
topologisch charakterisieren. Zu diesem Zwecke beweisen wir fol-

genden

Hilfssatz. Sind die Teilmengen A, 4,,...
mes M absolute Retrakte und

10, A, C 4.1y

g0, FHAA) =0 wo A=34, ist

n=1

eines metrischen Rau-

=l

<0 ist die Menye A ein Retrakt von M.

)1, ¢, S. 164.

) L ¢, S 163, 1%

4) 1, c., B. 163, 4.

#4) Vrgl. Fussnote ), . 206.

) Fund, Math. XVIJ, L ¢, 3. 160, Beispiel, 3
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Beweis Man kann voraussetzen, dass 4 — 4,30 fiir n=1,2,.,
ist. Wir setzen:

(23) M,=E [[gu, A—=1Zy) ;l].
xeM n
Die Mengen M, sind demnach im Raume J/ abgeschlossen und
(24:) M,, C IMH—H - ﬂ/] -_— ‘M;‘+] y
(25) M:Z M,

Wir betrachten nun eine Folge von Funktionen {f,}, wo
1 eine beliebige den Raum M auf A, zusummenzichende Funktion ist

und f,,; auf Grund der, den Raum M auf 4, zusammenziehenden
Funktion f, folgendermassen definiert wird:

(26) fuya ist eine Erweiterung auf M relativ 2u A,y der Funktion @
die auf der abgeschlossenen Menge M, 4,,, durch die Formeln

(27) { ‘P(m) =ﬁl(x) fur TE MM
pla)y == fir e,
gegeben ist.
Dz nach (28), M, 4,,,C 4, ist, so sind die Formeln (27) @ber-
einstimmend.
Ist zeM,, so gilt nach dieser Definition ftir m>n, f,{(z)=
= f,(z); infolgedessen und nach (25) gibt es fiir jedes z ¢ M eine

Funktion
flo) =lim £, @)

Ausserdem, ist auf der offenen Menge M, — M — M, die Funk-
tion f(z) durch die Formel f(z)=/f,(2) definiert, also in jedem
Punkte e M, — M — M, stetig. Da aber nach (24) und (25)
M =El [M,— M — M, gilt, so ist die Funktion f iuberall stetig

und da (nach (26) und (27)) ftir jedes z¢ M, f(x) e 4 und flr jedes
zed, flx)== gilt, so ist f eine den Raum M auf A zusammen-
ziehende Funktion, w. z b. w.

Satz. Die Retrakie der Ebene sind mit den ebenen nichtleeren ab-
geschlossenen, zusammenhingenden und lokal 2usammenhingenden Men-
gen, deren Komplementirmengen aus lauter unbeschrinkten Komponenten
bestehen, identisch.

icm

Uber stetige Streckenbilder. 213

Beweis. Nach einem allgemeinen Satze 4%} gelten alle diese
Bedingungen fir Retrakte der euklidischen Riume.

BEs sel, andererseits, 4 eine ebene Menge, die alle diese Bedin-
gungen erfillt. und ped Es bezeichne S, ein Streckenbild wmit
folgender Eigenschaft +7):

(28) E lo(e, ) <SHC MC 4.

Es ist leiecht zu verifizieren, dass die Menge

(29) An=2n' S+ Y 6,

k=l
wo {G} die Folge aller beschrinkten Komponenten der Komplemen-
tarmenge von 3 S, bezeichnet, ein die Ebene nicht zerschneidendes

k=1
Streckenbild, also nach Korollar 2 von 9.. ein absoluter Retrakt ist.

Da nach (28) und (29)
o(p, Aoy — A)=n, wenn A, — 4,50,

[

ist, so gilt 4,C 4,1, IT(A—4,)=0 und A=§A,, und demnach

ne=l 2wl
alle Voraussetzungen des Hilfssatzes 10. erfullt sind, wonach die
Menge .1 ein Retrakt der Ebene ist. w. z. b. w.

4 1. ¢, 8. 1565 uv. 162.
47) Die Existenz eines solchen Streckenbildes wurde von S, Mazurkiewicz,
Fund, Math, I, 8. 187 bewiesen.
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