Généralisation d’'un théoréme de Cantor concernant
les ensembles ordonnés dénombrables ?).

Par

W. Sierpifiski (Varsovie).

D’aprés un théoréme bien connu de Cantor, il existe un en-
semble ordonné dénombrable D (p. e. l'ensemble de tous les nombres
rsﬁonnels'ordonné‘d’aprés leur grandeur), tel que tout ensemble
dépombrable ordonné est semblable & un sous-ensemble de .D.

Le but de cette Note est de démortrer que si 2%==n,, il exfste
un ensemble ordonné. U de puissance du continu, tel que tout ensemble
ordonné de puizsance du continu est semblable a un sous-ensemble de U.

Notamment, en utilisant le théoréme de M. Ze rm elo, mais sans
admettre ’hypothése que 2%=—yx,, nous prouverons qu'il eviste un

1) Cette Note était déja rédigée quand j’apergus que mon théordéme est une
conséguence de denx propriétés des ,types 4z de M. Hausdorff. Notamment
dans son livre Grundeilge der Mengenlehre, Leiprig 1914, on tronve, p. 181, ce
théoréme I: ,Fine 7z-Menge enthilt zu jeder Menge von der Muchtigkeit N eine
thnliche Teilmenge3) et, p. 182 on Lit: ,,... so gibt es 7;41-Mengen von der
Mauchtigkeit Rz41 dann und nur dann, wenn 2% = Ne1“ *). Néanmoins, ma Note
contenant une démonstration élémentaire d'une proposition qui n'était pu énoncée
explicitement, j'ai décidé de la publier.

1l est emcore 4 remarquer qu'il ne résulie pas encore des proposmons citées
de M. Hausdorff que notre théoréme est équivalent i I'hypothise 2%=—pN, ;
cette question reste encore ouverte.

1) Cf. ¥. Hausdorff, Grundziige einer Théorie der geordneten Mengen,
Math. Annallen 65 (1908), p. 488, Satx XVIII.

) Cf. aussi Fund.. Math. t. VI, p. 278,
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ensemble ordonné U de pnissance du continu, tel que tout ensemble
ordonné de puissance %, est semblable & un sous-ensemble de U Y).
Démonstration.
Désignons par U Pensemble de toutes les suites transfinies du
type Q, dont les éléments sont des nombres 0 ou 1,

1) 8y,.83; Gyyeeey By Gpry-sos gy Qe (5{ Q)

et telles quil existe toujours un indice 1 << Q, tel que a,=1 et
ag==0 pour 4 < &< Q. Ordonnons I'ensemble U d’aprés le principe
de premitres différences. Je dis que .'ensemble U ainsi ordonné
satisfait aux conditions de notre théoréme. .

§ étant un nombre ordinal < Q, désignons par U; le sous-en-
semble de U formé de toutes ces suites (1) de U pour lesquelles
a, =0 pour § =% < L. On voit sans peine que

U=3'0,

_ ie
et que ﬁgg 2% pour £ < Q, done

ﬁg 8 ° 2&,—_— 2%,

D’autre part, on voit sans peine que U_>2% pnisque
toutes les suites (1), od a, (n==1,2,3....) est une suite infinie
quelconque formée de nombres 0 -ou 1, et o a,=1, ag_—=0 pour
() <§ < 0, appartlennent évidemment & U. On a ainsi

U_.

_Lemmé 1. 4,, 4,, A,,... étant une suite infinie d'éléments de U
il existe toujours deux éléments B et C de U, tels.que B<4,<C
pour n=1,2, 3,.

) M, A, Lindenbaum remarque que cstte proposition résulte aussi des
théordmes contenus dans le livre cité de M. Hausdorff du 1914, notamment:

1. p. 179. On construit un type normal homogéne 7,.

2. p. 180, lignes 16—19 en descendant. La puissance de ce type %, est 2%,

8. p. 181, lignes 16—13 en remontant. Le type 5, n'a que des éléments dont
le ,earactére“ est c,, ot des lacunes dont les ,carectéres“ sont ¢,
Cyo; €11; Vensemble du type 4, est done unme ,7%,-Menge®.

4. p. 181, lignes 10 et 9 en remontant. Chaque ,7,-Menge“ contient un en-

" semble semblable tout ensemble ordonné de puiseance X,.
Donc un enseinble du type 7, jouit des propriétés désirées.
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Démonstration. Soit A,={af}sco pour n=1,2,3,.. D’aprés
A4,e U, pour n=1,23,... et la définition de U, il existe pour
tout » naturel un indice 4, <C 8, tel que a;, =1 et af= 0 pour
i, << E<Q Soit 4 un nombre ordinal << £, tel que 4 > 4, pour
n=1,2,3,... (Un tel nombre A existe, puisque 1,<<Q pour
n=1,23,..) Posons b,=0C pour §F4, b,=1, ¢;=1 pour
E<KA et ;=0 pour 2 <§<TQ, et soit B={b}eco, C={ce}eco-
Soit #» un nombre naturel donné queleconque: nous aurons évidem-
ment b, =0<Caf pour §<4, et b, =0<1=aj (puisque . <A),
ce qui prouve que B < 4,; d'autre part af <C1l=¢; pour § <1
et a} =0 <1=r¢,, doit 4, << C. Notre lemme est ainsi démontré.

Lemme II. 4,, 4,, 4,,... et B,, By, By,... étant deux suites
infinies d'éléments de U, telles que 4, B, pour &k et ! naturels,
il existe toujours un élément C de U, tel que 4, < C < B, pour
n=1,23,...

Démonstration. Soit 4,={af};co, Br="{b3}sco pour n=1,2,3....
Nous définirons une suite transfinie auxiliaire {ug}; o comme il suit.
Posons u, =1 #'il existe un indice 2, tel que a} =1, et posons
u, =0 si aj=0 pour n=1, 2, 3,... Soit maintenant £ un nombre
ordinal donné >1 et < Q, et supposons que nous avons déja dé-
fini les nombres a, pour 7 & Nous poserons 4y =1 gl existe
un indice n, tel que ay=u, pour 7<§ et af==1, et nous poserons
u==0 daps le cas contraire. La suite trausfinie {u}, o est ainsi
définie par l'induction transfinie. Elle n’appartient pas nécessairement
a2 U, mais, 4, (n=1,2,3,...) étant des éléments de U, on voit
sans peine (d’aprés la définition de ) qu'il existe un indice 4 <CQ,
tel que #; =0 pour 1 << £<C 2. En effet, d'aprés 4,¢ U il existe
pour tout » maturel un indice 4, < 2, tel que af==0 pour 4,<C
<<§<C Q. Or, il existe un nombre ordinal 4 << Q, tel que 41> 4,,
pour n=1,2,3,..., et il est évident que af =0 pour 1 <E<T £,
n=1,23,..., dod u,=0, pour 1 <<{<<Q. De méme, d’aprés
B,eU pour n=1,2,3,..., on voit sans peine qu'il existe un indice
<L tel que b7=0 pour u<CTE<TQ n=123 ..., et ndus
pouvons supposer que u > 4.

Posons maintenant ¢;=u; pour &= p et ¢, =1; d'aprés u;=0
pour 4 <E<<Q et daprés u<<1 on a ce=0 pour u <5<Q
et on voit que la suite transfinie C={c};.o appartient & U. Je dis
que 4, < C<B, pour n=1,2, 3,...
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Soit # un nombre naturel donné. Si 4, = {ugco, il existe un
plus petit nombre ordinal y < Q, tel que a; 4=u,. On a done af=1u,
pour &<y, d'oh résulte tout de suite. d'aprés la définition du nombre
u, et d'aprés aj=-u,, que aj=0 et u,=1 (puisque, &l était
a;=1, on aurait aussi u, =1, donc aj=u,). Vu la définition de
la suite C, on trouve donc af==c; pour § <y et a} <c, (puisque
si ygu, on a c,=u,>a; et si y=up, onaa;=0<1=q¢),
done 4, < C. Or, si 4, ={ug};co, on a, vu la definition de la suite
C, af=c, pour §<p, et a)=u,=0<c,=1, d’elt encore
4,<C.

Or, si » est un nombre naturel, il ne psut étre B,= C, puisque
b, =0 et ¢, = 1. Admettons qu'on a, pour un indice n, B, <C:
il existe donc un nombre ordjnal y << Q, tel que b} =¢; pour £y,
by =0, ¢,=1; il est done y <C p (puisque ¢; = 0 pour u < < Q),
done (d’aprés la définition de la suite C) b = u; pour §<y.

Si y<<m, ona bf=c,=u; pour £y et 4, =c, =1, d'oh
résulte, vu la définition du nombre u,, quil existe un indice m,
tel que af=u, pour £ <y et aj=1 donc af == ¢, == b} pour
E<y et ar=1>0=10), ce qui donne B, < A4, contrairement
3 Phypothése. Il est done y—p. D'aprés B, e U il existe un indice
8<< 0, tel que Bj=1 et b =0 pour § < § < Q; daprés bi=0
pour u<CE<<Q, on a 6<p On a dome bf==c,=u pour E<
<y=upn et uy=>0;=1, dot résulte, vu la définition du nombre
ug, qil existe un indice k, tel que af = u; pour §<C detaj=1,
done, d’aprés & <u: af=="b} pour £<6, ab=1=b} et a} >0=10}
pour & < £ < Q, contrairement & la formule 4, < B,.

Notre hypothése qu'on a, pour un indice n, B, <O, est done
impossible. On a done C< B, pour n=1,2,3,...

Notre lemme est ainsi démontré.

Soit maintenant
@) Pry Prs Prreees Par Potdyeees Peyeo (E<9
un ensemble ordonné de puissance ¥, et soit
(3) Ay, Ay, Aoy Ayy Apiay-os Agenn

une suite transfinie formée de tous les éléments de l'ensemble U.
Posons f(p,) = 4,. Soit maintenant ¢ un nombre ordinal >1
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et < Q et supposons que nous avons déja défini tous les éléments
f(pg) pour §<a.

Nous définirons f(p,) comme le premier terme de la suite (3)
qui, pour tout indice § < @, a les mémes relations d'ordre dans U
par rapport & f(p;) que p, a par rapport & pg. Des lemmes TetIl
résulte tout de suite qu'un tel élément f(p,) existe toujours dans
la suite (3). On voit sans peine que le sous-ensemble de U formé
de tous les éléments f{(p,), oi &<, est semblable & I'ensemble
ordonné (2).

Notre théoréme est ainsi démontré.
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Sur l'application des espaces fonctionnels
a la Théorie de la dimension ?).

Par

Casimir Kuratowski (Lwéw).

Je démontre dans cette note le théoréme suivant: P élant un
ensemble parfait n-dimensionnel situé dans un espace compact A, il
existe une fonction qui transforme de facon continue Uensemble parfait
non-dense de Cantor en A de sorte que chaque point de P est d’ordre
n-41 au plus (c. & d. qu'il est image de <Cn -1 points de Ven-
semble de Cantor).

La démonstration repose sur Papplication de J'espace fonetion-
nel & composé de toutes les fonctions continues qui transforment
I'ensemble de Cantor en 'espace A (entier) ?). Je prouve notamment
que les fonctions qui ne satisfont pas 4 la condition du théoréme
constituent dans @ un epsemble de I-re catégorie; cet ensemble ne
peut done &tre identique & @ (en vertn du théoréme de Baire);
d’'odt la conclusion demandde.

Le théoréme se généralise facilement au cas, ot 4 la place de F
on considére une suite infinie d’ensembles parfaits Py, Py,..., Pi,...
de dimensions #,, ny,..., 1,... La fonction peut alors étre supposée
d’ordre < n,- 1 en chaque point de F,.

Jeo vais indiquer, en outre, plusieurs simplifications de la Théorie
de la dimension des espaces compacts, liées aux raisonnements ex-
posés ici.

1) Communication présentée & la Soc. Pol. de Math. & Lwéw, le 23, I. 1032.

%) L'idée d'appliquer l'espace fonctionnel & la Théorie de la dimension est due
4 M. Hurewicz Voir Proc. Akad. Amsterdam 34 (1981), p. 399 et Akad. Wien
1931 (7 Mai). :
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