Ueber die allseitige und nicht allseitige Erreich-
barkeit bei geschlossenen Kurven.

Von

B. Kaufmann (Heidelberg).

In der vorliegenden Note beschiftizen wir uns mit geschlos-
senen Kurven allgemeinster Art (in Schonflies'schem Sinne),
welche die Ebene in zwei Bereiche zerlegen und ihre gemeinsame
Begrenzung bilden. Wir richten unsere Aufmerksamkeit auf das in
der Definition festgelegte Hauptmerkmal einer solchen Kurve und
fragen deshalb nach ihrer Eigenschaften in bezug auf beide von
ihr begrenzten Bereiche. Solche Rigenschaften der Kurve finden
ihren Ausdruck insbesondere in der Verteilung der allseitig und
nicht allseitig erreichbaren Stellen, woritber bei allgemeinen, nicht
einfachen Kurven sehr wenig bekannt ist 1)*). Die erste Aussage in
dieser Richtung ergibt sich direkt aus der Schonflies’schen Um-
kehrung des Jordan’schen Satzes: auf einer nicht einfuchen ge-
schlossenen Kurve gibt es nicht allseitig erreichbare Stellen flir jeden
der beiden Bereiche. Weiterhin konnen wir unmittelbar die fol-
gende wichtige Feststellung machen. Eine nicht einfache geschlos-
sene Kurve S kann nimlich sttickweise den Verlauf einer einfachen
Kurve haben. In einem solchen Fall sprechen wir von einem freien
Jordanbogen der Kurve. Darunter verstehen wir einen Teibogen

1) Dieser Frage begegneten wir in einem ganz anderen Zusammenhang bei der
Betrachtung der Verteilung der Konvexitiits- und Koukavititsstellen auf geschlos-
senen Kurven (vrgl den die geschlossenen Kurven betreffenden Teil der Arbeit
des Verfassers ,Uber Stiltestreckenverteilung und Zerlegung konvexer Figuren
in konvexe Teilfiguren ohne geradl. Begrensungsstiicke“, welche demnsichst im
Crelle’schen Journal f, r. u. angw. Mathematik erscheint. Von den vorliegenden
Betrachtungen wurde dort teilweise Gebrauch gemacht). :

*) [Zusatz bei der Korrektur]. Die unter ) zitierte Arbeit ist inzwischen im
Band 166, Heft 3 (8. 151—166) des Crelle'schen Journals erschienen.
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C' eines Jordanbogens C auf S mit der Eigenschaft, dass simtliche
Kurvenpunkte in einer hinreichend kleinen Umgebung eines jeden
Punktes von C’ auf C liegen. Offenbar gibt es aber auch solche
Kurvenpunkte, welche nicht auf einem freien J ordanbogen liegen.
Eine nihere Kennzeichnung der Kurve in der Umgebung dieser
Punkte zweiter Art, wie auch ihrer freiliegenden einfachen Bogen,
erfordert eine Untersuchung im kleinen. Dieser Untersuchung
legen wir einige Hilfsbetrachtungen iiber die lokale Zerschnei-
dung des einen Gebietes durch die Kurve zugrunde. Wir gelangen
dann zu dem folgenden Ergebnis.

Ein Kurvenpunkt liegt dann und nur dann suf einem freien Jor-
danbogen der geschlossenen Kurve, wenn in seiner (hinreichend
kleinen) Umgebung nur allseitig erreichbare Punkte enthalten sind.

Ein Kurvenpunkt, welcher nicht auf einem freien Jordanbogen
liegt, ist ein Héufungspunkt nicht allseitig erreichbarer Stellen
beider Bereiche. Insbesondere gibt es in einer jeden Umgebung
eines solchen Punktes Teilkontinua von Kurvenpunkten, welche
gleichzeitig fiir beide Bereiche nicht allseitig erreichbar sind.

Wir schicken zundchst einige Hilfsbetrachtungen voraus.

(2) Es sei U(X) eine Umgebung des Punktes X auf S. B sei der
eine von S begrentzle Bereich. Wir behaupten, X kann nicht gleich-
zeitig erreichbarer Randpunkt zweier verschiedener Kompomenten %
und U’ des Durchschnitts U(X)-B sein.

Whre dies nicht der Fall, so konnten wir einen Weg in A mit
dem Endpunkt X und einen Weg in %’ mit demselben Endpunkt
zu einer in B (bis auf X) geschlossenen einfachen Kurve C ergiinzen.
Die Kurve C wire ein Riickkehrschnitt des Bereiches B und
miisste offenbar gewisse Punkte von S, nimlich solche, die % und
A’ innerhalb U(X) trennen, in ihrem Innern einschlieBen. Es miissten
dann offenbar auch gewisse Punkte des zu B komplementiren Be-
reiches in dem von C begrenzten beschrinkten Bereich mit einge-
schlossen sein, was offenbar unmoglich ist.

(b) Ist X fiir ein von S begrenztes Gebiet B ein nicht allseitiy
erreichbarer Kurvenpunkt, so gibt es eine hinreichend kleine Kreis-
umgebung U(X) von X mit der Eigenschaft, dass unendlich viele
Komponenten des Durchschnitts U(X)-B gegen ein X enthaltendes
Grenzkontinuum konvergieren.
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Der Kurvenpunkt X ist ftir ein Teilgebiet B’ von B nicht er-
reichbar, Offenbar gentigt es unseren Satz fiir B’ zu beweisen.
Wir betrachten eine Folge ineinandergeschachtelter Umgebungen U,(X)
von X, welche sich auf X zosammenziehen. Wir nehmen an, unsere
Behauptung gilte nicht. 2 sei eine beliebige Komponente des Durch-
schuittes U,(X)- B’ (n-beliebig). Dann gibt es ein erstes # so, dann
den Durchschnitt U, (X)- 2 hochstens endlich viele Komponenten
von U,(X)-2 trifft. Dies gilt insbésondere auch dann, wenn wir
durch 3B’ ersetzen. Daraus ergibt sich, dass X auf der Begrenzung
einer Komponente 2, des Durchschuittes U (X)-%B’ liegen muf. Aus
denselben Griinden muff X auch auf  der Begrenzung einer Kom-
ponente X, des Durchnittes U;(X)-2,; liegen u. s f Allgemein,
liegt X anf der Begrenzung einer Komponente 2, des Durchschnittes
U,(X)-%,, Wir erhalten eine ineinandergeschachtelte Folge
%, Asy-.oy A,,... von Teilgebieten des Gebietes B’, welche gegen
X konvergiert. Eine solche Gebietsfolge ermoglicht die Konstruktion
eines gegen X konvergierenden Einschnittes des Geebietes B, was
offenbar unserer Annahme widerspricht.

Den weiteren Hilfssatz beweisen wir unter Zuhilfsnahme bekan-
ter Sitze aus der Theorie der Randelemente ).

(c) Es sei U(X) eine hinreichend Fkleine von einem Kreis K be-
grenzte Umgebung eines Kurvenpunktes X, in welcher die Kurve S
nicht ganz enthalten ist. B sei eines der beiden von S begrenzten Be-
reiche B* und B**. A, A,,... sei eine Folge paarweise verschiedener
Komponenten des Durchschnittes U(X) - B, welche gegen eine kontinu-

ierliche Grenzmenge L konvergiert. Wir behaupten, L enthilt ein Teil-

kontinuum wicht allseitig erreichbarer Grenzpunkte von 8.

Wir bemerken zunichst, dass die Beziehung L. K-8 = 0 gelten
mufl. Es gibt deshalb jedenfalls eine Stelle ¥ ("L, welche kein Hiu-
fungspunkt des Durchschnittes K -® ist. Eine hinreichend kleine
Umgebung U(Y) von Y enthilt keine Punkte von K.%. Anderer-
seits ist ¥ ein Grenzpunkt einer gewissen Teilfolge der Folge 2,
A,,... Auf Grund der bekannten Sitze aus der Theorie der Randele-
mente (Primenden) kinnen wir ohne Schwierigkeiten schlieBen, daf
ein Y enthaltendes Grenzkontinuum L* einer Teilfolge von 2f,, A,....

1) Ohne Zuhilfenahme der Randelemente wire der Beweis dieses Hilfssatzes
wesentlich umstindlicher,
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in einem Randelement des Bereiches % enthalten ist. Das betref-
fende Randelement kénnte hoehstens drei allseitig erreichbare Punkte
des Bereiches B enthalten !). Offenbar enthéilt L* ein Teilkontinaum
nicht allseitig erreichbarer Punkte von 3.

Unter Anwendung der Behauptungen (b) und (¢) beweisen wir
jetzt den folgengen Hilfsatz:

(d) U(X) sei eine von einem Kreis K begrenste, abgeschlossene
Umgebung eines Kurvenpunlkies X, in welcher keine micht allseitig
erreichbaren Punkte S in beeug auf das eine von S begrenste Gebiet B
enthalten sind. % sei eine beliebige Komponente des Durchschnittes
U(X)-B. Wir behaupten, die Berandung H von % ist eine Jordan-
kurve.

Angenommen, es gibe einen nicht allseitig erreichbaren Grenz-
punkt X von . Nach (b) enthilt der Durchschnitt einer hinreichend
kleinen Umgebung U(X) mit % unendlich viele Komponenten, welche
gegen ein Kontinuum L auf H- S konvergieren. Nach (¢) gibt es
suf L nicht allseitig erreichbare Stellen in bezug auf 2, welche
keine Grenzpunkte von H.K sind. Wenden wir jetzt zum zweiten

1) Vrgl. M. Torhorst, Math, Zeitachvift 9 (1921), 8. 61—62. In diesem Zu-
sammenhang sei auf eine interessante Folgerung aus dem Hilfsata (a) hingewiesen.
Fiir den Fall geschlossener Kurven lasst sich mit Hilfe dieses Satzes eines der
Hauptergobnisse der Untersuchung vom Frl. Torhorst, wonach ein Randelement

_hochstent drei allesitig erreichbare Punkte enthalten kann, wesentlich verachirfen.

Ein Randelement einer geschlossenen Kusve kann hichstens einen allseitig erresch-
baren Punki enthalten, wobei dieser mit dem im primendentheoretischen Sinne
erveichbaren Punkt des Randelements identisch sein muf. Die Randelemente
erster und zweiter Art enthalien hichstens einen allseitig erreichbaren Punkt,
wihrend ein Randelement dritter und vierter Art keiner dieser Punkte enthalten
kann. Der Beweis dieses Satzes ist hichst einfach.

Nehmen wir an, er gibe einen von dem (im primendentheoretischen Sinne)
erreichbaren Punkt verschiedenen allseitig erreichbaren Punkt P eines Randele-
ments Egy von B, ¢4y 9yr--- DI, G5, Jar--- seien die Ej bestimmenden Querschnitt-
bzw. Gebietsketten. Die Querschnittkette ktnnen wir offenbar so wiihlen, dass sie
gegen einen von P verschiedenen Punkt konvergiert. Eine hinreichend kleine
Umgebung U(P) von P wird von htchstens endlich vielen Querschnitien der Kette
getroffen. Wire P ein allseitig erreichbarer Punkt, so miisste er fiir jedes Gebiet
gn dor Keite erreichbar sein. Nun gibt es nach (a) eine einzige Komponente p.
des Durchschnittes U(P). B, fir welche P erreichbar ist. In der Nahe des Randes
milssen s#mtliche gegen P konvergierenden Einschuoitte in 9 verlaufen. Das
Gebiet f milsste in fast jedem Gebiet gn (# = 1,2,...) enthalten sein, was offenbar
unmpglich ist
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Msle die Hilfssitze (b) und (¢) in bezug auf eine solche Stelle
an, so konnen wir in einer hinreichend kleinen Umgebung dieser
letzteren ein Teilkontinunm von S bestimmen, welches aus nicht
allseitig erreichbaren Stellen des Bereiches B besteht. Dies ist aber
nach Voraussetzung unmoglich. Simtliche Punkte von H miissen ftir 2
allseitig erreichbar sein.

Wir wollen uns jetzt noch iiberzeugen, dass H eine geschlossene
Kurve ist. Nach der Schonflies'schen Umkehrung des Jordan’
schen Satzes wire dann unsere Behauptung bewiesen. Die Kom-
plementirmenge R(2f) der abgeschlossenen Hille von 2, ist eine
offene Menge, welche insbesondere das zweite von S begrenzte Ge-
biet B’ enthalt, Mit M,(K) bzw. M,(K) bezeichnen wir die Gesamt-
heit aller Komponenten des Durchschnitts () - B, welche aus-
serhalb bzw. innerhalb K liegen. Simtliche Komponenten der Ge-
samtheit M,(K) besitzen gemeinsame Grenzpunkte mit B’, welche
zu H fremd sind. Das Gebiet B’ und alle Komponenten von M, (K)
missen in einem und demselben Gebiet %’ von R(%) enthalten sein.
Die Komponenten von M,(X) haben ausserhalb H gemeinsame
Grenzpunkte mit den Komponenten von M,(K) und sind deshalb
ebenfalls in %’ enthalten, Wir konnen leicht folgern, dass R(2%)=2’
sein mud. Ein jeder Punkt von H ist ein Grenzpunkt von 2, wih-
rend offenbar auch umgekehrt die Begrenzung von 2’ in H ent-
halten sein muB., H bildet also die gemeinsame Begrenzung der
beiden Bereiche % and 2. -

Satz 1. Ein in bezug auf beide von der geschlossenen Kurve S
begrentzten Bereiche B* und B** allseitig erreichbarer Punkt X, wel-
cher auch kein Hiufungspunkt nicht allseitig erreichbarer Punkte
der beiden Berciche ist, Uegt auf einem freien einfachen Bogen der
Kurve.

Es sei U(X) eine hinreichend kleine Kreisumgebung von x
mit dem "Radius r, in welcher keine nicht . allseitiz erreichbaren
Kurvenpunkte in bezug B* und B** liegen, und U’ (X) eine Kreis-

umgebung von X mit dem Radius % Nach dem Hilfssatz (¢) mufl X

D

ein Randpunkt einer Komponente % des Durchschoitts U7(X)- B*
sein. Die Begrenzung H von % muB pach dem Hilfssatz (d) eine
einfache Kurve sein. Die Komponente des Durchschnitts H. U'(X),
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weleche X enthalt, ist ein auf 8 liegender Jordanbogen Oy, x, mit den
Endpunkten X, und X;. Die beiden Punkte X, und X, verbinden
wir durch je einen ganz in B* und B** verlaufenden einfachen
Bogen C¥ y, bzw. C¥%,. Das von der einfachen Kurve (Cy, x, + C¥ x,)
begrentzte beschrinkte Gebiet ist ein Teilgebiet von B*, wihhrend
das von der Kurve (Cy, x,+ C#%,) begrenzte beschrinkte Gebiet ein
Teilgebiet von B** sein muf. In dem von der Jordankurve
(C¥ x, -+ C¥%,) begrenzten Gebiet sind nur solche Punkte von §
enthalten, welche gleichzeitigz auf dem Kurvenbogen Cy, x, liegen.
Dieser letztere mub also ein freier Bogen der Kurve sein.

Aus dem Satz I ergibt sich sofort, dass ein nicht auf einem freien
einfachen Kurvenbogen liegender Punkt X ein H#ufungspunkt nicht
allseitig erreichbarer Punkte mindestens eines Berieches, z. B. B sein
muB. Wir konnen uns jetzt leicht tiberzeugen, dass X auch ein Hiu-
fungspunkt nicht allseitig erreichbarer Stellen des zweiten Bereiches B**
sein muf). (Diese Behauptung kann auch unmittelbar aus dem schir-
feren Satz II gefolgert werden). Nehmen wir an, unsere Behauptung
gilte nicht. Danach gilt es eine hinreichend kleine Kreisumgebung
U(X) mit dem Radius » welche S nicht ganz enthalt und in wel-
cher keine nicht allseitig erreichbaren Punkte von B** liegen. I/(X)

sei eine Kreisumgebung von X mit dem Radius 3 Die Umgebung

U’(X) entbslt nach dem Hilfssatz (c) Punkte lediglich endlich vieler
Komponenten des Durchschnittes U(X)-®B*. Nach (d) sind die
Begrenzungen aller dieser Komponenten einfache Kurven. Auf der
Begrenzung einer diesen Komponenten, welche wir mit 2 bezeich-
nen, liegt die Stelle X. Unter Zuhilfenahme von (a) konmen wir
folgern, dass eine hinreichend kleine Umgebung U"(X) von X
existie:t, welche die Bedingung U(X)-8* = U"(X)- ¥ geniigt.
Der Durchsehnitt U”(X).S mub auf der Begrenzung von 2, also
auf einer einfachen Kurve liegen. Entgegen unserer Annahme wire X
ein Punkt auf einem freien einfachen Bogen der Kurve S.

Unter nochmaliger Verwendung der Randelemente beweisen wir
jetzt einen wesentlich schirferen

Satz II. In einer noch so kleinen Umgebung eines nicht auf einem
freien Jordanbogen der Kurve S liegenden Punktes X gibt es Kon-
tinua von Kurvenpunkien, welche gleichzeitig fur beide von S
begrenzten Bereiche B* und B** nicht allseitig erreichbar sind.
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Offenbar gibt es (vrgl. Satz I) in einer Umgebung U(X) von X
einen nicht allseitig erreichbaren Punkt Y eines der beiden Bereiche,
z. B. von B* Aus (b) und (¢) ergibt sich die Existenz eines Teil-
kontinuums L nicht allseitig erreichbarer Punkte von B* innerhalb
einer hinreichend kleinen Umgebung U(Y)(C U(X) von Y. Ange-
nommen, es gibe kein Teilkontinuum von L nicht allseitig erreich-
barer Punkte von B**. Es miissten dann jedenfalls zwei verschiedene
allseitig erreichbare Punkte Y’ und Y’ von B** auf L liegen.
Diese beiden Punkte verbinden wir durch einen (bis auf die
Endpunkte) ganz in B** verlaufenden Weg C. Der Weg C zerlegt
B** in zwei Teilbereiche BF* und BF*, von welchen der erste
beschrankt sein moge. Die Komplementtirmenge ®(L) ist ein Gebiet,
welches durch C ebensfalls in zwei Teilbereiche 2, und A, zerlegt
wird, wobei wir mit 2, den beschrinkten Teilbereich bezeichnen.
2, enthiilt insbesondere die beiden Bereiche B8¥* und B* Danach
gilt die Beziehung S-2;, = 0. Anderenfalls wiire 2, - B*= 0, was
offenbar unmoglich ist. Es muf also ¥, = Bf* sein. Jetzt konnen
wir folgern dass die Begrenzung von 2, keine nicht allseitig er-
reichbaren Punkte in bezug auf 2, enthult. Anderenfalls gibe es
nach (b) und (c) aunch ein Teilkontinuum von nicht allseitig er-
reichbaren Punkten von B** auf I (vrgl die entspr. Betrachtung in
(@)). Dies wiirde unserer Annahme widersprechen. Nun ist es (4hn-

lich wie in (d)) leicht einzusehen, dass die Begrenzung von 2, eine

einfache Kurve sein muf. Ein Teilbogen L* dieser Kurve besteht
aus nicht allseitig erreichbaren Punkten des Bereiches $*. Ein
jeder dieser Punkte muB ein Huufungspunkt der ausserhalb des
abgeschlossenen Bereiches 2, liegenden Punkte von S sein. Ein
jeder dieser Punkte mub also auch ein H#ufangspunkt der ausser-
halb 2, liegenden Punktfolgen von B* sein.
© Ay A,,... sei eine solche Punkifolge mit dem Haufungspunkt Z,
¢welcher von den Endpunkten von L* verschieden sein moge. Eine
Teilfolge A;, A4,,... dieser Punktfolge konvergiert gegen ein Rand-
element E, des Bereiches 8**. Der Querschnitt C in B** trennt
das Gebiet %, von der Punktfolge A;, 4,,... Daraus ergibt sich,
dass keine Punktfolge von 2f, innerhalb einer hinreichend kleinen
Umgebung U(Z) gegen E, konvergiert. Es muB also ein erstes
Gebiet g der E, bestimmenden Gebietskette geben, welches keine
Punkte des Durchschnitts U(Z)-2, enthslt. Fir das Gebiet g
mub Z ein nicht erreichbarer Punkt sein. Z wire anderenfalls ein
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erreichbarer Punkt je einer Komponente der Durchschnitte Uz)-u,
und U(Z):g. Dies witrde der Behauptung (a) widersprechen. Damit
ist die Aonahme, L enthielte kein Teilkontinuum nicht allseitig
erreichbarer Punkte von 8** widerlegt.

Aus dem Beweisverlauf des obigen Satzes gewinnen wir wimit-
telbar das folgende

Korollar. FKin jedes Kontinuum L nicht allseitig erreichbarer
Punkie des einen von der geschlossenen Kurve S begrenzten Bereiches
enthilt auch ein Teilkontinuum niché allseitiq erreichbarer Punkte des
zweiten von S begrenzten Bereiches.
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