22 W. Sierpinski.

De la formule (81) résulte tout de suite que Ry (C B,y et
R,, C Ry, et, puisque d'antre part £,; C RB,; et By, (C R,,, on trouve

By= Ro‘d et R,,= Rdm
d’ot, d'aprés (81):
R,= R By 1)‘

Or, on a, daprés (81): B, C R,y et By C By, done (B, Bs), C
C R, Ry C Ryy By, =R, et, puisque d'autre part R, C (R, Ry);,
on trouve
(B, By =R, *).

La relation' B, (C E, pour les ensembles étant équivalente & la
relation f;(#)<C f;(2) (dans X) pour les fonctions caractéristiques
correspondantes, il résulte sans peine des théorémes VI et VII que

Si R est un anneau d'ensembles et si B, ¢ By, Eye B, et E,(E,,
il existe un ensemble E tel que Ee¢ R, Ry et B, C E(CE, ®).

Si R est un anneau d'ensembles et st Ey e Ry, E, ¢ Ry, et EyC Ey,
il eviste un ensemble E de R, tel que E, C EC E,.

1) Cf. N. Lusin, Legons sur les ensembles analytiques, Paris 1930, p. 69.
) Cf, N, Lusin, L c. p. 64.
3) Cf. Fund. Math. t. VL. p. 2.

icm

Eine Verschiarfung des n-Beinsatzes.

Von
Georg Nobeling (Wien).

Nach Menger !) heisst ein Punkt p eines metrischen Raumes B
von mindestens n-ter Ordnung, wenn die Begrenzungen aller hin-
reichend kleinen Umgebungen von p mindestens # Punkte enthalten.
Gibt es eine kleinste Zahl n mit dieser Eigenschaft, so heisst p von
genau n-ter Ordnung. Existiert eine solche kleinste Zahl # nicht,
so heisst p von unendlicher Ordnung. Liegt p in beliebig kleinen
Umgebungen mit endlichen Begrenzungen, ohne von endlicher Ord-
pung zu sein, so heisst er von wachsender Ordnmung.

Menger!) beweist den wichtigen

n-Beinsatz. Zu jedem Punkte p von n-ter (wachsender) Ordnung
eines im kleinen zusammenhdngenden Kontinuums K existieren n
(abzdhibar viele) in p endende, sonst fremde Teilbigen von K.

Wir wollen nun einen metrischen Raum R zwischen zwei frem-
den abgeschlossenen Teilmengen P und @ von mindestens n-ter Ord-
nung nennen, wenn jede (zu P und @ fremde) die Mengen P und
Q trennende Menge mindestens » Punkte enthalt.

In dieser Arbeit beweisen wir den folgenden

n-Bogensatz, lst ein im kleinen zusammenhingender kompakter
Raum K zwischen zwei fremden abgeschlossenen Teilmengen P und Q
von mindestens n-ter Ordnung, so enthdlt er mindestens n Bigen,

_welche P und Q verbinden und zu je zwei hichstens Endpunkte ge-

mein haben 2).

1) Menger, Fund. Math. X, 8. 96; Wiener Akad. Anseiger 1930, Nr. 10,

1) Fir den Fall, dsss K in der Ebene liegt und die Mengen P und @ ein-
punktig sind, wurde der n-Bogensatz von N. E. Rutt bewiesen (Amer. Journ.
of Math. b1, 8. 217).
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Mit Hilfe dieses Satzes lusst sich der n-Beinsatz verschirfen. Ist
nimlich der Punkt p eines im kleinen zusammenhingenden Konti-
nuums K von mindestens n-ter Ordnung,so gibt es eine Umgebung
von p, deren Begrenzung @ von p nur durch eine mindestens
n-punktige Menge getrennt werden kann, Das heisst aber, der Raum
K ist zwischen p und @ von mindestens n-ter Ordnung. Er enthélt
also nach dem n-Bogensatz mindestens » in p endende, sonst fremde
Bogen.

Ist zweitens der Punkt von unendlicher Ordnung, so existiert eine
sich auf p monoton zusammenziehende Folge von Umgebungen U, Uj,...

und eine Folge von nattirlichen Zahlen #, 7,,... mit lim n, == oo,
k—ro0

sodass der Raum K zwischen p und der Begrenzung ven U, von
mindestens n,-ter Ordnung ist (k==1, 2,... ad inf). Also gibt es
nach dem #n-Bogensatz n, Bogen, Bi,..., Bj,, die in p enden und

sonst fremd sind. Die Summe B=§'(B{‘+...—{— Bj;,) ist kompakt
A=1

und im kleinen zusammenhiingend, und p ist in B von wachsender
Ordnung. Also enthiilt B nach dem n-Beinsatz unendlich viele in p
endende, sonst fremde Bogen.

Aus dem n-Bogensatz folgt 8) also

Der verschiirfie n-Beinsatz. Zu jedem Punkie p von minde-
stens n-ter (unendlicher) Ordnung eines im kleinen 2usammenhingenden-
Kontinuums K existicren mindestens n (abztthlbar viele) in p endende,
sonst fremde Teilbigen von K.

Bevor wir an den Beweis des n-Bogensatzes schreiten, beweisen
wir zunichst den

Hilfssatz 1. Ist ein im kleinen zusammenhingender kompakter
Raum K zwischen zwei fremden abgeschlossenen Mengen P und Q
von mindestens n-ter Ordnung, so gibt es zwei endliche Teilmengen P

und Q von P bew. Q, 2wischen denen K ebenfalls von mindestens
n-ter Ordnung ist.

’) Nach B. Knaster, Atti del Congr. Intern. dei Matem. (Bologna 1928)
kann man diese Folgerung sogar aus dem m-Bogensats fiir einpunktige Mengen P
und Q siehen; die Pramisse (P) des Boweises und deren Rechtfertigung (8. 226)
sind dort in einer tibrigens unmittelbar ersichtlicher Weise (durch Bentitzung an-
statt A eines Teilgebiotes von ) richtigzustellen,
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Beweis. Es seien U; = U,(P) und U, = U;(¢) zwei Umge-
bungen von P bzw. @, deren abgeschlossene Hiillen einen leeren
Durchschnitt haben. Ihre Begrenzungen mogen B(U;) und B(U,)
heissen. Dann gibt es, wie wir zuntichst zeigen wollen, in KX~ (U,+Uy)
keine Menge 7' von hochstens n—1 Punkten, sodass K— (U, U,)—T
gleich der Summe zweier fremder, relativ abgeschlossener Mengen
A, und A, ist, von denen die erste die Menge B(U,)— TB(U,),
die zweite die Menge B(U,) — T+ B(U,) enthalt. Giibe es nimlich eine
solche Menge 7, so wiren die Mengen C, =4, + U, wnd G =
= A, 4+ U, fremd und.relativ abgeschlossen in ihrer Summe C=
= C, 4+ C,, und die Mengen P C; und QC C, wiren also durch
die hochstens (n-— 1)-punktige Menge T getrennt, entgegen der
Voraussetzung unseres Satzes,

Der Raum K —(U; 4+ U,) und daher auch K selbst ist also
zwischen B(U;) und B(U,) mindestens n-punktig zusammenhén-
gend 4) und enthilt daher nach Menger!) n Bégen B,,..., B,,
die paarweise fremd sind und von denen jeder die Mengen B(U,)
und B(U,) irreduzibel verbindet.

Hiernach konnen wir zwei Folgen von n-Tupeln {pf,..., pi}
und {g},..., ¢} (=1, 2,... ad inf) von Punkten aus K so finden,
dass erstens jede der 2n Folgen p}, p,... und ¢}, ¢ (»=1,..., )
gegen einen Punkt p¥ aus P bzw. ¢¥ aus Q konvergiert, und sodass
Zweitens fir jedes nattirliche i die beiden n-Tupel {zi,..., pz} und
{gi...., ¢"} durch n paarweise fremde Bogen Bj,..., B; verbunden
werden konnen. Wir behaupten, dass der Raum K zwischen den
Mengen P*={p¥,..., p¥} und @*={g¥...., ¢} von mindestens
n-ter Ordnung ist. Es sei nimlich 7' irgendein (#» — 1)-Tupel von
picht in P* - Q* liegenden Punkten. Der Abstand der Mengen T
und P* 4 Q* sei J. Wegen des lokalen Zusammenhanges von K
gibt es eine Umgebung U von P* |- Q* deren Punkte sich mit
P* 4 @* durch Bogen verbinden lassen, die einen Durchmesser
< 6 haben und daher zu 7 fremd sind. Es sei nun i so gross ge-
wihlt, dass die beiden #-Tupel {pi,.... p} und {gy-., iy in U
liegen. Da die » Bogen Bi,..., B, zueinander fremd sind, gibt es

4) Ein Ranm R heisst nach Menger?) gwischen den beiden fremden abge-
schlossenen Mengen 4 und B mindestens n-punktig hdngend, wenn
keine weniger als » Punkte enthaltende Menge E die Eigenschaft hat, dass R—E
in swei fremde abgeschlossene Teilmengen serfillt, von denen die eine die Menge
R— EA, die andere dise Menge R — EB enthilt,
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unter ihnen sicher einen Bogen B, mit den Endpunkten p) und g,
der zu T fremd ist. Verbinden wir nun die Punkte p) und ¢, mit
P* baw. Q* durch zu 7 fremde Bogen C, und C,, so ist die Bogen-
summe B! + C, -+ C, zwischen P* und Q* zusammenhingend. Das
beliebig vorgegebene (n — 1)-Tupel T trennt also die Mengen F*
und @* nicht, 4. h. K ist zwischen P* und Q* von mindestens n-ter
Ordnung. Damit ist der Hilfssatz 1 bewiesen.

Die Idee des Beweises fir den n-Bogensatz ist nun kurz die
folgende: zunsichst kann man nach Hilfssatz 1 die Mengen P und @
sofort als endlich annehmen, Wir wihlen eine monoton sich auf
P+ @ zusammenziehende Folge von Umgebungen 7, U,,... Nun
ersetzen wir die Menge K— U, durch eine Teilmenge S, einer Summe
von endlich vielen Bogen derart, dass K,= U, + S, zwischen P
und @ von mindestens n-ter Ordnung ist. Sodann ersetzen wir die
Menge U, — U, durch eine Teilmenge S, einer Summe von endlich

vielen Bogen derart, dass K, = U, + S, + S; C K, zwischen P
und @ von mindestens n-ter Ordnung ist. Durch Fortsetzung dieses

Verfahrens bekommen wir einen reguliren’) Raum R =1Ir K,, der
' t=1

ebenfalls zwischen P und @ von mindestens n-ter Ordnung ist. ‘In
ibm lassen sich auf Grund der Men gar'schen Sitze iiber regulire
Kurven sofort n-Bsgen mit den verlangten Eigenschaften finden.
Die Ersetzbarkeit der Mengen K — U,, U, — U,,... durch die
Teilmengen S, Sy,..., von endlichen Bogensummen wird gew#hr-

Jeistet durch

Hilfssatz 2. Voraussetzung. In einem kompakten Raume L seien
zwei fremde endliche Mengen P und @ gegeben; es habe L die beiden
folgenden Eigenschafien : '

a) es gibt eine im kleinen zusammenhingende Umgebung U von
P+ Q;

b) 2u jedem (n— 1)-Tupel T wvon mnicht in P-4 Q liegenden
Punkten enthili L einen P und @ verbindenden Bogen, der zu T
fremd ist.

Behauptung: Es gibt eine die Menge U enthaltende abgeschlos-
sene Teilmenge L' von L mit den folgenden Eigenschaften:

") Ein Raum heisst nach Menger regulir, wenn jeder ieiner Punkte regu-
lar, d. b, von endlicher oder wachsender Ordnung ist.
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b’) 2u jedem (n—1)- Tupel T von nicht in P-4 Q liegenden
Punkten enthilt L’ einen P und Q verbindenden Bogen, der zu T
fremd ist;

¢) die Menge L' — U ist Teilmenge einer Summe von endlich vie-
len Bogen.

Beweis Mit (PQ) wollen wir im folgenden stets einen Bogen
bezeichnen, welcher P und @ irreduzibel verbindet; und 7" bedeute
stets eine aus hochstens » — 1 nicht in P -} @ liegenden Punkten
bestehenden Menge.

Bedeutet ¢ eine beliebige nattirliche Zahl, so stellen wir den
Raum L als Summe von endlich vielen abgeschlossenen Teilmengen

L, dar, deren Durchmesser <—} sind :

L=L+...+L,.

Ist nun i,..., 4, irgendein k-Tupel nattirlicher Zahlen derart,
dass es Bogen gibt, die mit Ly,..., L, und sonst mit keiner der
Mengen L,,..., L, Punkte gemein haben, so bezeichnen wir genaun

einen dieser Bogen mit B, ., und setzen ;=23 B, . wo tber
alle k-Tupel 4,,..., i, summiert wird, fir welche B, ., tberhaupt

definiert ist. Die Menge C, enthilt zu jedem Bogen B einen Bogen

»

.....

in der %"Umgebung von B, ., liegt. Sind nimlich I,..., L,

die samtlichen unter den Mengen L,..., L,, mit denen B Punkte
gemein hat, so besitzt der Bogen B, ., die behauptete Eigenschaft.

Wir bilden zu jedem nattirlichen i die Menge C, und setzen
D,=C,~+...4+C. Dann haben die Mengen D, die folgenden
Eigenschaften:

(1) jedes D, ist Summe von endlich vielen Bigen ;

@ esgit D,CD,CD(C.-.

(8) 2u jedem Bogen B von L enthilt D, einen Bogen By, sodass B in der
%- Umgebung von B, und B, in der %-Umgebimg von B liegt.
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Es sei jetzt eine konvergente 7-Folge T'%, T'%,... gegeben, wobei
T={pf..., pi} (j=1,2,... ad. inf) ein zu P4 Q fremdes
(» —1)-Tupel von Punkten ist und die Konvergenz darin besteht,
dass die n —1 Punktfolgen pl, p3,... w=1,2,...,n—1) kon-
vergieren; ihre Limespunkte seien p,,..., p,;. Durch geeignetes
Umnumerieren innerhalb der 77 kénnen wir erreichen, dass die
Punkte p,...,p, zu P-Q fremd sind, wihrend die Punkte
Pats---y Puy in P @ liegen, wobei nattirlich.auch eine der Men-
gen {pyy..., ps} und {psyy,..., Py} leer sein kann.

Wir behaupten nun:

(4) ist T, T",... eine konvergente T-Folge, so enthilt Sir hinrei-

chend grosses i die Menge U - D, fir fast alle J einen zu TV
Jfremden Bogen (PQ). ‘

Nehmen wir diese Behauptung als bereits bewiesen an, 8o kénnen
wir sofort unsern Hilfssalz 2 beweisen. Aus (4) folgt ndmlich die
Existenz einer festen Zahl 4, mit der Eigenschaft, dass die Menge
L' =U+ D, zu jedem T einen Bogen (PQ) enthilt, der zu 7 fremd
ist. G&be es namlich keine solche Zahl %, 80 gibe es also zu jedem
nattirlichen ¢ ein (z — 1)-Tupel 7%, das mit jedem Bogen (PQ)(C
CU+ D, einen nichtleeren Durchschnitt hat. Nun wéhlen wir
aus der Folge T'L 7,... eine konvergente Teilfolge 7, 7,... aus,
Nach (4) gibt es ein i;, sodass die Menge U - D, fur fast alle k,
einen zu 7 fremden Bogen enthalt. Inshesondere enthalt also fur
irgendein k=i, die Menge U+ D,, wegen (2) umsomehr die Menge
U+ D,, einen zu 7% fremden Bogen (PQ), was aber der Definition
von T% gerade widerspricht. Es gibt also tatssichlich eine Zahl iy,
sodass die Menge I/ = U+ D, die Eigenschaft b’) unseres Hilfs-
satzes 2 hat. Wegen (1) ist L' kompakt und erfallt die Bedingung ¢),
womit Hilfssatz 2 bewiesen ist.

Um nun (4) zu beweisen, wahlen wir ein Umgebung U’ von
P + @, sodass folgendes gilt:

® | UcCu;
(6) die Punkte p,, ..., p, liegen im Innern von I, — v.

Sodann setzen wir

. | Abstand der Mengen L —U" ynd P :
1 M { g und P Q)
@) " Abstand der Mengen' U’ und {p1y..., Pk} =24 (>0).
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Insbesondere hat also die Begrenzung B(U’) von der Menge
{p1,.-, Pa} einen Abstand > 24.

Da L kompakt und U zusammenhiingend im kleinen ist, konnen
wir die Begrenzung B(U’) von U’ durch endlich viele Umgebungen
tberdecken, deren Punkte sich durch Bigen von vorgeschriebener
Kleinheit verbinden lassen. Also kénnen wir endlich viele Umge-
bungen Wj,..., W, so finden, dass die folgenden Beziehungen gelten:

(®) B(UYCW,+...+W;

(9) je zwei Punkte eines W, kinnen durch einen Bogen (U verbunden
werden, der von der Menge {p,,..., p,_} einen Abstand >0 hat.

Es sei nun g, o ein Paar nattirlicher, nicht notwendig verachie-
dener Zahlen <_s. Wenn es einen zu der Menge {p,...., p,} fremden
Bogen (CL—U’ gibt, der mit W, und W, Punkie gemein hat,
8o wollen wir genau einen dieser Bogen mit C,, bezeichnen. Die
Summe C des endlich vielen Bigen C,, hat von der Menge {py,-., P&}
und als Teilmenge von L-— U’ auch von der Menge {psqiym D1y C
C P} Q einen positiven Abstand. Insgesamt gilt also folgendes:

(10) wenn ein Bogen CL—U" 2u {p,,..., ps} fremd ist und mit
W, und W, Punkte gemein hat, so gibt es einen Bogen CC
mit denselben Kigenschaften;

(11) die Mengen C und {p,,...,.p,} haben einen positiven Abstand e.

Zu jedem Bogen C,, wihlen wir fur einen Augenblick in den
beiden Durchschuitten G, W, und C, W, je einen Punkt w uf1d
godann eine Zahl £>0, sodass die {-Umgebung jedes fler endlich vie-
len Punkte w ganz in jedem ihn enthalienden W, liegt.

Schliesslich wihlen wir eine natiirliche Zahl i so gross, dass

1 . [0 &
<M E %9
ist; wir wollen zeigen, dass diese Zahl i die in (4) behauptete

Eigenschaft besitzt. '
Zu jedem Bogen C,, wihlen wir einen Bogen B, D; mit den

Eigenschaften (3). Da C,, in der -:——Umgebung von B, liegt, miissen

inshesondere die zu Cos gehdrigen beiden Punkte w von B, einen
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Abstand <—:- haben. Daraus folgt aber wegen %< g, dass B, mit
W, und W, einen nichtleeren Durchschnitt hat. Da weiter wegen

1—.<‘—§ der Bogen B, in der ;--Umgebung von C,, liegt, so hat B,

wegen (11) von der Menge {p,,..., p.y} éinen Abstand g-;-. Hier-
nach gilt also wegen (10):

(12) wenn ein Bogen (C L— U’ 2u {pyy..., ps} [fremd ist und mit
W, und W, nichtleere Durchschnitte hat, so gibt es einen Bo-
gen (C D, der ebenfalls mit W, und W, nichtleere Durch-
schnitte hat und von der Menge {p,,..., p,,} einen Abstand

£
>
=5 hat.

. Nun gibt es eine natiirliche Zahl j,, sodass fur jedes j > j,
der Punkt p) des (n—1)-Tupels 7” unserer vorgegebenen gegen

{P11+++y Pu} konvergierenden Folge 7', 7,... in der -i_—-Umgebung

vou p, liegt (v =1,..., n —1). Wegen ;1—<~2 kénnen wir also (12)

verschiirfen zu

(13) Wenn ein Bogen L — U’ 2u {p,,..., ps} fremd ist und mit w,
uud W, nichtleere Durchschnitle hat, so gibt es einen Bogen
C Dy, der cbenfalls mit W, und W, Punkte gemein hat und
Sir j>j, 2u T/ fremd ist. '

Weil der Raum Z der Voraussetzung b) gentigt, gibt es fur ein
beliebiges j > j, einen Bogen B==(PQ) mit den Endpunkten p(_P
und ¢C ¢, der zu der Menge {p,,..., ps Ply,---, pi_s} fremd ist.
Wir wollen zeigen, dass man ihn durch Modifikation seines Durch-
schnittes mit L— U’ in einen ebentalls P und Q verbindenden
Bogen verwandeln kann, derin U+ D, liegt und zu 7V fremd ist,
womit (4) bewiesen sein wird.

Es sind zwei Fulle méglich:

Entweder liegt der Bogen B gaoz in U’. Dann ist aber, da die
. ) '
Menge {p,..., pi} in der E-Umgebung der Menge {p,,..., p;} liegt
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und U’ von {p,..., p} nach (7) einen Abstand > 4 hat, der Bogen
B fremd zu {pl,..., pi.;}. Da er ausserdem wegen (D) in U+ D,
liegt, ist in diesem Falle fiir unser j die Behauptung (4) bewiesen.

Oder aber der Durchschnitt B« (L — U’) ist nichtleer. Dann ist
er Summe von hdchstens abzihlbar vielen paarweise fremden offe-
nen Teilbogen, deren Endpunkte in B(TU’) liegen. Unter ihnen gibt
es aber nur endlich viele, die entweder von der Menge {p,,..., ps}
einen Abstand < 4 oder mit L — U Punkte gemein haben; denn
der Abstand der Mengen B(U’) und {p,,..., p} ist nach (7)
=26>0, und der Abstand der Mengen B(U’) und (L—7U) ist
nach (B) positiv. Wir wollen die Endpunkte dieser endlich vielen
Teilbsgen von B mit ¢, ;-.-; g g bezeichnen, wobei wir sie so
numeriert denken, dass wir sie beim Durchlaufen des Bogens B
von p nach ¢ in der Reihenfolge g¢;, G1j..-; g g passieren. Ftr
die abgeschlossenen Teilbogen (g, ¢,) von B mit den Endpunkfen

4,, ¢, gilt also: . '
14) (GWCL—U; ¢eCBU) =19

Da alle Punkte des Darchschnittes B+ (L — U) auf den Bdgen

(¢, g,) liegen, gilt fur die Teilbdgen (p ¢1), (7 Geprhs (@) von B mit
den Endpunkten p, ¢, bzw. g, ¢;11 bzw. g, ¢:

(15) die Bigen (pgs)s (@ gy (@) licgen in T (3=1,..., %)

Weil der Bogen B zu {p1;...y Day Phirsee-s Pia) fremd ist, sind
die Bogen (pgy) (T, ¢etts (@ D) fremd zu {pi}1,-.., Pia). Ausserdem
haben sie von {p,,...,ps einen Abstand =4, weil alle Pu:t:kte
von B, die von {p,..., ps einen Abstand =X 8 haben, auf einem
der Bogen (g,7,) liegen. Da aber die Menge {pi,..., pi} in der

%-Umgebung von {p,,..., ps} liegt, gilt insgesamt
(16) dic Bigen (par), (3 gun). (@eg) sind 5w T/ fromd. (3=1y.s 8

Da jeder Bogen (g, g,) nach (14) in L— T liegt, als il‘eﬂmeng'e
von B zu {p;,.., ps} fremd ist und schliesslich wegen ¢,, 7,C B.(I.T)
und (8) zwei nicht notwendig verschiedene Zahlen ¢, 0 < 8 B.Xlstle-
ren, sodass der Bogen (g, ;) mit W, und W, Punkte gemein hat
gibt es nach (13) einen Bogen B,C D,, der ebeofalls mit WG nn_d
W, zwei Punkte ¢F bzw. g7 gemein hat und zu 77 fremd ist; mit
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(¢*q*) bezeichnen wir den Teilbogen von B, mit den Endpunkten
¢¥ und g* Es gilt also:

(17) die Bogen (gF G;) liegen in D, und sind 2u TV fremd (v =1,., 8).

Da die Punkte g, und ¢* bzw. g, und ¢¥ in demselben W,
liegen, konnen sie nach (9) durch zwei Bdgen (g, ¢¥) und (g¥ ¢)C U
verbunden werden, die von {p;,..., p,—1} einen Abstand > J haben.

Da aber 7Y in der %-Umgebung voR {Pyy.sey Py} liegt, so gilt:

(18) die Baigen (g, q*) und (q; q,) liegen in U und sind eu TV fremd
(z=1,...,%.

Wegen (15)—(18) liegt die Summe der endlich vielen Bigen

(rq), @), @ @D @@ @0

in U+ D, und ist zu 7¥ fremd. Da sie zusammenhéingend ist und
mit P und @ die Punkte p und ¢ gemein hat, ‘enthilt sie einen
Bogen (PQ), der in T+ D, liegt und zu 7V fremd ist. Damit ist
die Behauptung (4) und Hilfssatz 2 bewiesen.

Wir beginnen jetzt den

Beweis des n-Bogensaizes. Nach Hilfssatz 1 geniigt es, den Beweis
fir den Fall zu erbringen, dass P und ¢ endliche Mengen sind;
wir nehmen daher fur das Folgende P und @ als endlich an.

Wir zeigen zunichst, dass der Raum K die Bedingungen a)
und b) des Hilfssatzes 2 erfullt. Die Bedingung a) ist sicher erfullt
und zwar fir jede Umgebung U von P4 @, da ja der ganze
Raum K im kleinen zusammenhingend ist. Wir nehmen nun an,
die Bedingung b) wire nicht erfiillt. Dann gibt es also ein (n—1)-
Tupel 7= 7°, das mit jedem Bogen (PQ) Punkte gemein hat. Wir
bezeichnen mit P? die Menge aller derjenigen Punkte von K, die
entweder in P liegen oder mit P durch einen zu 7° fremden Bogen
verbunden werden konnen. Die Menge Q% = K — 7' — P° ist zu P?
fremd und enthilt die Menge @, da ja nach Voraussetzung kein
zu T fremder Bogen (P () existiert. Schliesslich sind P° und Q°
in K — 7T abgeschlossen. Zeigen wir dies etwa fir P°. Es sei also
p(C K—T° des Limes einer Folge p,, ps,... von Punkten aus P
Weil K zusammenhingend im kleinen ist, konnen alle Punkte
einer hinreichend kleinen Umgebung von p durch Bigen verbunden
‘werden, die zu 7° fremd sind, Insbesondere kann also auch ein
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Punkt p, mit p durch einen zu 7 fremden Bogen verbunden wer-
den. Da nun p, als Punkte von P* mit P durch einen zu 7% frem-
den Bogen verbunden kanu, gilt dasselbe fir p, d. h. p liegt in P,
Ahuolich zeigt man die Abgeschlossenheit von Q0. Das (n— 1)-
Tupel T trennt also die Mengen P und ¢, entgegen der Voraus-
setzung des n-Bogensatzes. Der Raum K erftllt also auch die Be-
dingung b) des Hilfssatzes 2.

Wir wihlen nun eine Folge von Umgebungen U, 0,,... der

Menge P+ 9, sodass die -Beziehungen UuCU (= 1, 2.. ad inf)

und ﬂ U:;= P+ Q gelten. Setzen wir B,—= K — U,, so gilt also
fo]gendes

1) R, liegt im Innern von Ry, (i=1, 2,.. ad inf);

(2) R, ist kompakt (i=1, 2,.. ad inf);

3 B+ By +..= "‘(P+Q)

Wir wenden jetzt auf K und die Umgebung U= U, den Hilfs-

~ satz 2 an und erhalten einen Raum K, mit KK, DU,. Dieser

Raum K, erftllt in bezug auf die Umgebung U == U, ebenfalls die
Voraussetzungen des Hilfssatzes 2. Wenden wir ihn also anf K,
und U, an, so erhalten wir einen Raum X, mit K, DK, D T,
Durch unendlich oftmalige Anwendung des Hilfssatzes 2 erhalten
wir auf diese Weise eine Folge K|, K,,... von Teilriumen von X
mit den Eigenschaften:

(4) KEDK DE D

() K, ist kompaki (i==1, 2,... ad inf);

(6) K,— U, ist Teilmenge einer Summe von endlich vielen Bogen
CEK (=12,... ad inf);

(1) 2u jedem (w— 1)-Tupel T enthilt K, einen Bogen (PQ), der
2u T fremd ist (i=1, 2,... ad inf).

‘Wir setzen
R=P+Q+ Y B-Eun

el
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und wollen zeigen, dass der Raum R kompakt, regulir und zwi-
schen P und Q von mindestens n-ter Ordnung ist.
Da R;-(P+ Q) wegen (8) leer ist, so gilt

R,-R=R,-ZR,-K,+1
fun)
Nun ist wegen (1)
J-1 . J~1
-RJ'ZRA"KH-I “—-‘-‘2 B, K
l=1 fmed

und wegen (1) und (4)

Rj.zv RI'KI+1=R[‘2KI+1“=EI'K!+1'

dwmj lmj
Also ist

J
8) RR=J3 R-Eu.

fml

Hiernach ist wegen (2) und (5) die Menge %,-R ftr jedes 5
kompakt. Ist nun p,, p,,... eine Folge von Puunkten aus R mit
dem Limes p, so wollen wir zeigen, dass auch p in R liegt. Ent-
weder liegt p in P @; dann liegt er auch in R. Oder er liegt
in K— (P~ Q). Dann gibt es wegen (3) ein j, sodass p in B, , und
daber wegen (1) im Inneren von R, liegt. Nun mtssen auch fast
alle Punkte p, in R; also in ;- R liegen. Da aber R« R kompakt ist,
liegt auch p in B;- RC R. Der Raum R ist also kompakt.

Zweitens ist B regulir. Denn zunichst folgt aus U,.; C U, dass
R, Kyyy C Ky — Uy gilt Also ist wegen (6) jede-Menge R-K,,
und daher wegen (8) ftir jedes j die Menge K, R Teilmenge einer
Summe von endlich vielen Bugen, also regulir. Ist nun einerseits P
ein beliebiger Punkt von K — (P4~ @), so gibt es wegen (3) ein h
sodass p in R;- R und daher wegen (1) im Innern von By R
liegt. Da R, - R regulir ist, so ist R in p regulsr. Ist anderseits P
ein Punkt von P+ @, so kann man wegen der Endlichkeit von
P+ @ im Raume R eine beliebig kleine Umgebung U/ von p an-
geben, deren Begrenzung B bzgl. R in R — (P+ Q) liegt. Wegen
der Kompaktheit von R kann man diese Begrenzung B durch end-
lich viele beliebig kleine Umgebungen Viy..., V, des Raumes R
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mit endlichen Begrenzungen bzgl. R tberdecken. Dann hat die Um-
gebung U-L- ¥, ...+ V, eine endliche Begrenzung. Also ist R
in p regulir, womit die Regularitit des Raumes R nachgewiesen ist.

Wir nehmen drittens an, es gebe in R ein zun P Q fremdes
(n—1)-Tupel T, sodass B — T'— A, A4, ist, wobei P(C4, und 9(CA4,
gilt und die Mengen 4, wod 4, fremd und relativ abgeschlossen
sind. Nun wihlen wir eine positive Zahl &, die kleiner ist als die
Abstinde der Mengen P und 4,, Q und 4,, P+ Q und T. Sind
dann V, und V, zwei fremde in der e-Umgebung von P4 Q ge-

legene Umgebungen von P bzw. @, so sind die Mengen 4, + 7,

und 4, -} ¥, fremd und relativ abgeschlossen. Setzen wir noch
V=V, + V,, so trennt also das (n— 1)Tupel 7 die Mengen P
und @ in V-4 R. Dies ist aber unmoglich. Wihlen wir n&mlich
ein i so gross, dass U;C V gilt, so ist K;py CU,+ Ky BRC V4
+ K;; B,C V+ B. Nun enthslt nach (7) die Menge K;;, upnd daher
anch V4 R zu jedem 7 einen Bogen (P@), der zu T fremd ist.
Es gibt also kein P und @ in R trennendes (n» — 1)-Tupel. d. h.
R ist zwischen P und @ von mindestens n-ter Ordnung.

Wir haben bisher folgendes bewiesen: der Raum K, der kom-
pakt, im kleinen zusammenhingend und zwischen den endlichen
Teilmengen P und ¢ von mindestens n-ter Ordnung ist, enthalt
einen reguliren Teilraum, der dieselben Eigenschaften hat Wir
dirfen also von jetzt an den Raum K selbst als regulir annehmen.

Bezeichnen wir mit o(p) die Ordnung des Punktes p bzgl. K,
so miissen die beiden Relationen

Jewz=n, Jo@=n
pCP qCeQ

gelten. Nach Menger?) gibt es also zwei zueinander fremde abge-
schlossene Umgebungen U(P) und U(Q) von P bzw. @ mit min-
destens n-punktigen Begrenzangen, deren Randpunkte sich mit P
bzw. Q durch » Bigen K verbinden lassen, sodass je zweil dieafsr
Bégen hochstens die in P baw. ¢ gelegenen Endpunkte gemein
haben.

Offenbar ist K zwischen den Begrenzungen von U(P) und U(Q)
mindestens #-punktig zusammenhingend ¢). Die Begrenzungen von
U(P) und U(Q) kdnnen slso durch # zueinander fremde Bogen C

miteinander irreduzibel verbunden werden. Die Bogen B und C

™
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schliessen sich zam n die Mengen P und Q verbindenden Btgen
zusammen, die zu je zwei htchstens Endpunkte gemein haben.
Damit ist der n-Bogensatz bewiesen.
Der n-Bogensatz lasst sich noch verschirfen durch den folgenden

Zusatz. Es gibt in K ein festes Geriist von abedhibar vielen Bo-
gen By, By,..., mit folgender Eigenschaft: ist K zwischen 2wei be-
lihigen Teilmengen P und Q von mindestens n-ter Ordnung, so ent-
hilt die Menge (P4 Q) + (B, + By +...) n bis auf die Endpunkte
fremde Bogen (P Q).

Beweis. Es sei p,, py,..., eine in K dicht liegende Punktfolge.
Zu je zwei Punkten p,, p, dieser Folge lassen gich, wie. wir oben
sahen, abzithlbar viele sie verbindende Bgen BY, BY,..., so angeben,
dass zu jedem beliebigen die Punkte p, und p, irreduzibel verbin-
denden Bogen B und jedem positiven & ein Bogen B existiert, der
in der e-Umgebung jenes Bogens B liegt. Bezeichnen wir die Bs-
gen BY(i,j, k=1,2,... ad iof) in irgendeiner Reihenfolge mit
B,, B,,..., %0 hat das Gertist By, B,,..., die Eigenschaft:

(1) Sind dis Punkte p, und p, durch cinen Bogen B irreduzibel
verbunden und ist e eine. positive Zahl, so gibt es einen die
Punkte p, und p, verbindenden Bogen B, C B, + By + ..., der
in der e-Umgebung jenes Bogens B liegt.

Wir wollen zeigen, dass die Bsgen B,, B,,..., die in unserem
Zusatz behauptete Eigenschaft haben.

Es seien fir irgendein # zwei hochstens n-punktige zueinander
fremde Mengen P={p¥,..., p¥} und Q= {g¥,..., ¢¥} gegeben, so-
dass die Punkte p* und ¢* durch einen Bogen C, irreduzibel ver-
bunden sind und je zwei Bigen C, hichstens Endpunkte gemein
haben,

Wir wihlen zwei Folgen U,, 7),,...; ¥y, V4,..., von Umgebun-
gen der Mengen P und @ mit den Eigenschaften:

® TsaC U5 VnCV, (i=1,2... ad inf);
fo=s I

O ‘ O, V=0
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und sodass die Begrenzungen von U, und ¥, mit jedem Bogen C,
genau einen Punkt pj bzw. ¢, gemein haben (¥=1,...,n; i=
=1, 2,... ad inf).

Da der Raum K im kleinen zusammenhtingend ist, kann man
zu jedem Punkt p} (v=1,...,n; i=2,... ad inf)) einen Punkt p,
unserer Folge p,, py,..., so finden, sodass p!, mit p’ durch einen
Bogen (p!, p) verbunden werden kann, derart, dass folgendes gilt:

® (p, ) C Uy (w=1,...,n; i=2,3,... ad inf),

(6) 2u jedem Bogen (p, p,) gibt es eine positive’ Zahl 6, sodass
(p, P.) von jedem Bogen C, und (p) pi) mit u=Fv einen Ab-
stand > 6 hat.

Bezeichnen wir nun mit (p, p'f') den Teilbogen von C, mit den
Endpunkten p), und pi, so enthilt wegen (2) und (b) die Summe

(7, 25+ (# P+ (i B einen Teilbogen (7, 7,") mit den
Endpunkten 7, und pit!, sodass gilt:
O] @ B CUn i=23,... ad inf);

(8) 2u jedem Bogen (B, pit') gibt es eine positive Zahl e, sodass
(B, P:FY) von allen Bigen (p), Pi') mit p=Fv einen Abstand
> ¢ hat.

Aus (1), (7) und (8) folgt nun die Existenz eines die Punkte
7. und P4 verbindenden Bogens (), P5* mit den Eigenschaften:
©® @ PV CB+B+... =23, ain);

(10) @ P C Ua;

(11) jeder Bogen (p, PitY)* hat mit jedem Bogen (P2, PLH)* einen
leeren Durchschnitt (u 5 ),
Aus (3) und (10) folgt, dass die Summe

1+ 3 @ B
=2

einen Bogen (73 p¥) mit den Endpunkten p}, und p* enthult, fur
welchen folgendes gilt:

(12 (7 Pr)C{Pf}+B1+B: + ...
(13) (@ p¥) CUs;
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(14) zwei Bigen (p, p¥) und (F;, p) haben hichstens den Endpunkt
p¥ = pl gemein.

Analog zeigt man die Existenz von n Bogen (g2 ¢*) mit den
Endpunkten g2 und g¢¥, sodass gilt:

(12) (@ HCla¥+ B+ B+ ..
1) (@ &) C W
(14') je zwei Bigen (G, q3) und (g, q%) haben hichstens den End-
punkt g = g}, gemein.
Aus (4), (13) und (13%) folgt:
| (15) je zwei Bogen (p, pJ) und (g, qi) sind zu einander fremd.

Wir bezeichnen nun mit (p? ¢2) den Teilbogen von C, mit den
Endpunkten p? und ¢2. Dann sind die Punkte p? und g2 miteinan-
der verbunden durch einen Teilbogen von (72 p2)--(p: ¢2) -
+ (g }), der zu allen Bogen (p}, pk) und (g, q;) mit g == we-
gen (6) fremd ist; und je zwei dieser Teilbdgen sind ebenfalls we-
gen (6) zueinander fremd. Wegen (1) kann man also filr jedes »
einen Bogen (7} 7)) mit den Endpunkten 72 und 72 finden, sodass
folgendes gilt:

(16) ® ¢)CB + B, + B,...;
A7) (B, @) st ou (B G (B pY) und (3, ) fremd (u = ).

Die Bogensumme (p¥ 72)+- (72 72) + (@2 ¢%*) enthalt einen Bo-
gen C¥ mit den Endpunkten p¥* und ¢* Aus (14), (14), (15) und
(17) folgt erstens: :

Cy wnd C} haben hochstens Endpunkte gemein (u o= »).
Aus (12), (12’) und (16) ergibt sich zweitens:
0}CP+Q+B+B+...

Damit ist auch der Zusatz bewiesen.,

Wien, 1930,
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A point set characterization of closed 2-dimen-
sional manifolds ?). '

By
J. H. Roberts?) (Philadelphia).

Much work has been done on the problem of characterizing
various point sets by internal properties. For example R.L. Moore
has given *) a set of axioms in terms of poiné and region which
determine the euclidean plane. C. K uratowski has characterized ¢)
the topological sphere as a Peano space with no cut point and
having the property of Janiszewski?). This result is also con-
tained in work of Leo Zippin9).

Miss I. Gawehn has given 7) a set of four conditions in terms
of point and nelghborhood which are necessary and sufficient that
a point set be a closed 2-dimensional manifold 8). It readily follows

1) Presented to the American Mathematical Society, Feb. 22, 1930.

1) National Research Fellow.

3) On the foundations of plane analysis situs, Transactions of the American
Mathematical Society, vol. 17 (1916), pp. 131—164.

4y Une caractérisation topologique de la surface dela 8phére, Fundamenta
Mathematicae, vol. 13 (1929), pp. 307—318.

%) A spuce M has the property of Janiszewski if, given & continuum C
in M which does not cut M, for every decomposition of C into two continua K
and L the product K * L is a continuum.

) A study of continuous curves and their relation to the Janiszewski-
Mullikin theorem, Transactions of the American. Math. Boc., vol. 31 (1829),
pp. 744—770.

) Uber unberandste 2-dimensionale Mannigfaliigkeiten, Mathematiasche An-
nalen, vol. 98 (1937) pp. 321364 v

%) For & definition of this term see O. Veblen, Analysis situs, Cambridge
Colloquium Lectures, vol. 5, part II, pp. 44—4&b; or Kerékjarts, Vorlesungen
iiber Topologie, p. 182. ! :
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